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Einleitung

Die Methode der konjugierten Gradienten (CG-Algorithmus) von
Hestenes und Stiefel [16] ist ein Verfahren zur Losung linearer

Gleichungssysteme

(0.1) Ax = b

mit positiv definiter nxXn-Matrix A, welches zugleich Ziige itera-
tiver und direkter Methoden aufweist: Ausgehend von einem Start-

. . n . . .
wert x wird eine Folge von Vektoren X, €R geliefert, die, zumin-

dest bei rundungsfehlerfreier Rechnung, nach spatestens n Itera-
tionen mit der exakten Ldsung X von (0.1) abbricht. Fiir die prak-
tische Anwendung ist bekanntlich der iterative Charakter wichtiger

(vgl. Reid [28], Axelsson [1}, Chandra [6]): In vielen Fiallen,

insbesondere bei - im Sinne der Spektralkondition k(A) - gut kon-
ditioniertem A, erhdlt man nimlich bereits nach sehr viel weniger
als n Schritten eine hinreichend genaue Naherung Xy fir x, wie

sich als Folge der Minimaleigenschaft

(x, - DA - %) = min (x - D Alx - %)
Xxex +8
o 'k
. . . k-1 , '
ergibt. Hier bezeichnet Sk:=Span{ro,Aro,..ﬂ,A ro} den k-ten von
r, '=b~Ax erzeugten Krylov-Unterraum. Schliefllich sei noch erwahnt,

daB der CG Algorithmus wie andere iterative Verfahren yon A ledig-
lich bei der Bildung eines Matrix- Vektor-Produkts A-x pro Itera-
tion Gebrauch mancht und sich daher vor allem fiur sehr grofle, aber
dinn besetzte Systeme eignet. v

Zur Lbéung von (OQ1) mit symmetrischer,vaber indefiniter oder un-

symmetrischer Koeffizientenmatrix bietet sich an, das CG-Verfahren
auf die Normalgleichungen ATAx=ATb, wie von Hestenes und Stiefel
[16] vorgeschlagen wurde, oder auf AATyzb, xzzATy (Algorithmus von

Craig [8,12]) anzuwenden; wegen K(ATA)=K(AAT)=K(A)2 ist dann aller-
dings im allgemeinen nur langsame Konvergenz zu erwarlen., In den
letzten Jahren wurden dagegen ahnlich wie die CG-Methode gebaute
Verfahren vorgeschlagen, die das System Ax=b unmittelbar angehen:

So fiir symmetrische, indefinite A von Paige und Saunders [26] der
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SIMMLQ—Algorithmus, in welchem versucht wird, Niherungen Xy

fir x zu berechnen, die der Galerkin-Bedingung

€ex + S

(0.2) b - Ax, L 8, X, € X, ,

génﬁgen. Diese Xy sofern sie iliberhaupt definiert sind, erfiillen .

allerdings keine Mlnlmlerungselgenschaft SYMMLQ 1ot jedoch eng

verwandt mit dem "Orthogona] Direction"-Verfahren von Fridman

[14), das Vektoren X mit

(0.3) "Xk - x]l = min IHx - x|
XEXO+ASk

liefert., Leider ist der OD-Algorithmus, trotz aller Elegangz,
numerisch instabil, so daB in der Rechenpraxis die Minimaleigen-

schaft (0.3) bald verlorengeht und das Verfahren sogar divergiert.

Von Fletcher [13] bzw. Chandra [6] wurde der MCR-Algorithmus fiir

symmetrische, indefinite A angegeben; die Iterierten Xy sind hief
durch

(0.4) o - ax, Il = min b - Ax]|
: xexo+Sk

definiert.

In Teil 1 dieser Arbeit wird nun das OD-Verfahren theoretisch

‘naher analysiert; insbesondere schlagen wir eine einfache nume-

risch stabile Version ("STOD~A1gorithmus") dieser Methode vor.

Bei der theoretischen Untersuchung werden Abschatzungen fiir die

Fehlerllxk—iﬂ angegeben, die zeigen, welchen EinfluB die Eigen-

wertverteilung von A auf die Konvergenzgeschwindigkeit bzw. den
Abbruchindex des Verfahrens hat; analoge Resultate waren bis slang
nur fir CG- und MCR-Algorithmus bekannt. Unsere Fehlerschranken
motivieren auflerdem, die OD-Methode in Verbindung mit Prekondi-
tionierungstechniken anzuwenden, und wir stellen entsprechende

Algorithmen vor.

Teil I1 der vorliegenden Dissertation beschiaftigt sich mit

CG~-ahnlichen Methoden: zur LBsung von Gleichungssystemen Ax=b

mit unsymmetrischem A. Im allgemeinen fiihrt nun der Versuch,
durch (0.2) oder (0.4) definierte Iterierte X, 71 berechnen, auf

Algorithmen, die in jedem Schritt Informationen aus simtlichen



vorhergehenden Iterationen bendtigen und dadurch sehr éufwendig
sind (vgl. Axelsson [2], Young und Jea [38]). Khnlich effektive
Verfahren wie fiir symmetrische A lassen sich jedoch in einem
wichtigen Spezialfall angeben: Fiir Matrizen der Form A=I-N, N=-N"
(der allgemeinere Fall, daB A positiv reell, d.h. (A+AT)/2 positiv -
definit, ist, lagt sich durch eine Art Prekonditionierung auf
diesen Spezialfall reduzieren) fanden Concus,Golub [7] und
Widlund [36] einen einfachen Algorithmus (CGW) zur Berechnung der
GalerkinéNéherungen (0.2)., Wir stellen der CGW-Methode zwei wei-
tere effiziente Verfahren fiir Matrizen der Gestalt A=I-N an die

Seite: Der STOD-Algorithmus liefert ITterierte X mit,

% = %l = min flx - %I

xsxO+ATSk

der MCR - Algorithmus berechnet die durch (074) definierten Nahe-
rungen. Bei der theoretischen Analyse der beiden Verfahren zeigt
sich, daB die Konvergenzgeschwindigkeit jeweils durch die Grofe
der Matrix N bestimmt wird. Es ergeben sich ferner enge Zusammen-
hénge zwischen dem STOD-Algorithmus, dem Verfahren von Craig und
der CGW-Methode, und wir weisen nach, daB gewisse Teilfolgen der
vom CGW-Verfahren erzeugten Naherungen Minimaleigenschaften be-
sitzen. SchlieBlich st5Bt man im Zusammenhang mit Fehlerabschat-
zungen fiir den MCR-Algorithmus auf ein auch an sich interessantes

Problem der Approximationstheorie:

min max |p(1+it)] (=: m

1,.)!
pell, - Astgh :

: _ 2 k| _
wobei Hk:={p(z):1+012+ozz‘+'~'+okz !01,02,...,lelﬁ} und A>0,

Fiir diese my geben wir obere und untere Schranken an, die in

bestimmtem Sinn asymptotisch exakt sind.

Im III. Teil werden die beschriebenen neuen Algorithmen an
groBen linearen Gleichungssystemen (Dimension <1000), die bei
der Diskretisieruﬁg partieller Differentialgleichungen auftreten,”
getestet, und mit anderen Verfahren verglichen. Die Resultate be-
statigen die theoretischen Eigenschaften und belegen die numeri-
sche Stabilitat und praktische Brauchbarkeit der vorgeschlagenen

Algorithmen.
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I. DER_OD-ALGORITHMUS FUR GLEICHUNGSSYSTEME MIT

SYMMETRISCHER MATRIX

1. Bezeichnungen. Vorbereitungen

Wir wollen zundchst einige Bezeichnungen vereinbaren; es sei
vorausgeschickt, dal stets reelle Vektoren und Matrizen betrachtet
werden. '

Fir Vektoren v‘1,v2,...,vk des TR" sei [V1,v2,,..,vk] der von diesen
Vektoren aufgespannte Unterraunm, (v1,v2,...,vk) die mit diesen Vek-

toren gebildete nxk-Matrix.
. . . . . . 0 - n s
Ut sei wie iiblich der zu einem linearen Teilraum U< gehodrige

Orthogonalraum. .

Mit []x|l=(x"x) /2 gei stets die euklidische Norm, mitilx”B=(xTBx)1/2
(B eine positiv (semi-)definite Matrix) die B-(Halb-)Norm des
Vektors x, mit |[A]|] die von der euklidischen Norm induzierte Matrix-
norm, die sogenannte Spektralnorm, einer Matrix A bezeichnet.

Fir eine symmetrische, nichtsingulire Matrix A mit den Bigenwerten
O<lx1|slA2|s-"slAn] sei K(A)zlxnt/]x1| die Konditionszahl beziiglich
der Spektralnorm.

Mit R(A) := {Ax|xeRP)}
bezeichnen wir das Bild, mit
N(A) := {xe RP|Ax=0)}

den Kern einer nxp-Matrix A. Man beachte, dafB wegen R(A)l=N(AT)
die Zerlegung

R™ = R(A) & N(AT)

zur Verfiugung steht.

Falls A nichtquadratisch oder singuliar ist, so sei At die Pseudo-
inverse von A.

Fir zwei Vektoren u,ve R'\{0)} bezeichnen wir mit <(u,v), definiert

durch

el

Hull vl

cos<(u,v) 0 < <(u,v) < % ,

den spitzen Winkel .zwischen u und v. Ist auBerdem UsIR® ein linearer
Teilraum mit UA{0}, so setzen wir
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<(v,U) := min <(v,u);
ueUN{ 0}
ferner wird von
(1.1) van?e(v ) = min P AvIE - T2,
uelN{ 0} (uly)=
sowlie von
(1.2) sin<(v,U) = ”(I - P)V”, cos<(v,U) = UliY_U
vl | v i

Gebrauch gemacht, dabei ist P:]Rn+U die Matrix der orthogonalen
Projektion auf U,

Den ganzen Anteil einer reellen Zahl o wollen wir
[o] := max {keZ]k < a}

nennen.

Schlieflich fihren wir die Abkiirzung

= = " " 2 * 8 ® v k
M = {p(t) = Tto tto, b5+ Yo, b I01,...,0ke]R}

ein und bezeichnen mit

T, (6) = (6 VBZ-DE 4 (v - VEZD)R), k=0,1,2, ...

die Tschebyscheffpolynome. Eine wichtige Optimalitatseigenschaft

(siehe etwa [37]) dieser Polynome halten wir fest in folgendem
(1.3) Lemma: Sei 0 < a < B. Es gilt:

min  max p(t)| = (1, (B12))
pell,  a<t<B ;

Eine wesentliche Rolle wird im weiteren ein Verfahren von
Lanczos [18] spielen, welches auf einfache Weise Orthogonalbasen

der Krylovunterraume
SR T VN I S RPN L BT

- dabei ist feR" und A eine symmetrische, nicht notwendig nicht-
singuldre nxn-Matrix - liefert,
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(1.4) Lanczos-Algorithmus:

Start: Setgze r, = f, P = O.

Fiur k=0,

Falls p

k

1,2, 00, ¢

=0 : stop,

andernfalls setze

_ T T _
Yk = pkApk/pkpk ’ 61{ =

0 fir k=0

T T S
pkpk/pk~1pk-1 fir k>0

Pret = AP = YyPp - by -

Einige wohlbekannte Eigenschaften dieses Algorithmus stellen wir

in folgendem Satz zusammen, den wir der Voilsténdigkeit wegen
auch beweisen wollen.

(1.5) Satz: a) Es gibt eine kleinste ganze Zahl m,

(1.6)

b)

c)

a)

e)

f)

0 < m<g nnit P, = 0.

T - . ‘ .
PPy = 0 fir O0<j <k g m.
[_polpf"cooypk~1] = Uk fiir 1 S k S m.

m ist die kleinste ganze Zahl mit der Eigenschaft:

2

f,Af,A f,..;,Amf sind linear abhingig.

m ist die Anzahl der Eigenriume von A, in denen f

von Null verschiedene Komponenten hat:

m

f = -'é: r]ij v n19v-',r|m ;é O »

dabei sind 21,...,zmorthonormale Eigenvektoren zu

paarweise verschiedenen Figenwerten A1,...,Am von A,

[popp1,...,pm_1] = EZ.],ZZ,..‘-,Zm] = Um -

Beweis: zu a)b) Sei 130 mit pk#0,0§k<l; wir zeigen durch Induktion



nach k, daB p?pk=0 fir 0g¢j<kgl gilt. Fir k=1 ergibt sich

bereits flr alle Indizes <k bewiesen, und sei k<1. D
?

| T T e L |

.} pop1—pOApo—yopopo—0 nach Definition von Yoo Sei die Behauptung
’ Jann folgt mit
!
|
|

pr fir j=k-1
T, T Kk
. = o1 P y.p. + 8.p. =
PifPi = (Pjgq Fvypy + 85py ) Tpy
§ | 0 fiir 0<j<k-1
!
: T T T T . .
pjkar‘] = ijpk - Ykpjpk - ékpjpk—7 =0 . fiir O<jsk,

wobei fiir j=k die Definition von Yy

fir j=k-1 die von ék verwen-
det wird.

Insbesondere ist damit die lineare Unabhingigkeit von pO,p1,...,p1*1

gezeigt, es gibt also einen ersten Index m<n mit p

n-0» und wir
dirfen 1=m wahlen.

¢) wird mittels Induktion nach k bewiesen:

Fir k=1 ist die Aussage wegen p =f richtig, Sei die Behauptung
i bereits fiir ein 1gk<m gezeigt; es folgt

Ap, 4 € [Af,A%F, ..., 455]
und weiﬁer
= A -y -6 ¢ [t,Ar ake] =y
Py Pr-1 k-1Pk-1 k-1Pk-2 PALyeeey k+1 7’

| also gilt

k+1

[po,p1,.,.,pk] c U

- Nach a)b) sind jedoéh Pyr+++»Pyp linear unabhingig, und man erhilt

[po’p1""’pkj = Uk+1

aus Dimensionsgriinden.

zu d) Aus Teil ¢) folgt zum einen die lineare Unabhingigkeit von

" m-1 . .
f,Af, ... ,A f, zum anderen mit Apk:pk+1+ykpk+6kpk+1’ Og<k<m, und

r _ pm:O:



ma, _ m-1 ' |
ATf = A(ATT ') e [ApO,Ap1,...,Apm_1] c Epo,p1,...,pm_1j

= [£.08, .. A" TG

.

fl\

, .. | . . ; n .
zu e) Zundchst sei daran erinnert, daB wegen A=A" der IR eine

Basis aus orthonormalen Eigenvektoren von A besitzt; insbesondere
laBt sich f als Linearkombination solcher Vektoren darstellen.
Durch Zusammenfassen zum selben Eigenraum gehdriger Vektoren und
geeignete Numerierung 148t sich o.B.d.A. die Form (1.6) erreichen.
Bezeichnen wir die Anzahl der Komponenten aus (1.6) mit m, so ist
also m=m zu zeigen.

Nach c) ist die Zahl m identisch mit dem Grad eines Polynom p
kleinsten Grades mit '

~

p(A)f = %i_: njp(?\j)zj =0, p 1’0‘

Fir ein solches muB wegen der linearen Unabhingigkeit der Zj

und nj#O aber

p()x].) =0, j=1,...,m,

elten, also mzm, da A,,...,A~ paarweise verschieden sind. Anderer-
g 1 m p ) :

seits liefert

p(t) = TT (1 --E-j)

das Gewiinschte, somit folgt m=m.

zu f) Wegen (1.6) gilt ade 6[}1,...,zm] fiir j=0,1,..., also
Um = [ZT’Z2""’Z@]’

Da beide Unterrdume die Dimension m besitzen, folgt Gleichheit. [j
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2. Definition des Algorithmus. Eigenschaften

In folgenden sei stets A=AF eine symmetrische, nichtsingulire

nxn-Matrix, beR" und x die Losung des linearen Gleichungssystems
(2.1) v : Ax = Db .

Wir formulieren zunachst den OD-Algorithmus zur Lésung von (2.1),

dabei sei der triviale Fall xo=§ ausgeschlossen, es gelte also
stets

e, 1T X - X £ 0, r, i= b - Axo = A(x - xo) = Aeo £ 0.

(2.2) OD-Algorithmus (Fridman [14], Fletcher [13]):

Start: Wahle xoe]Rn und setze

P4 =T, = b - Axo, P, = Aro,

Fir k=0,1,2,...

1) Falls p=0: stop, x, = X ist Losung von Ax = b,

Sonst setze
T T
2) oy = Typ /PPy

+ o

X4 T Xk kP Ty
3) ; ; : 0 - fiir k=0
Y = PeAP/Pyppy 5 8y = . ’
! / T fiir k>0
Pkpk‘pk-1pk-1

Prtq = APp = YyPyp - SyPy_q -

In 3) erkennt man den typischen Lanczos-Schritt aus (1.4) wieder,

nach Satz(1.5)a)b) gibt es also einen Index m, 1<m<n, mit:
(2.3) a) p, # 0 fiir k=0,1,...,m-1, p = 0
b) P

§pk =0 fir O0<j<kgm.



Die GrdBen des OD-Algorithmus besitzen weiter folgende Eigen-

schaften:
(2.4) Satz: Fiir 0 ¢ k < m gilt:

a) Ap, e [po,p1, ...,pk+1] ;

2 k
b) [pgrpyreevpd = [pgsAp s A%D s enoshtp ]

2 : k+1 2 3 k+2
= [ArO,A ro,...,A ro] = [A eO,A eo,...,A eé] .

Fir O € k € m gilt:
c) r, = b - Ax

k H

d) I‘ké [p_‘_‘1,po_rp1v'~~’pk] ’

: T s .
e) TPy 1 fiir j=k
rlp! =
k' Py o
0 riir  0<j<k
T,-1 T,-1 - .
f) rjA Py = rOA Py fur O<j<k
g) r =0: x =x 16st Ax = b .

Beweis: a) folgt sofort aus Apy =Py 4 4 Y PRt Py 1o b) ist lediglich

eine Umschreibung von Satz{(1.5)c) unter Verwendung von f=pO=ArO=A2

" ¢)-e) werden durch Induktion nach k gezeigt. Dabei ist jeweils die

Induktionsannahme, dafB die Behauptung fiir alle Indizes <k bereits
bewiesen sei, und es sei ktlgm,

Zu c) ro=b—AxO nach Definition.

T4 1T APy =b-Axy tay p ) =b-Axy o

zu d) r.FP_q € [p_1,pé].

rk+1:rk"akApk€ [p_1,po,,..,pk*1]‘nach Induktionsannahme und a).

T, -1

0. - D pe =
zu e) k=0: r A p,=r_p_4 wegen p_=Ar =Ap_,.

Fiir O¢j<k folgt aus der Induktionsannahme und der Orthogonalitat

der Suchrichtungen

e
0
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TS T,-1 _ T,-1 T
rpgqh pj—(rk—akApk) A pj—rkA pj-akpkpj—o

und fir j=k

T A_1 =1‘TA—1 -0 T r=rT -0 T =()
Tre1® Pl POy PyPr™TyPr_q %Py Py

nach Definition von o Mit dem eben Gezeigten ergibt sich weiter

T -1 T -1 ' v_.T
Tt Prat A e yyp -8y )=y

au £) Aus pyp, =0 fiir O<igj-1<k folgt

-1
T,-1_ _¢ §::‘ T,-1_ _ T,-1 . o
rjA pk—(ro— - aiApi) A" p=r A" 'p,  fiir 0¢j<kem,

zu g) Wegen a)d) und pm=0 gilt

T = Tpot = %pogBPp_q € [p”1,po,.--,pm_1];
sowie

Ar e[}§_1,ApO,...,Apm_1] c [po,p1,}..,pm_{];
mit e) érgibf sich dahef

T T, o _
ror. =71 A (Arm) =0, alsor = 0. ]

Wie gerade gesehen, liegt bei Abbruch des OD-Algorithmus xmzi
vor; es 1ist jedoch nicht moglich, daB man bereits wesentlich
frither auf die Losung von (2.1) stoBt:

(2.5) Satz: a) Sei fiir ein k mit 1 < k < m T 1#0, r, =0.
‘Dann folgt k = m - 1.
b) Es gilt: i) a_ > 0.

ii) Falls ak:O fir ein k mit 1 < k < m - 2,

so folgt ak+1%0.

Beweis: zu a) Aus O=ry=ry 4o 4Ap 4, rk_1%0 folgt mit Satz(2.4)d)

Apiq = riy/oy € Doqepgeeoipy g o



Es ergibt sich weiter

Py = APp 1 7 Yk 1Pkt - S Py p € [PyrPgrer Py 4]
und
Prit = AP = VP - Sp g € [pgopyreapyd

‘Aus (2.3) und wegen k<m folgt Pry1=0s pk%O; also k=m-1,

zu b)i) ao=r£p_1/p§po=rgro/pzpo>0 wegen unserer Forderung rO%O.
ii) Annahme: @, =0, 4=0 fir ein k mit 1<k<m-2. 0.B.d.A. sei ak_1¥0.

Es folgt ry ,4=ry - o Ap,=r, und mit Satz(2.4)d)a)

revq € [p_qopgreeip ] s

Ary4q € [Ap_1,Apo,...,Apk] < [bo’pT"f”Pk+1] ,

Satz{(2.4)e) liefert
k+1

T T -1 } T B T _
O R L ?;; ijj)”Ok+1rk+1pk“0k+1“k+19k+1pk+1"O'

Das ergibt O=r,,=ry=r,  -o, 4Ap 4, rk_1#0 (wegen uk_1Apk_1#O),

und aus Teil a) dieses Satzes folgt k=m-1 im Widerspruch zu ksm—Z.[:]

: m-1
Wegen x=x_ =x + § a.p. erhdlt man
m o j:O J J
k-1 k- m-1
i-(xo+ E : E.p.)= E :ﬂ(ﬂ.—il)p,+ }LJ a.p.
j:o 'J J j:O t] J J j:k J q}

fir 1<ksm, £O,£1,,..,€k_1e:m; aufgrund der Orthogonalitat der F

fuhrt dies zu

k-1 - m-1
%-(x + £.p.)IR= 5 , (0.~ )%pip.+ 2pTp.
. 0 2;6 3Py (g =830 pyp; 2 YiPiP;

i= =0 ek

und
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m-1 Co . k-1

- 2 y L - ,

| %-x, II°= apip, = min I%-(x _+ 2 ep ) IR,
: j:k \] J !] E’O""’gk__“em j::O J t}

wobei dieses Minimum genau fiir £j=a O<jgk-1 , angenommen wird.

j’
Damit ist bereits der erste Teil des folgenden Satzes gezeigt,

zu dessen Formulierung wir noch einige Abkiirzungen einfiihren:

Gk P X - Xk P
S 2= [ogepgreeeomyq]
P, := R" > S, sei die orthogonale Projektion auf §

(2.6) Satz: Fiir den OD-Algorithmus gilt:

a) X, = arg min Hx - %Il ,
xexO+Sk
”ek” = min ”X - )—{” ’ k=1,2,...,m;
xexo+§k

b) e, = (1 - P

el

c)||ekH > |le k=0,1,...,m-2

gl s
Bewsis: zu b) Aus a) folgt mittels der Transformation x=x tw

oyl = min lle, - wll |

' weSk
also wk:ero und ek:eo'wk:(l—ﬁk)eo' Hiefmit und nach (1.,2) erhﬁit
man weiberllekHAIeOH =sin<(eo,Sk).
¢) resultiert aus
2
f

2. T 2 T

kPxPy ¥

to Tk 1P 1 Pr

e, IF = 1ley,,
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und Satz(2.5)b). ]

Die Minimierungseigenschaft (2.6)a) gestattet die Herleitung von
Fehlerschranken, mit denen wir uns im ndchsten Abschnitt befassen
werden.
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|
{ _ 3. Fehlerschranken
l
i

folgt
3 e, Il = min % - %l
i ' e +EA2 Ak+1 ]
? X€x e ey eo
|
? = min 1 (1+0
1 _ 2 3
; 02,03,...,0k+16]R
! also
?
. (3.1 eyl = min lpCa)e |l ,
'\ pelly 4y
!
| wobei

M, := {pemn, | p'(0) =0}=(p(t) 5 3
| :

| gesetzlt wurde.

% | Nach Satz(1.5)e) ist m gerade die Anzahl der
;; ~denen f:po von Null verschiedene Komponenten
‘ singuldr ist erhd&lt man analog zu (1.6) auch

Darstellung der Form
1 : m

B (3.2) e = jg: ijj y | p1,"0,om

| 0.
mit orthonormalen Eigenvektoren Gyrecn B

schiedenen Eigenwerten A1,...,A

T =0 auftritt:
m-1 _

(3.3) Satz: Es gilt:

genau dann, wenn §g~
=T

'1.1

-1 X

m
a) X g

A
J

A 4o A3+--°+o

= 140 t2+o,t3+--~+o tkl .
‘ k J

Nach (2.4)b) gilt §y=[A2eO,A390,...,Ak+166], und mit (2.6)a)

K+1
etk eIl

k:0,1,'eo’m’

Eigenraume von A, in
besitzt. Da A nicht-

fiir e =A—2p eine
o o

£ 0,

, die zu paarweise ver-
o von A gehoren,

Damit kdnnen wir nun eine Bedingung angeben, wann (vgl. Satz(2.5)a))

0 ;
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eyl | |
k_ £ min max [p(A.)|, %k=0,1,...,m.
lle |l = 1<j<m J

0 p€ﬂk+1

Beweis: zu a) Nach Wahl der zj'als orthonormale Eigenvektoren

ergibt sich fiir Polynome p

m

(e = » | CWEN
p (?O ;pp Z

m
2 2 2
lp(a)e I = ;;: pPip(Xs)

und wegen (3.1)

.4 el = min %;; 021 )7 .

Daher gilt:

-

xk=i genau dann, wenn es in Hk+1»ein Polynom p mit p(x.)=0, i=1,eee,m,

gibt. Gesucht ist daher ein Polynom kleinsten Grades mit p(0)=1
p'(0)=0, p(A;)=0, j=1,...,m,

~Offensichtllch ist

p(t)

i
—~
——
-+
C*
Codo
i
>~] -
p g
:13
—
——
i
>at ISa
S

ein -solches, und man erhalt:

- "
Xo_q X & grad p = m <= A el 0.
J= J
zu b) Aus (3.4) folgt
“ek” S min ( 2:3 p%) max p(>\.)2
pell =1 9 1gignm J

k+1
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m
. 2 2 .. '
~und mlt]leO” = §~4 p5 die Behauptung.[ ]

=1

(3.5) Korollar: Hat A genau 1 verschiedene Eigenwerte, dann liefert
der OD-Algorithmus nach spdtestens 1 Iterationen

die exakte L&sung x von Ax = b.

Um weitere Abschéatzungen zu erhalten, bendtigen wir zunichst einen
Hilfssatz.

(3.6) Lemma: Sei 0 < @ < B8, kel und

A

My = {;)eﬂk !p gerade} .

Es gilt:
min M(p) = min M(p) = min M(p) = ! 5 -
— “A B"_*,a——;
p € Hk p € Hk pEﬂk T[k/.?] (w«-——Bz_ag)
Dabei ist M(p) := max Ip(t) ],

teR:ag]t]|<B

sowie Tj das j-te Tschebyscheffpolynom,

[y

Beweis: Sei pé’ﬂk. Fiir p(t) = (p(t)+p(-t))/2 € ﬁk gilt

D) [<(Ip(e) I+lp(-t)1)/2 < M(p) fiir teM:ag|t]|<B, also M(H)<M(p).

Damit ist gezeigt: Zu jedem pell, gibt es ein p eﬁk mit M(p)<M(p).

min M(p) < min M(p)
pe Hk })eﬂk

A —

und wegen Hks:. Hkg ﬂk

min M(p) < min M(p) < min M(p) ,
P e My p el peﬁk

es gilt somit Gleichheit.



Jedes ;>€ﬁk hat die Form

| k/2]

= 2 * 00 2 E
p(t) = Tto,t to, (2 ) + +°2[k/2] <) ;

die Substitution x=t° fiibrt deshalb zu

min M(p) = min max lp(x)| ! 5

A 2 .2 87 +a
peﬂk pGHEk/z:] o £x<B T[:k/zj (WBZ__ 5)

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Lemma(1.3) resultiert.[]

Seien nun die Eigenwerte A1,...,An von A so numeriert, dab

0 < Dyl < Il <= <Dyl woe=w(h) = fa /]y

gilt. Setzen wir a: mlx1| B: ~IA | (der triviale Fall a=8 sei aus-
geschlossen), so ergibt Satz(3. 3)b) in Verbindung mit Lemma(3.6)

eyl
eI

< min max Jp(x.)| € min maT ', fp(t)]
o 1<j<n = teR:ag|t|<B
pPE€ Hk+1 J _ pe Hk+1

1

(3/+1
Th(x+1)/3] (B /az )

Verwenden wir noch

2 J
x+1 x+1 x+1
(3.7) T 5 G &R - 1)
1.
= % (/E+1) y x > 1
“ Vx-1

so ist gezeight:
(3.8) Satz: Fir 0 < k < m gilt:

ey ll T g [ke1)/2)

£ <2 (F“¢”T)
“eO” T (K +1) )
[(k+1)/2] iy
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(3.9) Korollar: Sei O < € < 1. Dann gilt:

ey |
. fir k > k 1n
el
Beweis: Aus
k+1 k .« 2 K+1,7
5 2323 1n T > (n xo7)  In
folgt
e _ 1. x+1)/3]
2 G571 <€

und mit dem letzten Satz die Behauptung.[]

Im letzten Abschnitt wurde bereitsllek+2H<HekH gezeiglt. Nun kdnnen

wir ein schidrferes Resultat beweisen:

(3.10)>Korollar: )||e1H ) W2

Sl

leiall 2

b) <
llek” K<+

zu 'b) Wir fassen szﬁo als neuen Startwert fiir den OD-Algorithmus

auf. Dann gilt fiir den nachsten Naherungswert %

2, - %= min [lx - %
xek +[b,]

mit ﬁo=Aro=Ark. Satz(2.4)d)a) liefert

A

und mit xozxk:xo+aopo+--'+0Lk_1pk_1 folgt

ﬁo + [ﬁo] & x, 1 [—porp1v""pk+1] .

Beweis: a) folgt sofort aus Satz(3.8) wegen T,(t)=t.

P, = Arke B%ﬂApOAp1,...,Apk]EE[bo,p1,...,pk+£],
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(3.12)

Man erhalt daher

%, - %l > min ik = Rl = Hxgy, - 7
xexo+[po,...,pkH

und mit Teil a) dieses Korollars

ey, - %l 115, - I

A
>
/A
=
1
—

x, - &Il N3y - &) 7+

Zur Herleitung unserer bisherigen Schranken wurde als einzige In-
formation iiber das Spektrum von A die Kenntnis der Konditionszahl
ausgenutzt; es ist daher nicht verwunderlich, daB diese Abschatzun-
gen in den meisten Fdllen viel zu pessimistisch sind. Wesentlich
bessere Resultate lassen sich erzielen, wenn spezielle Eigenwert-
verteilungen vorliegen, so zum Beispiel wenn A einige wenige, be-
tragsmiBig groBe, negative Figenwerte besitzt, und die restlichen
Eigenwerte in einem kleinem Intervall der positiven reellen Achse

liegen.

(3.11) Satz: Sei 0 < a < B. A habe Bigenwerle A, mit

¥

Xqoeesrhy € 05 A qreeesd € La,B]

Dann gilt fiir k=0,1,2,...

Meg el : B = B \E“ e
LTS NIRESITINS n s v |
el j=1 j =17 \E,L 1

Beweis: Nach Satz(3.3)b) liefert jedes Polynom p€5ﬁ1+k+1 eine Ab-
schatzung folgender Art:

lleq 4l
1tk ™ < max lp(ki)l, k=0,1,...

lfle Il 1<i<n

Wir betrachten speziell p(t)zr(t)g(t) mit

1 (22t 4 B 4 ay
(1+ut) [| (-3, ab) = k. B-a
=1 ] | T, () '

r(t)

RN
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Bta

wobei z:= BTa gesetzt wurde.

Es ist grad pgltk+t, p(0)=1 und

] '

. T (Z)
' _ 1 2 k
p (o) =w - ;éT'ig " F-a T,z

. also F?€H1+k+1’ wenn wir

wihlen. Nach Konstruktion von p gilt p(Aj)=O fiir j=1,...,1, und

mit (3.12) ergibt sich

ey gl
LAY o max Ip(r.)] € max |p(t)]
el 1#1<j<n . agt<B

(3.13)

< max |r(t)]

agt<p
Nach Wahl von q und wegen (3.7) gilt
: B k
1 a "
(3.14) max 'q“)':'—“m@*S of e
agtgB Tk(—B“:_ci) V—E—'Jf 1
" Unter Verwendung von
T, (z)
kK'\? x ] R
T (z) B ?;ﬁ?";;§ S e
k 22.’1 k7 72" -1
erhalten wir
1
(3.15) max Jr(t)] < (1 + |unlR) ]. (1 - %_)
QStQB 3;1 ’j
1 1
<)l By ]
i=1 Jj =1

(3.13),(3.14),(3.15) ergeben nun die Behauptung. L]
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Der Spezialfall 1=0 liefert das folgénde
(3.16) Korollar: Sei A positiv definit. Dann gilt:

Hepll
lte i

¢

Lk
< 2(14~K°k)(/? 1_1) s k=0,1,... .
;)

t

Axelsson [1] zeigte eine Abschitzung fiir das CG-Verfahren unter

der Annahme, dafl die Eigenwerte von A in zwei disjunkten, gleich-
langen Intervallen der positiven reellen Achse liegen. Ein &hnliches
Resultat erhilt man fiir den OD-Algorithmus:

(3.17) Satz: Sei 0 < € < 1. Sei 0 < a < B <y < & und B2-a%=6%v7,
Fiir die Eigenwerte von A gelte:

Aje M := [}6,~Y]u[}6,—@]ufﬁ.ﬁjufy,§] , j=1, vy,

Dann gilt:

' 8 L(x+1) /4]
eyl 1 BY _
lleOH : By 2 E% + 1
(Gg) +1
Tt /3 e T
() -1
ad
He, |l _
11) —X- < ofir k22822,
e
Beweis: Wie im Beweis von Lemma(3.6) zeigt man
min max |p(t)] = min max |p(t)]= min max lp(x)]
- M ~ e M 2 .2 -2 2
I)eﬂk te . ;)eﬂk € » pGTw}/QJ erx,B_]U[y?,éj
Mit Fi=[} [%]]z[%] gilt 2f<[5], und es folgt
(3.18) : min max | [p(x)|
£ min max Ip(x)].

pel,p xe[ﬁ%ﬁ%ﬁﬂ}aéﬁ
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Die rechte Seite von (3.18) ist aber nach einem Resultat von.
Lebedev [19] gleich

N ey
()
(2Ly -1

Zusammen mit Satz(3.3)b) und der Abschitzung(3.7) ergibt sich

nun Behauptung i) und daraus ii).[ ]

In den nichsten Abschnitten werden Zusammenhénge zwischen dem
OD-Algorithmus und dem SYMMLQ- bzw. MCR-Algorithmus betrachtet.,
Dabei werden weitgehendst die Bezeichnungen von Paige und
Saunders [26] bzw. Chandra [6] verwendet. Um die GréBen des OD-
und MCR-Algorithmus unterscheiden zu kdnnen, werden diese,
falis notig, mit oben stehendem OD bzw. MCR gekennzeichnet. AuBer-
dem sei stets vorausgesetzt, daB alle drei Verfshren mit demselben

Anfangswert xo#i gestartet werden, also fiir das Startresiduum

MCR _
r

_ 0D
o & Ty Yo d

0

gilt.
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4. Zusammenhang mit dem SYMMLQ-Algorithmus

- Wir stellen zundchst die Uberlegungen, die Paige und Saunders [26]
zu SYMMLQ fiihrten, kurz dar.

Man versucht fiir x Naherungen X, zu berechnen, die der Galerkin-
Bedingung
’ 1
. = - ! Q
(4.1) . b Axk € S » X, € x  F Sk

geniigen. Dabei liegen die Krylovunterraume
‘ k-1
Sk :? D—ﬂoyArog-".,A I‘O] R k::1’2,'..’m,

(m wie in (2.3)a); vgl. auch Satz(1.5)) zugrunde, Ffiir welche
Orthonormalbasen mittels folgender Implementierung des Lanczos-

Algorithmus berechnet werden:

61 :l’rO“ ’ V1 = TO/B1 ’ VO = 0 3

' _ _.T T - .
Ve TAV = By g oty Avy s By Fllvi g b k=2, g
Ve 45V 4 /B Tk=1,2 m-1
k+t1 "1/ Pyt SRR .
Mit Vk:=(v1,...,vk) gilt:

(4.2) a) B,,1 = 0
b) AV. = V. T ;
m m m
und fir k=1,2,...,m:

c) LV1,v2,..,,vk] = 8, ;

T an .
d) VkV = I,

k- Tk
e) | oy an s -
By oy
VAV, = T, = . R :
0\ - %i
- B
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Uber die Transformation X =XtV Yy ist damit (4.1) squivalent zu

wobei e,=(1,0,0,...,0) e mK,

Ist A positiv definit, so auch Tk’ k=1,...,m, und es existiert

jeweils die Cholesky~Zerlegung'Tk=xkli. Die zu den Y gehorigen

X

c _ B ] -T -1
kT Xk T X PV Ly Byey

sind ‘gerade die Néherungen, welche das CG-Verfahren fiir X liefert,
und die Spalten von V, baw. diejenigen von VkliT stellen, bis auf

Skalaré Faktoren, die Residuen bzw. die Suchrichtungen des CG-Ver-
fahrens dar. ,

Ist A indefinit, so kdnnen eingelne Tk singular werden; man kann
nicht mehr garantieren, dafi die Cholesky-Zerlegung existiert, und
numerisch kénnen Instabilitdten auftreten. |

In ihrem SYMMLQ-Algorithmus umgehen Paige und Saunders diese

Schwierigkeiten, indem sie anstelle von (4.3) ein Gleichungssystem

mit einer modifizierten, aber stets nichtsingularen Koeffizienten-

L

matrix 1osen, und so Naherungswerte Xy erhalten, aus denen sich

(falls Tk nichtsingulér) x§ berechnen 1aBt%t. Dabei wird ausgenutzt,

dafB sich Tk mittels Givensreflexionen Qj i 41 {(mit den wesentlichen

Elementen qjj:-qj+1,j+1:cj’qj,j+1:qj+1,jzsj) auf stabile Weise

faktorisieren lafit:

(4.4) Y ]
1 o
6, Y,
€3 °3 Y3

- T = _
R T T T S
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Mit

1/2

SR )T e o3 ]
(4.5) L D I I L T

ergibt sich dann im ndchsten Schritt aus (4.4) leicht die Zer-

legung von Tk+1’ und die Matrix Lk,.die man erhalt, wenn in fk

?k durch Yi ersetzt wird, tritt gerade als Hauptuntermatrix von

_ j - ‘
Lk+1 auf. Setzen wir

1

—— - _ T B
wk (W19--~ywk_1vwk) = Vka ' wk = (w1’.'.’wk-1’wk) '

)T

N
1

~ _ ) T
k - (€1r--'ygk_1’gk - Qkyk ’ Zk - (£1’-0-rgk_1y€k) y

so ist (4.3) dquivalent zu

(4.6) fkik = Bqey

Statt dieses wird jedoch stets das Gleichungssystem

Lyzy = Byeyg

gelost (wegen Yi>O, i=1,...,m, ist jedes Ly nichtsingular), und
es-ergibt sich

L ‘
k X, + szk .

X

Falls T, nichtsinguldr ( ¢:«Ek nichtsingulidr <= 7k¢o), so liefert

(4.6) Ek und damit

c —
S A

Im letzten Schritt folgt wegen B.p1=0

W =W , L =T1_ .,
m m m m

und man iiberzeugt sich leicht, daB x;ixari gilt.

Fletcher_[13] Zeigté nun, daB SYMMLQ- und OD-Algorithmus in engem
Zusammenhang stehen, denn es gilt ’ ‘

(4.7) : xi = XED , k=0,1,2,...,m .
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Wir werden dieses Resultat hier auf etwas andere Weise als
Fletcher gewinnen:
(4.8) Satz: Fiir k=0,1,...,m-1 gilt:

0

D 0D 0D/ 1120
N 1§ | PRI 1 v 7 | B o | I S

(wobei s, = 1 gesetzt wurde).

. = o T | o
Beweis: Wegen mewm~VQO, Q. orthogonal, folgt aus (4.2)d)

WTW =¥ , d.h, w ,;..,w sind orthonormal,
mm m 1 m
und aus (4.2)b)
(4.9) AW_=VvTQl =W T mit T :-=gTqfl
e m momtm mom - m - momm

Mit Lmzim und (4.4) ergibt sich weiter

und man erkennt, daB Tm eine untere Hessenbergmatrix mit den Ele-
menten

Y. + JTR,ee.,m,

iiberhalb der Diagonale ist. Nun ist aber Tm symmetrisch und daher

tridiagonal, (4.9) liefert somit die Rekursionsformel

(4.10) Aw, -

Tkt 1Vier T MV T PV T O q o KR T,

wobei wo::O, Oq8=Yqe AuBerdem gilt pk=wEAwk,'wie aus (4.10) und Qer

Orthonormalitat der w,_ folgt.,

k
Nun konnen wir die Aussage des Satzes durch Induktion nach k be-
weisen,

Fiir k=0 erhalten wir mit ?1:a1 und (4.5)

Wy = cyvy tosyv, = (a1v1 + 82v2)/y1 = Av1/yi e :I‘AV1” ,
und mit B":”roll, v":ro/81) p"»l:roy 8031

po = Arg =llpJlwy o e MlIp_ oIl = v, = sy -
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 Sei die Behauptung bereits gezeigt fiir alle Indizes <k-1 und sei

1<k<m. Dann folgt

_ T, _ T T _ 0D
Py = Wihwy = Py AP 4 P qPrg T Vi
und
i T 2\ 0D , .
Okwkf1 = (”pk—1 I‘/"pk~2'| )pk~2 = 6k-1pk-—2/“pk-1“ falls kz2,
g, w = 0 = 6OD D /M Ll falls k=1
k"k-1 k-1Pr-2/ " Pg_1 e R

Damit erhdlt man aus (4.10)

~ 0D 0D B
Opa1¥iks1 T (APiq = YieqProq - 5k-1pk~2)/"Pk-1]'“ P/ ey q |l

und unter Beachtung von]lwk+1H=1, 0k+1:SkYk+1>O

o = oy Nl /o gl = sy - O

Aqu X = Xm = X, +'£1w1 + + gmwm
0D :
= Xp=ox ot 0lgngD boees ag?1pg?1 folgt mit diesem Satz
0D 0D '
ak = gk"”]/”pk ” » k:0,1,..-,m—1

und (4.7) ist gezeigt.

SchlieBlich notieren wir noch folgende Charakterisierung der
0D '

Xy bzw. xi, die sich aus Satz(2.6)a) bzw. mit

_T . 2., ko
AS, = 8, := [ArO,A ryenerh 15]
aus (4.1) ergibt:

(4.11) Fiir k =>1,2,...,m gilt:

a) ng ist eindeutig bestimmt durch die Forderungen

oD .= - oD | = .
Xk € X, + Sk yOX - Xy J_vuk ;

-

b) falls Tk nichtsingular, ist Xy eindeutig bestimmt durch

die Forderungen

xC ‘ 3 [¢] a3 .
K € X, + Sk , X L Sy
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5. Verbindungen zum MCR-Algorithmus

Einen weiteren dem CG-Verfahren verwandten Algorithmus zur
Losung von Ax=b erhadalt man dadurch, daB in jedem Schritt Ndaherun-

gen x berechnet werden, die das Residuum in folgendem Sinne

minimieren:

(5.1) b - Aka = min Ho - axll .

- k-1
x6x0+[ro,ArO,...,A ]

Fiir positiv definite Matrizen A fiihrt dies auf den "Conjugate

Residual”-Algorithmus. Die Residuen rk=b—Axk sind namlich pa-

rallel zu den CG-Suchrichtungen, wie Hestenes und Stiefel [16]
zeigten, und somit A-konjugiert. Auf einfache Weise erhalt man
den CR-Algorithmus als Spezialfall nu=1 der von Rutishauser [11]

betrachteten Verallgemeinerung des CG-Verfahrens, die darin be-

steht, daB die Skalarprodukte uTv durch uTA”v ersetzt werden. Die

CRfSuchrichtungen,dk ergeben sich daher, startend mit d0=ro, aus

der Rekursion

(5~2) dk+1 = rk+1,+ Bkdk ’

wobei fiir Bk die Wahl zwischen

_ T T
- (5.3) . oder
' R T 2 T,2.
b) Bk = - rk+1A dk/dkA dk

_besteht, wihrend die Schrittweiten mittels

berechnet werden (siehe etwa Reid [28]).
Fiir indefinite Matrizen ist der CR-Algorithmus jedoch ungeeignet,

denn es kann ak=0, rk#O'auftreten, was bei Verwendung von (5.3)a)

sofort zum Abbruch, bei (5.3)b) zu dk+1:0 (siehe Chandra [6]) und

damit zum Abbruch im ndchsten Iterationsschritt fiihrt. Fletcher [13]

umging diese Schwierigkeit, indem er ausnutzte, daB sich die (ge-
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eignet umnormierten) Suchrichtungen auch durch eine Lanczos-Rekur-

sion ergzeugen lassen, und erhielt so ein fiir indefinite Matrizen

~stabiles Verfahren, welches wir in An3ehnung an die Bezeichnungen

Chandras MCR-Algorithmus nennen wollen:

(5.4) MCR-Algorithmus:

Start: Wahle xoean und setze
Py = ro = bh - Axo S 0

Fir k=0,1,2,...

it
>
je
jos}

1) Falls Ap, = 0: stop, x; t Losung von Ax = b.

Sonst setze

. T T,2
2) a = i Ap, /p APy

Xppq = X b 0Pp 0 Ty T Ty - Ay

3) 0 fiir k=0
k- PehTPy pk pk r %k 7.2 . T .o ’
P A P/ Py APy g FUir k>0
Pyat = APy = VP = SyProq v

Apiyq = AlAp ) - vy Apy - S Apy 4 -

In der angegebenen Form bencotigt der MCR-Algorithmus proilteration
eine Matrixmultiplikation A(Apk) und zirka 9n Multiplikationen.

Nun zeigt sich, daf dhnlich wie (5.2)

T 2

= OPraq T Traq FOByPr o B T A pk/pkA Py

gilt. Chandra [6] schlug eine Version vor, bei der falls Iaklge

Py+1 und Apk+1 wie angegeben gebildet werden, andernfalls wird

mit der umnormierten Suchrichtung

Prsq = Tatr T BxPrr APyyq = Arpyq * Byhpy

weitergerechnet, wodurch sich der Aufwand auf eine Matrixmultiplika-

tion AI‘M1 und ungefdahr 7n Multiplikationen reduziert. Diese ver-
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kiirzte Rekursijon ist jedoch im‘allgemeinen nicht in jedem Schritt
méglich, denn wie beim OD-Algorithmus (vgl. Satz(2.5)b)) kann man
lediglich garantieren, daB auf'akzo ak+1%0 folgt, und im nachsten

Abschnitt werden wir Beispiele angeben, bei denen stets a k*O gilt.

AuBerdem steht man vor dem Problem, £ geeignet zu wahlen.

In [6] finden sich auch Abschidtzungen, die aus der Minimierungseigen-
schaft (5.1) resultieren, und es zeigt sich, daB man vergleichbare

Fehlerschranken wie beim OD-Algorithmus erbdlt, z.B.(vgl. Satz(3.8))

Hb - AXk” 1 K - 1 [k/2:]

<

~ : $2 o
b - Ax | < 4 <

K 1
T [:k/2] (_K?——_——j]—)

Man sieht ferner, daB der MCR-Algorithmus nach genau m Iterationen
(mit der beim OD-Algorithmus definierten Zahl m) mit der exaktben
Losung abbricht..

Der fiir uns wesentliche Zusammenhang zwischen OD- und MCR-Algorith-
mus, namlich daB die Suchrichtungen der beiden Verfahren durch

pgD—ApECR gekoppelt sind, wurde von Fletcher [13] gezeigt und wird

“uns zur STOD-Version des OD-Algorithmus fiihren. Diese und einige

weitere Relationen stellen wir zusammen in folgendem

(5.5) Satz: Fiir k = 0,1,...,m=1 gilt:

. 0D MCR
a) P - Apk 3

MCR _MCR MCR
b) [po 7p1 ? r ey j [:T'O',AI‘O,...,A I‘O] H

._MCR MCR MCR
¢) T Ty Efp ERRE YN ]

L4

d) (rMCR)TApECR = rzAngR fFiir 0 < j < k

G
e) 0LMCR N T M R/( MGR)T 2 MCR

ko TolP P
£) (00T, MCR

§ =0 fir 0< <k .
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Beweis: zu a) Induktion nach k:

Fir k=0 gilt pgD=Aro=AngR wegen unserer Generalvoraussetzung
o 2D=rZCR. Sei sie Behauptung bereits fiir alle Indizes

<k be-

. . ~ . : . 0D L
wiesen, und sei k+1<m; aus den Rekursionsformeln Ffiir P+ und

pgg? folgt dann unmittelbar ng1:ApZS?.

b) ergibt sich nun aus a) und Satz(2.4)b).

zu c)d)e) Aus
MCR _ MCR, MCR MCR, MCR
r r - a Ap

k T 7o el o R Qk~1Apk—1

erhdlt man zum einen c) wegen pMCR =r  und Ap"\;CR p?S?
zum anderen d) wegen

(5.6) (p?CR)TAZ MCR _ ( ODyT 0D

pk pk =0 » j % k H

e) folgt aus d) und der Definition von QECR .
zu f) Induktion nach k:

Fiir k=0 ist nichts zu zelgen,

Gelte nun bereits (rOD)T MCR.0 fiir 0<j<k, und sei k+l<m,
Wegen

oD T MCR _ OD\T_MCR 0D MCR T 2 MCR
(5.7) (rysq) ry’ = (re )7 = o T (py )T A r5

folgt aus dervInduktionsannahme, aus c¢) und (5.6) sofort

T
(v 0D W p MCR

e =0 fir 0 < j <k .

MCR

i%;

Bleibt also noch der Fall j=k zu behandeln. Wegen c¢) gilt

k .
ri R > 0.p; ", und es ergibt sich mit Sabs(2.4)e)
i=

‘ k
OD\T_ MCR _ K -1 0D _ op\T oD
(ry ) ey " = ;;% oy (1" i = o) ey
bzw.
MCR T 2 MCR - MCR 2 MCR B oD\T 0D
( ) k ( ) A k - Ok(pk ) pk

nach (5.6). Aus (5.7) und der Definition von «

) MC = (( OD)1 oD . D( OD T OD

(ry k+1 Pk-1 = % (pp ) p ) =

.gp folgt jetst

o .[]

+6

MCR
iPi-v
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6. Einiges iiber die Moglichkeit o)”=0 baw. ali0R=g

Wie bereits erwdhnt, kann man fiir den OD- bzw. MCR-Algorithmus
nicht ausschlieBen, daf

op _ e MCR _
a, =0 bzw, oy =0

vorkommt, und lediglich garantieren, daB die Verfahren in jedem-
zweiten Iterationsschritt eine verbeséerte'Néherung liefern, Wir
zeigen jetzt, wie sich dieses "auf der Stelle treten" im SYMMLQ-

Algorithmus von Paige und Saunders duBert. Zundchst schicken wir
die beiden Relationen

OD, OD\T OD _ T.-1 OD T MCR
(6.1) a) oy (pk ) P = rOA P = T Py ,

MCR, MCR\T ,2 MCR _ _T, MCR . .T 0D
b) oy (pk A Py = Apk = T Py

voraus, die aus den Sdtzen(2.4)e)f),(5.5)a)e) folgen.
(6.2) Satz: Sei 0 < k < m.

a) Es kann nicht gleichzeitig

ugD = 0 und QECR = 0 gelten.‘

b) Es sind dquivalent:

MCR _
(1) uk - 0
T OD
(2) r Py 0

(3) Ty 41 1ist singulér.

c) Es sind dquivalent:

(1) agD = 0

T _MCR _
(2) r.p =0

c _ .0b
X

(3) Typq 1ist nichtsinguldr und Xy o1 = %y
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0D_ MCR

Beweis: zu a) Annahme: oy =0 =0 fiir ein k mit O<k<m. Falls k22,

so folgt mit Satz(5.5)b)

2 2 k 2 MCR 2 MCR 2 MCR
[A rvo,...,A Lo] = [A Py , A P s eeash Py ,;,

und wegen der A2—Konjugiertheit der pMOR

(6.3) (Ajro)TpﬁLR =0 Fiir §=2, ... k.

Aus unserer Annahme ergibt sich mit (6.1)

T MCR

r ')T MCR
opk

= (Ar P = 0,

d.h. (6.3) gilt sogar fiir j=0,1,...,k; man erhdlt also

MCR - MCR _MCR MCR+-L
Py € [r yAr ,...,A T ] = [po sPq reeesD ]
MCR OD_, MCR

Es folgt Py =0 und Py ~Apk =0 im Widerspruch zu k<m.

zu b) Wegen (6.1)b) bleibt nur die Aquivalenz von (2) wvnd (2) =u
zeigen. Nach (4.2)c) und Satz(2.4)b) gilt:

D OD OD
[V1,V2,...,Vk+1j = [I'O,AI‘O,, A I'—J [T y‘ 1 ’.."pk—1j 9’

0D 0D 30)]
[Av1,Av2,...,Avk+i] = [b sPq s e Py 1.

Beachtet man die Definition von Tk+|’ namlich
T = VT AvY v = (vv V. v )
“k+1 k+17 k41 k+1 17727 T k4 '

so erkennt man sofort:

k+1 T

T, pq Singuldr < s gibt ein yeR yoy £ 0, mit V

k1 Ve Y
e> Es gibt ein x = iﬁg v, p . x # 0, mit x e[}o,pgn,...,pg?1ji‘
j=0 1 .

Wegen der Orthogonalitat der p?D erhalten wir daraus nun die ge-

wiinschte Aquivalenz.
zu c¢) Die Aquivalenz von (1) und (2) wird durch (6.1)a) geliefert,

bleibt noch die von (1) und (3) zu zeigen.
"(1) = (3)": Aus aiI—O folgt zum einen WMCR#O nach Teil a) und

somit die Nichtsingularitat von Tk,Jr1 nach Teil b) dieses Satzes,
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OD _ 0D
zum anderen x =X

k+17%, und nach (4.11)a)

- 0D =
X - Xk -L l)k‘1

- k ' ' k : ..
Wegen bk:[hro""’A ré]E[fo,ArO,...,Arra]:bk+1 erhalt man

) .o
Xk € XO Ok'+1
c _ 0D 4
und daher Xy 4%, nach (4.11)b).

. L P . . s c _ 0D .
"(3) = (1)": Sei also Tk+1 nichtsinguldr und Xip =%y - (4.11)b) lie-

0D

fertli-ng_L §k+1’ ferner gilt stets x "€ XO+§k

r .
gxo+°k+1’ so daf

OoD__OD __OD, 0D 0D ., oD
(4.11)a) Xy =XpppTXy oy Py und wegen k<m, pk¥0 somit oy 0

impliziert. []

Wir wollen nun zeigen, daB es eine ganze Klasse von Beispielen
gibt, fir die sowohl OD- als auch MCR-Algorithmus in dem Sinne
"entartet" sind, daB in jeder zweiten Iteration Schrittweite Null
auftritt. Es sei zundchst an die Darstellung (3.2) erinnert:

m

~

e, = E;J P25 0 Preeeipy F 0,

j=1

mil orthonormalen Eigenvektoren Byrecer By die zu paarweise ver-

schiedenen FEigenwerten K1,..;,Am von A gehoren. Wir sprechen von

Entartungsfall, wenn A und e, so beschaffen sind, daR

(6.4) a) m/2 € N ;

D I T I FEFRPRN VER

C) lpj’ - Ipm+1;jl ’ j = 1;2,~..,m/2

) Ty
gilt. Einen Vektor der Form x= }L_ g,zj nennen wir
gerade ' Em+1~j . .
, falls gi = fir i = 1,2,...,m/2.

ungerade ‘&m+1—j
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Offensichtlich gilt:

(6.5) a) gerade | gerade ‘
ax + By ist , falls x und y , o, ReR;

ungerade ungerade
b)_xTy = 0, falls x gerade und y ungerade;
und unter Beriicksichtigung von (6.4)b):

c) gerade ungerade
Ax ist , falls x.

ungerade gerade
d) x'Ax = 0 , falls x gerade oder ungerade.,

(6.6) Satz: Im Entartungsfall gilt:

0D _ _MCR _ 0D MCR ;
a) 02k+1 = &2k = 0, a2k % 0, u2k+1 £ 0, 0 < k < m/2;

- 0D OD 0D : MGR MCR _MCR MCR
b) [Po rp2 ,p4 -""ka] r 713 ‘;p‘s e el 2k"1]
[Ar A ro ,Asr ,...,AZk+1 ;], 0 <k < m/2;

c) im SYMMLQ-Algorithmus existieren genau die xi mit

| geradzahligem Index k;

0D CRAIG N
d) Xop = ng = Xy | , giﬁ = ngl , 0 < k < m/2,

CRAIG

dabei bezeichnen Xy CGN

bzw, Xy die Naherungen,

welche Algorithmus (12.6) bzw. (12.2) ausgehend von

CRAIG _ CGN
X = X

= x_ liefert.
0 o) o)

Beweis: Indem man eventuell einige Zj durch -z. ersetzt, darf wegen

(6.4)c) o.B.d.A. angenommen werden, daf e, gerade ist. Wir zeligen
dann durch Induktlon nach k, daf die Suchrlchtungen Py des 0OD- Algo~
rithmus folgendes erfillen:

(6.7) . gerade o gerade

Py ist < : , falls k , 0 <k < m.

ungerade ‘ungerade

k=0: pO=A2e0 ist gerade nach (6.5)c).



S PN e e T S N e o e

>

- 34 -

Sei (6.7) bereits bewiesen fiir alle Indizes<k, und sei k+1<m.

Mit (6.5)d) folgt.yk=p§Apk/p£pk=O und daher

(6.8) Pt = AP = OyPy g

Aus der Induktionsannahme und mit (6.5)a)c) ergibt sich nun, daB

zunachst Apk,pk_1 und deshalb auch Pyt 1 gerade bzw. ungerade sind,

je nachdem ob k+1 gerade bzw. ungerade ist.

zu a) Wegen e, gerade, r_=Ae_  ungerade folgt mit (6.7) und (6.5)b)

T T
eop2k+1—rop2k“0’ nach (6.1) also
oD _ _MCR _
Cokt1 = %k - 0, 0 <k <m/2.

Der MCR—Algorithmus liefert stets nach genau m Schfitten, der
OD-Algorithmus im Entartungsfall wegen (6.4)b) und Satz(3.3)a) nach
genau m-1 Schritten die exakte LOsung; beachtet man noch, daB keine
zwel aufeinanderfolgenden Schrittweiten verschwinden konnen, so
erhalt man

ugg £ 0, ag£+1 £0, 0< k < m/2.

zu b) Durch Induktion nach k zeigen wir, daB fiir Ogk<m/2

oD 0D 0D 5 2k +1
[pg »py 00, s o € [ae i 0r a2 Lo a2 T
(6.9) . '
0D OD 0D ' 2k+2
[-p s+ P )ps )o--yp2k+1] [A ]" A r A I'O,--.,A I’O]
erfiillt ist. Fir k=0 ist dies richtig, denn es gilt pgDﬁArO und

wegen (6.8)($6 *0') pOD—Azr . Der SchluB von k auf ki1 ergibt sich

unmittelbar aus der Induktionsannahme (6.9) und aus (6.8). Da die
0D

p. , 0<j<m, linear unabhingig sind folgt, daB man in (6.9) sogar

J
Gleichheit hat und mit pQDZAp?CR die Behauptung.

«. [}

zu c)d) Mit Teil a) und Satlz(6.2)b)c) erkennt man, daB genaudie XE mit

eradzahligem Index existieren und x =x9D, O<ksm/2, gilt.
& & 2k *2x &

Wegen Teil a) und b) nehmen die Minimierungseigenschaften (2.6)a)

bzw. (5.1) von OD- bzw. MCR-Algorithmus folgende Form an:

X(;E = a.]f'g min ”X - }?H ’ ngﬁ, = a']"g min ”b - AX”, O \( k < m/2’
xex +82 xex +82
o 'k o 'k
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wobei

2, . a3 5 Rk -1
Sk L [AI‘O,A rO'A ]_"O,...,A Foj

- 2ya (22 2 k-1
= [ar_(a JAr, (A )BTy, (A7) Ar ]
gesetzt wurde. Vergleich mit (12.8)d) und (12.4)d) liefert

oD CRAIG MCR CGN )
X5 = Xy R S xkJ , 0 < k g m/2,[:]

Das Verhalten von OD- und MCR-Algorithmus im Entertungsfall konnte
die Vermutung entstehen lassen, daBl das Auftreten von Nullen in
den OD- und MCR-Schrittweitenfolgen stets gekoppelt ist. Dies ist

jedoch nicht so, wie folgendes Beispiel zeigt: Fiir

- - — e — -

1 0 0 0 ) 0 V6
o -1 0 0 1 0 -1
A = , b = , X = ‘ , X =
0 0 3 0 1 © 0 1/3
0 0 0 2 1 0 1/2
L. - L. 3 .. J L. -4

ergibt sich namlich

k 0 1 2 3
0D
o 9/20 -1/3 -7/108 5/36
aﬁCR 1/2 0 - -5/18 1/6
/6 [ 47 v5/ 3] [ 31 /6 ]
0D 9 |1 1 =29 1 -4
k+1 . 20 3 20 7 36 7 } )
V6
2 18 | 38
- - - - -1
- . ["" -
/o V6 1/3
1 -1
LMCR 1 g | 1/2 ]
k+1 ) : 173
1 1 .
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7. Stabile Versionen des 0D-Verfahrens

In der Rechenpraxis zeigt sich, daB der OD-Algorithmus(2.2) nach
einer Reihe von Iterationen instabil wird. Die Schwachstelle des

Algorithmus liegt in der Berechnung der Schrittweite mittels

T T
(7.1) i = TkPr-1/PiPy

wie wir uns nun plausibel machen wollen. Ausgehend von der Mini-

mierungseigenschaft (Satz(2.6)a))

I % - xll = min {lx, + ap, - %I
k+1 L€ TR k k
ergibt sich
- T T:
(7.2) Oy =v(x "‘Xk) pk/pkpk

als "naturliche" Formel fiir . Diese ist freilich nicht auswerthar,

und man weicht auf (7.1) aus, wobei ausgenutzt wird (vgl. Satz(2.4)e)),

daf}

(7.3) P = APyq 7 YeoqProq - SkoqPyoo

- T T - T : T
G-y ey = ey g = Ve - g ey - S G- X)) Ty

£

- - T .
und (x - x ) pp_q = (x - X)) Pp_o = 0 gilt.

Seien nun ak’Yk’ék’xk’rk’pk die in Gleitpunktarithmetik tatsachlich

berechneten GroBen; an die Stelle von (7.3) tritt
(7'4). Pre = APy g = Y qPxoq - Sy P - lpp gl ey

mit einem Fehlervektor €r-1" Schranken fﬁrllak_1H hangen von der
speziellen Implementierung ab, so zeigte Paige [2i], dafB fir eine

von ihm empfohlene Version des Lanczos-Algorithmus

A
Hall

gilt, dabei ist j die maximale Anzahl von Null verschiedener [le-

e o< 7+ g ILLALI Y jajjeps

mente in einer Zeile von A und eps die relative Maschinengenauigkeit,
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Parlett [27] berichtet, daB in der Praxis bislang keine Abweichungen

von

e, Il < Nl eps

beobachtet wurden.
Infolge von Rundungsfehlern ist unvermeidlich, dafl die verwendete

Schrittweite a, von der Schrittweite (7.2), sie sei mit &k bezei-

chnet, die ja notwendig wire, um den euklidischen Fehler lings der

mit (7.4) berechneten Suchrichtung Pl exakt zu minimieren, abweicht,
und wir wollen das Verhalten von Aak:=ak—&k diskutieren. Dazu seien
bereits einige, namlich ko Iterationsschritte ausgefiihrt und fol-

gende vereinfachende Annahmen gemacht s

(7.5) a) Fir k > ko sei (7.1) exakt erfiillt und r, das tatsidchliche

k

Residuum von xk;

b) fir k 2 kO werde X = Xy + @y 1Py 1 rundungsfehlerfrei

berechnet, und es gelte die lokale Orthogonalitét‘

T

PyPy.1 = 0-

Fir k>kO folgt dann

- T - . T o 2
(k- ) e g = =g = (G g +dey ey ) g = -bey lley I,
_ T L N \T . 0
(o= ) oy o = (- x5 - (G o+ 8oy )y o) e, = -bey dlpy 5l

und mit (7.1),(7.4) erhalt man die Rekursion

(7.6) oy I
- ; Py

sl = -efVam flp el o o ol ¢ G ey L
pk .

e, Il . |

1 k-1 2 -2

0 ey MRl o el

oy | TEN

fiir die (auf Suchrichtungen mit der Lidnge 1 bezogenen) Schrittweiten-

fehler AuﬂlpkH. Die Annahmen (7.5) sind insofern berechtigt, als

numerische Beispiele (siehe Abschnitt 18) zeigen, daB schon nach

wenigen Iterationen Aaﬂ]pkﬂ praktisch durch die beiden ersten Sum-

manden der rechten Seite von (7.6) beschrieben werden, Wie diese
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Beispiele ferner belegen, konnen die Faktor@n C( ), ciz) dafiir

-sorgen, daBl die beiden letzten Schrlttweltenfehler sogar verstirkt

zu Aaﬁ]pkﬂ beitragen, somit lAak|||pkH mit wachsendem k ansteigt,
wahrend

1 ”~
12) /2

- 2 -
1 (| R | K - S S

zunichst abnimmt, bis schlieBlich lAakIIkaH in die GroBenordnung
von |uk|!{pkH gerdt, die berechnete Schrittweite a, also fiir die
Suchrichtung Py unsinnig wird und die weiter gelieferten Ndherungs-

werte fiir x unbrauchbar werden.

Die eben skizzierte Schwierigkeit 1aBt sich vermeiden, wenn man
dusnutzt, daB fir die Suchrichtungen des OD- und MCR-Algorithmus
MCR

nach (5.5)a) p ~Apk gilt. Mit (7.2) ergibt sich ndmlich fiir o,

~die Formel

T MCR/( MCR)T 2 MCR

O T TPy Py

die sich auswerten laBt, wenn man die MCR-Suchrichbtung zu Verfii-
‘ &
gung hat. Wir schlagen deshalb eine Variante des OD-Verfahrens vor,

bei der anstelle von pgD qtets p?CR und ApﬁCR upgedated werden,

Gegeniiber dem Algorithmus(2.2) erhoht sich die Zahl der Multiplika-
tionen um 2n, auBerdem missen zwei weitere Vektoren gespeichert
werden. Dieser Mehraufwand wird jedoch durch das stark verbesserte
numerische Verhalten gerechtfertigt, weshalb wir die neue Version

auch als "Stabilen OD-Algorithmus" bezeichnen wollen. Schreibt wman

statt pECR einfach Py» SO erhalten wir den

(7.7) STOD-Algorithmus:

Start: Wihle x €TR" und setze
Py =Ty © b - Axo, p_q = 0.
Fir k=0,1,2,
1) Falls Apk = 0: stop, Xy = x ist Losung von Ax = b,
Sonst setze

T, T2
2) oy = rpp /APy

X1 = X b hpy, Ty = r, - o A(Apk)’
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3) | | 0 fiir k
T,3 T,2
pkAjpk/pkA Py ék = )
] ‘ ' T,2 T 2 ..
py A pk/pk—1A Py_q fir k >

H
=

Yk‘

e

Pyt = APy = VP - by o

Apyyq = A(Apk) = Yy Apy 6, Ap

k-1

Der Aufwand des STOD-Algorithmus mit einer Matrixmultiplikation

A-(Apk), zirka 9n Multiplikationen (die drei Skalarprodukte ripk,

(Apk)T(Apk), (Apk)T(A(Apk)) und sechs Skalar-Vektor-Multiplika-
tionen a; Ap,, akA(Apk), ViPkr OkProqr YiAPyo 6kApk-1) und Speicher-
platz fﬁr die sieben Vektoren x,, ry, py» Py_q+ APy, Apy_4» A(Apk)

ist dquivalent dem des MCR-Algorithmus in der Form (5.4). Wie in
Abschnitt 5 angedeutet, schlug Chandra [6] eine Version des
MGR-Algorithmus vor, bei der falls IamCR]>€ (e>0 geeignet gewdhlt)
von einer verkiirzten Rekursion fiir die neunormierte Suchrichtung

ﬁk+1='aECRpk+1 Gebrauch gemacht'wird.

Fir den STOD-Algorithmus 1laBt sich etwas ahnliches realisieren.

" Falls Iaklsa benutzen wir die Form (7.7), falls lak[>g rechnen

wir mit ﬁk+1:akpk+1' Aﬁk+1: ukApkH weiter. Wegen
Preq = e - (e - (Seopdpy g
ABiyq = Aloghpy) - vy (ogApy) - (80 )Ap,

und unter Beachtung von

Xepq T X boohpgs ry o= vy - Aoy hpy)

erkennt man, daB die Berechnung.von ak(Apk); A(ukApk) geniigt,
wihrend im STOD-Algorithmus o Ap, , A(Apk) und ukA(Apk) bendtigt,

werden. Auf diese Weise- 1daBt sich in den Iterationsschritten mit
lakl>e die Anzahl der Multiplikationen um etwa n senken. Die so er-
haltene Modifikation des STOD-Algorithmus 1aft sich folgender-

maBen formulieren:
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(7.8) MSTOD-Algorithmus:
Start: Wahle xoe]R“ und setze
P, = Ty b - Axo, P_q = 0, o4 = 0.

Fir k=0,1,2,...
1) Falls Ap, = 0: stop, x, = x ist Losung von Ax = b.
Sonst,
2) berechne
- T,2 T
Py = PRATPEy 0 = Typ/Pye
3) Falls lakl < €, setze

Xgp1 = X b AP T = Ty - o AlAp), o =

falls Iakl > ¢, definiere necu
Ap, = a A p= ol

P 27 OglPyr Py P YgPy

und setze

X + Apk, Trpq = Ty -~ A(Apk), Ok

Xypq = = 0 .
4) Setze
0 fir k = 0
Y = DA Ry oy Oy - '

pk/(pk~1ok fiir k > 0

Priq = Apy - (o dpy - (8,0 _1)Pp 1

Apk+1 = A(Apk) - YkApk - 6kApk—1’

Fiir die bislang betrachteten Algorithmen zur Ldsung von Ax=b

" stellen wir die Zahl der Matrix;Vektor-Multiplikationen (A-x) pro

Iteration, die ungefshre Anzahl M der Multiplikationen pro Itera-
tion, sowie die Zahl N der zu speichernden Vektoren des R" in

folgender Tabelle zusammen:
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R

Aex | M N
oD(2.2) 1 n 5
STOD(7.7) 1 9n 7
MSTOD(7.8) 1 8n - 9n 7
MCR(5.4) 1 In 7
MCR(Chandra) 1 7n - 9n 7
symung ' 1 9n 5

TDie Angaben beziehen sich auf die Version des SYMMLQ-Algorithmus,

bei der nur die xi—GréBen'berechnet werden.

Bei der Formulierung der Algorithmen wurde als Stop-Kriterium stets

die Abfrage pkzO bzw. Apk=0 verwendet, was man ohne zusatzliche
Rechenarbeit testen kann, da pipkﬂlpkﬂz (falls Py 0D-Suchrichtung)
baw. p A°p, dlAp, II° (falls p, MCR-Suchrichtung) zur Verfiigung steht.

In der Praxis geht infolge von Rundungsfehlern die Orthogonalitit
der Py jedech rasch verloren, und man kann nicht einmal mehr erwar-
ten, daBIipkH klein wird. Man ist daher in der Regel auf das Resi-
duum angewiesen und bricht den Algorithmus ab, fallsllrkH geniigend
klein ist. Zumindest in einem Teil der Iterationsschritte fallt

daher noch die Berechnung des Skalarprodukts rlrk an.
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8, Prekonditionierte Varianten

Durch die Ergebnisse aus Abschnitt 3 wird nahegelegt, in Analogie
zum prekonditionierten CG-Verfahren (siehe etwa [1,17,22,32]) pre-
konditionierte Versionen des OD-Verfahrens zu betrachten. 4

Sei Q eine nichtsingulare nXn-Matrix mit den Eigenschaften:

(8.1) aj‘Q sei diinn besetzt, und Gleichungssysteme der Form
QQTq = p

seien leicht losbar (z.B. Q = eine untere

Dreiecksmatrix);

b) k(@ 'ag™T) « «k(a).

1 1

Mit A =Q AQ‘T, b =qQ " 'b, x'=QTx

ist das Gleichungssysten

(8.2) , Ax = b

aquivalent zu
(8.3) A x'=1Db .

Statt auf (8.2) wollen wir nun das OD-Verfahren auf (8.3) anwenden,
denn wegen kK{A') « k(A) ist nach Satz(3.8) dann némlich schnellere

‘ T
Konvergenz zu erwarten. Ausgehend von dem Startwert x; (=Q xo)
erhdlt man so eine Folge von Naherungswerten XL fiir die Losung

%' (=Q"%) von (8.3). Entscheidend ist jetzt, daB sich OD(bzw. STOD
und M3TOD)-Algorithmus in einer Form schreiben lassen, welche die
explizite Berechnung von A', b vermeidet und auBerdem gleich die auf

=Q"Tx' und

das urspriingliche System (8.2) bewogenen GroRen x K

k

rk=b—Axk=Qrk liefert.

Transformiert man die von Algorithmus(2.2) (angewandt auf (8.3))

berechneten Vektoren xk, ry s P mittels

X T Q7 X, T = Oy, Py = Apys

setat
P
qk = Q Q pk

und beachtet, daf
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|T 1

T T -1 o
Ty Peoq = T @ Q@ Py 4 T rydy g
VT T -T -1 T
Py Pi = Pp@ Q7 Py = Pyl
VT | 1

T =T - -T -1 T
P AP, = pQ77Q7AQTQ P = qyhay

, gilt,‘so erhalt man die folgende prekonditionierte Version des
OD-Algorithmus: ‘ '

(8.4) PCOD—Algorithmué:

Start: Wahle xoean und setze
pq4 =T, =b - Ax_,
erhalte q_; als Ldsung von QQTq_1 = P_q
und setze P, © Aq_1.

Fir k=0,1,2,...
1) Falls p, = 0: stop, x, = x ist Losung von Ax = b,

Sonst,

. T
2) erhalte qy als Losung von QQ Ay = Py~
3) Setze

_ T T
T Tidg-1/ Py

oAy Ty 7Ty - Ay

k+1 - *k
und
L) 0 fiur k = 0
Y, = TA / T( 6, =
k xS/ Pyl Ok
T T B
) Pray/Pyoqdyq flir k> 0

-:Aq

Pr+1 k - YxPx "k Pr-1°

Entsprechend ergibt sich eine prekonditionierte Version des

STOD-Algorithmus, wenn man die von (7.7) erzeugten Vektoren
xk, rys Pj gemaB | ‘
| K = @7 Ko Ty = Aro py = Q7 ey
transformiert, auBerdem

a 2= 7T (Apy)

setzt und beriicksichtigt, daB
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gilt.

(8.5)

- Lbh -

4T T -T,T T
T P T QP T Py
VT2 Tpq=To-1 T,
Py (A)p} = pAQ7 Q7 'Apy = quhpy,
Ty 3 Ty=To-1,a=To-1 T
p (A 7pr = pra o a0 o A, = qjAqy

PCSTOD-Algorithmus:

Start: Wahle xOEjRn und setze

roo= b - Axo, P4 = 0,

erhalte P, als Losung von QQrpo =T

Fij.r k=0’1,2,¢u’
1) Falls Ap, = 0: stop, x, = % ist Losung von Ax = b,

Sonst;

2) erhalte q, als Ldsung von QQqu = Ap,-
3) Setaze

I
T = TyPr/ APy

X1 = X b0 Tyyq T T - o hay
und
&) | 0 fiir k =
Y, = atha /alAp,. 6, -
k - QPP Oy
T T o
\ qkApk/qk—1APk—1 fiur k >
Prsq = 9x = YiPx = SxPy.1r

Apypyq = Agy - Y Apy - SyApy .

0

0

Die Uberlegungen, die vom STOD- zum MSTOD-Algorithmus fiihrten,

liefern auch eine modifizierte Fassung von (8.5):

(8.6)

MPCSTOD-Algorithmus:

Start: Wahle xoean und setze
r = b - Axo, p.q = 0,

erhalte Py als Losung von Qleo =T
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Fir k=0,1,2,...
1) Falls Ap, = 0: stop, x| = x ist Losung von Ax = b,

Sonst,
2) erhalte q, als LSsung von QQqu = Apy.

3) Berechne

_ T ’ R
P = GApys @y = Ty /oy

4) Falls |ak| < €, setze

+ oo

X 41 = Xy Ky rk+1‘= ry - akAqk, Ok = 13

falls Iakl > ¢, definiere neu

_ . R
A *7 % qpr Py 37 %Py

.und setze

Xpet = X Ve Treq T OTi - Aqe O T oy
5) Setze '
0 fiir k = 0
. _ T _
Yo T Opqihag/ey, 8 = , ,

(040 1)/ (py_q0,) Tiir k> 0

Prtq = 9 = YiPy = Py

Apyyq = Ray - vl - S Apy g

Aus den Minimierungs- und Konvergenzeigenschaften des OD-Verfahrens
(angewandt auf (8.3)) gewinnt man durch Transformation auf die
GroBen des Ausgangssystems (8.2) sofort entsprechende Resultate

fiir die prekonditionierten Versionen. Wir setzen

Moi= QQT,

~1A)k(M'1rO)] ;

8, :=H[(M—1A)(Mf1r0),(M'TA)Z(M—1rO),...,(M

unter Beachtung, dafl wegen

I, = ®IP = (x - D Tlx, - %) = e IF

die Fehler ek=i-xk nun in der M-Norm gemessen werden, erhalten wir

aus (2.6)a) und (3.8) den folgenden



e i

- 46 -

(8.7) Satz: Fiir die von den Algorithmen(8.4)-(R.6) ausgehend von x
—— 0

gelieferten Naherungswerte Xk"k:1’2"'*’ gilt:

a) fleylly = min  llx - 7l 5
xexo+8k
S | 2 S 2 N '
e by o (K1 |
‘ [e+1)] /2% 027,

wobei k' t= K(Q"1AQ'T) = K(M~1A).

Gegeniiber den OD-Algorithmen (2.2),(7.7),(7.8) ist bei den prekon-
ditionierten Varianten (8.4)-(8.6) zusitzlich pro Iteration ein

. . - . T ..
Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix QQ  zu losen, ferner er-

hoht sich die Zahl der zu speichernden Vektoren um eins. AuBerdem

~ist zu beriicksichtigen, daf man im allgemeinen Q erst aus A be-

rechnen mufl, und daf} fiir die wesentlichen Elemente von Q Speicher-
platz benotigt wird. Der Einsatz der prekonditionierten Typen ist
daher nur gerechtfertigt, wenn man eine Matrix Q mwit den Figen-
schaften (8.1) findet und durch (8.1)b) die Anzahl der Iterationen
derart gedriickt wird, daB die gesamte Rechenarbeit unter der des

gewohnlichen OD-Verfahrens bleibt.

Zu einer beliebigen symmetrischen Matrix A eine Prekonditionierungs-
matrix Q mit (8.1) zu finden, ist ein recht schwieriges Problem,
Moglicherweise lassen sich (in Analogie zur unvollstdndigen
Cholesky-Zerlegung bei positiv definiten Matrizen) mit einer Art
unvollstdndiger Bunch-Parlett-Zerlegung [4,5] brauchbare Resultate
erziélen. Wegen der Notwendigkeit von Pivotsuche und dem moglichen
Auftreten von 2x2-Pivotelementen liegen die Dinge fiir indefinite

Matrizen allerdings um einiges komplizierter.

Mit einer speziellen Klasse indefiniter Matrizen, auf die sich die
Ergebnisse, die Meijerink und van der Vorst [22] fiir M-Matrizen
gewannen, unmittelbar iibertragen lassen, beschaftigen wir uns im

nachsten Abschnitt.
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9.«UnvollSténdige Fakﬁorisierung von H~Matrizen

Sei A=<ajj) eine reelle, zundchst nicht notwendig symmetrische

nxn-Matrix.

(9.1) Definition: a) A heiBt M-Matrix, wenn es ein s€IR und ecine

nichtnegative Matrix B20 mit Spektralradius
p(B)<s gibt, so daB sich A in der Form A=sI-B
darstellen laBt,

I

’éij|:~|ai.|. i,5=0,vee,n, i#j, definierte

b) A heiBt H-Matrix, wenn die durch aii:‘aii

Matrix ﬁ:(éij) eine M-Matrix ist.
Fiir die Eigenschaft "M-Matrix" gibt es zahlreiche aquivalente
Charakterisierungen (siehe Berman und Plemmons [3]); g0 ist eine

Matrix A mit aijso, i#j, eine M-Matrix genau dann, wenn

aii>0, i=1,...,n, gilt und es eine positive Diagonalmatrix D gibt,

1

so daf D™ 'AD strikt diagonaldominant ist. Damit erhalt man

(9.2) Satz: A ist eine H-Matrix genau dann, wenn es eine Diagonal-

matrix D=diag(d1,.,.,dn) mit dj>0, i=1,...,n, gibt,

so daB D™ AD strikt diagonaldominant ist, d.h.

n
laiil > ;:1 ‘aijldj/di ,  di=1,...,n,
jfi
gilt.

In Verbindung mit dem Satz von Gerschgorin liefert (9.2) eine in-

teressante Eigenschaft der H-Matrizen:

(9.3) Korollar: Sei A eine H-Matrix und u:=|{i|aii>0}l. NDann gilt:

A besitzt genau u Bigenwerte (mehrfache Eigenwerte
entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit ge-
z8hlt) in der rechten Halbebene {(z|Re z > 0}, ge-
nau n-u in der linken {z|Re z < 0}.

Insbesondere ist jede H-Matrix nichtsingular,
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Von Meijerink und van der Vorst [22] stammt das folgende Resultat:
Zu jeder M-Matrix A und Jedpr Menge G £G :~Ki,j)|1$i,j<n} mit

(i,i)eq, i= 1,...,n, ex1stleren Matrizen

- - - -
1 U o | 1 ) u'u: '- ’ : l:'ldn
1, 1 | 1
L = ' , U =
1 g 1 Up o
Ll“‘...-.......lnmq<]d i : 1 ]
D = diag(dy,...,d ) , R = (rij) ,
"so daB A die unvollstdndige Zerlegung
(9.4) A =1LDU - R,
mit 1ji = 0 falls i< j und (j.i) ¢ G,
Uy o= 0 falls i < j und (i,j) é G,
riy < 0 falls (i,j) € G,

besitzt.
Die Elemente von L,D,U,R sind eindeutig bestimmt und lassen sich

rekursiv berechnen:

Fir i=1,...,n:

i-1 _
(9.5) a) d; = a3 - 2;; Al » Ty 703

b) fiir j = i+1,...,n:

falls (j,i) €aG, i-1
1 Jji —

= e - dkl'kuk"
falls (j,i) £ G, iy 3 = J i
falls (i,j) €G, i-1

= 844 T Yl ik
falls (i,j) € G, - J = J
u.,. = 1., =r,., =r.,, = 0 sonst,

ij ji ij ji
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Manteuffel [21] erkannte, dafl dieses Resultat auch fiir die um-

fassendere Klasse der H-Matrizen mit positiven Diagonalelementen

gilt. Man sieht leicht, dafl es sich auch auf beliebige H-Matrizen

_ausdehnen 148t (siehe auch Varga, Saff, Mehrmann [35]):

- . Q 3 - ] - . N - N . ~ = A
(9.6) Satz: Sei A (aij) eine H-Matrix, A (aij) mit &, . Iaiil,

aij = —Iaijl, i # j, die zugehorige M-Matrix. Dann

besitzen A und A zu jeder Menge Gs;Gn mit (i,i) € G,
i =1,...,n, Zerlegungen (8.4)

AAA

A =LDU - R, A = LD - R,
und es gilt fiir i = 1,...,n:
a) O < ai < ldil’

'b) sgn di = sgn a..,

_ ii
c) lji < wllji” ui,j < —'Uij" =it ..n,
d) Irjil £ Figo Irijl < By J = iyee.,n.

Beweis: A ist M-Matrix und besitzt daher die geforderte Zerlegung,

A

weiter gilt 0<d,, i=1,...,n, nach Meijerink und van der Vorst [22].

i’
Offensichtlich wird durch (9.5) auch fiir A die gewunschte Zerlegung
definiert, falls man di%O, i=1,...,n, garantieren kann; insbeson-

dere folgt ihre Existenz aus ldilzdi. Der Beweis des Satzes ist

also erbracht, wenn nachgewiesen ist, dafi fir i=1,...,n die Aus-

sage (Ai) gilt:

(1) d, < Iqil, sgn d, = sgn a..,

‘(Ai) (2) la.1..] « -d.1.., ]diu..! £ —&.u.., j o= itl,...,n,

iTji ivj1i 1] i'ij
(3) lrjil < fji' lrijlsiﬁij, J o= i, eee,n.

~

(Ai) wird unter Verwendung von (9.5) (angewandt auf A bzw. A) mib-

tels Induktion nach i gezeigt. Wir beweisen jeweils nur die erste
Ungleichung von (2) bzw. (3), die zweite folgt vdllig analog;
auBerdem kann man sich bei (2) auf Indexpaare (j,i) € G, bei (3)

auf (j,i) £ G beschridnken.
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i=1: (1) gilt wegen d, = a,, 81 = }a11|

(2) wegen 41,4l = lagyl = -d41.4, (5,1 eq,

(3) wegen lrj1l = Iaj1l = fj1, (j,1) ¢ G.
Sei pun'(Ak) bereits gezcigt fiir 1gk<i, und sei ig<n. Dann gilt
fiir 1<kgi-1, ig<j<n wegen (1), (2)

laydipul < (d,/la, 1) lik Ql) svakijkﬁki

und somit
i-1

(9.7) lzij: el sk < %;; delikliy

Speziell fiir j=i erhdlt man mit (9.5)a)

i-1 i-1
0 <dy = fag,l - £ Nctiktig lagsl - 1%;; et 31k
i-1
S Iali - ka’f dklikukl' = ‘dll,
also (1). Fiir j>i ergibt sich mit (9.5)b),(9.7):
< s i-1
falls (j,i) €G Idil.il
_ J = la.i - ‘ dkl'kukil
falls (j,i) €G lriil / k=:i J
| & W
PR A _ 1731
<oyl o ;;; R ‘ ,

~also (2), (3)-[]

Sei im weiteren nun A stets eine symmetrische H-Matrix, A ist dann
eine symmetrische M-Matrix, also positiv definit. Fir die Menge GeG

verlangen wir:

(9.8) (i,1) €G fur i=1,...,n,

(i,j) €G  falls (j,i) €G.

'Zu jedem solchen G besitzt A nach dem letzten Satz eine unvollstan-.

dige Cholesky-Zerlegung der Form:

A= Qsql - R, aj; = 0 falls (i,j) €6, r;; =0 falls (i,))€d,
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wobei

i

(9.9) S

diag(s1,...,sn) mit s, = sgn a,., i = 1y eee,n,

ii

1t 1/2
a = vinl"/
gesetzt wurde. Q 148t sich als Prekonditionierungsmatrix fir die
Algorithmen des letzten Abschnitts verwenden, wenn man Q geeignet
wahlt. Namlich einerseits klein genug, so daBl sich Q ohne allzu

groBen Aufwand berechnen 148t, Q wenig Speicherplatz benotigt und-

zum LOsen von QQTq=p nicht zuviel Rechenarbeit investiert werden
muBl, andererseits aber grofl genug, damit QSQTzA hinreichend gut
erfiillt ist und man daher k(A')« «x(A) erwarten kann.

Mit Hilfe der unvollstandigen Cholesky-Zerlegung von A
A
14Bt sich eine Abschdtzung fir K(A')gewinnen.

A

(9.10) Satz: Sei A eine symmetrische H-Matrix, A die zugehdrige

 M-Matrix, G <G eine Menge mit (9.8), sowie

A =qsel - r, A =083T - R,
A = Q*“AQ'_T -5 - R/, A - C’jlw-”’ia‘—T -1 - ﬁv

die zu G gehorigen unvollstandigen Cholesky-Zerlegungen

und schlieBlich p=p(G) der kleinste Eigenwert von A .

Dann gilt:

a) 0< 17 <!, 0« IR <R

b) p(R').< p(R) = 1 - u < 1;

2 -y

c) k(A') < T

°
’

d) A und QSQT besitzen jeweils u = |{i|aij > 0}
positive, n-u negative Eigenwerte;

e) pu(G) ist monoton in dem Sinne, daB

w6y ¢ ue®)

(1) ¢ ()

fiir zwei Mengen G €6, mit (9.8).

"N
Beweis: zu a) L und L sind untere Dreiecksmatrizen mit Einsen in der

Diagonale und daher von der Form

L=1-7T,L=1-*,
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mit echten unteren Dreiecksmatrizen T und T; es folgt

-1 2

L™ = 1 +T+T -1

T L AL T T L
Nach Satz(9.6)a)c)d) gilt

0<bDg< IDl, o< Tl <% o< IR <R,

man erhalt Ole'1|$£-1, sowie
_1 _1 ) __1 ro.‘_" ~ A_1
o< Q7 = o1~ VR2 Y o V2 2 g,
0< IRl = 19 "R < a7 'R4°T - R

zu b)e) Wir zitieren zunidchst ein Resultat aus der Theorie der

nichtnegativen Matrizen (siehe Varga [34]):
(9.11) i) Sei B 2 0 eine nichtnegative Matrix. Dann ist p(B) ein
| Eigenwert von B.

ii) Sei 0 < |C| <€ B. Dann gilt p(C) < p(B),

A__']"A

Die Matrix ﬁ'=Q AQ"T ist positiv definit, und fiir ihre.Eigenwerte My
gilt o.B.d.A. '

Die nichtnegative Matrix ﬁ':I~A'besitzt dann die Eigenwerte
L VORI I I <V -uwy =1 -p <,

und wegen (9.11)i) folgt p(R') =1-u. Mit O<|R'|<R' und (9.11)ii)
ergibf sich p(R')g o(R'") =1-n<1, also b).

Wegen A' =8-R', |S|=I gilt Og<|A'|< I+[R'|< I+R' und somit

(9.12) o(A'Yg 2 - .

Aus A'=I-R', p(R')<1 folgt (AW—1 = E : (ﬁUk,

aus SA' =1-SR', |SR'|< |R'I<R', p(SR' )< p(R") <1 folgt

(a1t = s s = 2;; (s ¥)s

und
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1) < Rk = (@),
k=0 |
Wir erhalten p((N)'1)$ p((AW°1) =1/u’und mit (9.12) K(K)S (2-u)/u,
also c).

d) resultiert aus (9.9), dem Satz von Sylvester und Korollar(9 3);

. e) wurde von Manteuffel [21] gezeigt.[ ]
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10. Verhalten bei singuliren Matrizen

Bislang hatten wir das OD-Verfahren nur auf Gleichungssysteme

- (10.1) Ax = b

mit nichtsingularer Koeffizientenmatrix angewendet, wir wollen jetzt

das Verhalten im singuldren Fall klaren. In diesem und dem folgen-

den Abschnitt sei daher fiir die nxn-Matrix A:AT ledigiich Symmetrie
vorausgesetzt, die Moglichkeit, dalB A singular ist, also ausdriicklich
miteingeschlossen. OD- und STOD-Algorithmus liefern auch im singu-
laren Fall dieselben Naherungen, denn offensichtlich gilt Weiterhin

OD'A MCR
Pk“pk

einfache Konsequenz aus Satz(10.5)f) ergibt. Da fiir die Praxis nur

und auch die Schrittweiten stimmen iiberein, wie sich als

die STOD-Version in Frage komwt und auBerdem auch das Verhalten des

‘MCR—Algorithmus diskutiert werden soll, bedienen wir uns der For-

meln aus (7.7), insbesondere sei pk'stets die MCR-Suchrichtung.

Ferner wird das GG-Verfahren angesprochen, es sei vereinbart, daf

in-diesem Fall A als positiv semidefinit angenommen wird. Falls

‘notig unterscheiden wir die GrdBen der drei Algorithmen durch oben

stehendes 0D, MCR bzw. CG; wir nehmen an, dafl alle drei Verfahren

mit demselben Wert xoe:m” gestartet werden, der folgendermaBen
zerlegt sei:

a . - ' n 1
X, T X, t X, X € R(A), xoczR(A) = N(A).

Entsprechend wird die rechte Seite von (10.1)

b="5b+b, beR(A), DeN(A)
dargestellt; wir setzen

- x + - :
X o= X + A b, e, 1T X - X,

und benutzen, daB mit AeO=AA+(E+g)—Axo=B—AXO

(10.2) r =b - Ax_ = b + Ae
o o 0

gilt. e, 1408t sich wiederum nach Eigenvektoren von A entwickeln,
wegen eO=A+b-§O€ R(A) kann dabei kein Eigenvektor zum Eigenwert 0

auftreten:
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‘ . m ‘
(10.3) | e, = §=: Pia5r Pyrecesny 70,
-mit orthonormalen Eigenvektoren ByrecerBos deren zugehorige Eigenwer-
te ' _ '
(10.4) 0 # >\J f )\k ] jyk = 1,...,!’“, J 7[ ky

erfillen. SchlieBlich bezeichnen wir fiir k21 noch

k-1
Sk s = [I’O,AI'O,...,A 1‘0] ’

= 2 k

Sk 1= [ArO,A ro,...,A ré] .
Die GrofBen des OD- bzw. MCR-Verfahrens besitzen folgende Eigenschaf-
ten:
(10.5) Satz: a) m ist der erste Index mit Ap = 0; zugleich ist m

die kleinste ganze Zahl mit der Eigenschaft:

ArO,AZrO,...,Am+1r sind linear abhﬁngig.
b) pfAzpk =0 fiir 0<j<kgn.

c) [ApO,Ap1,...,Apk_1] = §k fiir 1 ¢ k < m.

d) gm = [21,z2,...,zﬁ].

e) Py#Pqse+«»P,_q Sind linear unabhéngig, und es gilt:
[bo,p1,...,pk_i] = Sk fir 1 < k € m,
s € [b] @ [21,22,f..,zm].

0D\ T MCR\T N : '
f) (rk ) Py = (rk ) Apj = Q fiir 0 < j < k € m.

168t A%x = Ab.

‘ MCR _
g) Ar

0: XMCR
m

h) Es sind dquivalent: |
(1) b = 0, d.h. Ax = b ist konsistent

(2) p, =0

(3) rgD = 0: ng'lést Ax = b.



i) Fir 1 < k € m gilt

X, = arg min ||x - ngH R xxCR arg min |[|b - Ax]].

+§ x +
xexo qk xexO4Sk

11

Xt

+ A b,

xu

§) Falls B = 0, gilt »O0 = xMOR = 5 %
Beweis: Die Vektoren Apk werden gerade durch eine Lanczos-Rekursion
der Form (1.4) erzeugt, wenn man diese mit f=Ar  startet. a)-d) er-
geben sich damit unmittelbar aus Satz(1.5), wenn mit (10.2)-(10.4)

m

2 2 2 L
ar_ =A% =) 2%pa., Ap. F0 S P
0 To Loy NPT NP f T el

beachtet wird. ‘
zu e) Die Inklusion [bo,p1,...,pk_£]g‘8k ist offensichtlich, fiir

1¢ksm folgt Gleichheit, denn nach a) und b) sind Ap ,Bp,,...,A
Py BPy Prn-1

- und deshalb auch PysPqseessb, 4 linear unabhangig.

S, € [b] @ [21,22,...,zﬁ]

resultiert aus (10.2) und (10.3).

Um beim Beweis von f)-i) Schreibarbeit zu sparen, fiihren wir eine

Matrix H ein und setzen G:=I+A-H; fir H=1 ergibt sich dann die
Auésage fﬁr den OD-Algorithmus, fiir H=A die entsprechende fiir den
MCR-Algorithmus.

zu f) Induktion nach k:

Fir k=0 ist nichts zu zeigen; sei die Behauptung bereits bewiesen
fur ein k<m. Es folgt

T . T T T2
rk+1Hpj = (r, - a,GAp,) Hpj = rkaj - oy p A Py = 0

nach Induktionsannahme und b) fiir 0<j<k, nach Definition vod o
fur j=k.

zu h) Die Implikation "(3) = (1)" ist trivial.

"(1) = (2)" Sei b=0, d.h. beR(A). Einerseits gilt wegen
r0=b-AxO€R(A) und e)

_ m-1
pm - Apm—1 e Ym~1pm—1. - 6m~1pm-2 E [:Apm__,],TO,Al"O,...,A TO]QR(A),

andererseits nach a) Apm=0, d.h. pmeN(A):R(A)L, somit also pm:O.
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- Wir nehmen also Hp Ap =0 an; es folgt mit APJ p +1+Y p 5 p

- 57 -

Anstelle von "(2) =(3)" beweisen wir "Hpm=0 = Hrm=0", da stets

Ap =0, ist dann auch gleich g) erledigt.

j-1’
O<j<m,
m - .
roo= ?. utGAp E[}O,GApo,GAp1,...,GApmpi]
< b, sAp sApyseoesAp 4. Ap ]
0 o) 1 m-1 N }
=0
clp_ ,Hp sHpyy+..,Hp o,Hp ]
0 o 1 m-1 o
=0
und
, ) .
Hr € [HpO,Hp1,...,Hpm~1j,
mit £) schlieflich |[Hr [P=rlu°r =0,
| m_:'l
zu i) Wegen X =X+ ;: aijj und b) ergibt sich
k-1 k-1 _ m-1
— 2 27T v 2. T,2
H - (x _+ .Gp.) = o, - )5p A + atp:Ap,
lIH(x o %éﬁi £5Gp )l - (o -, P, b 3PP

fir 1<kgm, £0,€1,...,€kw1elﬂ, also

X, = arg min !lH(xm - x) .
xex0+GSk

Im Falle des OD-Algorithmus sind wir fertig, im Falle des MCR-Algo-

rithmus ist noch folgendes zu beachten: Wegen beR(A), beN (A) folgt

Boax MCRe R(A), mit g) aber A(B-Ax M“R)“o, daher E-AmeRQR(A)nN(A)y
d.h.
(10.6) b= hxp Ot

und somit
) ~D ~ 2 202 MC 2
o~ axl® = 1IBIF + 115 - axIP = 1IBIF + IaGHR - s,

zu j) Sei b=0. Nach h) bzw. (10.6) sind ng und XMCR Lésungen von

Ax=b; wegen %OGR(A), ngR(A), SmER(A) (roeR( )!) besitzen beide die

Form



- (10.7) X = X+ Zq

144

=x_ + z

XMCR
m '} 2

’ Z1Z2€ R(A).
Die Losungsmannigfaltigkeit von Ax=b ist aber gerade A+b+N(A),

+

wegen A ber(a), ;OEN(A) liefert ein Vergleich mit (10.7) z472,7A b,

also

2

0D _ _MCR _ = RS
Xm = xm = Xo + A b = x.[:]

Wie wir eben gesehen haben, liegt im konsistenten Fall bei Abbruch

des OD- bzw. MCR-Algorithmus xab xgoRzi vor; gilt jedoch b¢ R(A), so

it

zeigen beide Verfahren ein unterschiedliches Verhalten. Wahrend
ndmlich der MCR-Algorithmus eine Losung der Normalgleichungen lie-

fert, ist dies beim OD-Algorithmus im allgemeinen nicht der Fall;
wie einfachste Beispiele (siehe (10.9)) belegen, kann

llArgDH /IIArOH_beliebig groB3 werden. Das OD-Verfahren ist daher nur
im konsistenten Fall brauchbar, iibrigens ebenso wie das CG-Verfahren,
welches falls beR(A) Naherungen '

(10.8) ng = arg min ||x - i”A
xexo+Sk

. . GG
erzeugt und nach genau m Iterationen auch mit xé

dazu Elfving [10]).

=x abbricht (vgl.

(10.9) Beispiel: Wir wadhlen
1 0 0 1

A = y X, 0T , b = mit. B € \{0},
0 0 0 .B

die CG-Suchrichtungen bezeichnen wir mit dk. Ausgehend von

P, = do =r = b - Axo = b
ergibt sich
1 0 0
QQCR -9, x?CR - , rI\14CR - , Ar?CR _ ’
' B8 8 0
0D _ ca 2 0D 2y |1 co 2, |
= (x" = 11‘84, X - (1+Bv) ? LR <1+B ) ’
o] 1 1
0 B
‘ 2
-8 -8
rOD = rGG = R , Aron = ArCG =
1 1 r 1 1 '
0
sowie



0 0
p'] = “,B [) d1 = B+83 )
was wegen
0
Apg = Ay =1

zum Abbruch der drei Verfahren fiihrt. Wahrend der MCR-Algo-

rithmus eine lLosung der Normalgleichungen gefunden hat, gilt.

NarSPH /e I = NaxSOH 7 dlae I = 87

Es sei darauf hingewiesen, dafl sich die Resultate, die wir in Ab-
schnitt 3 fiir das OD-Verfahren erhalten haben, unmittelbar auf den
singularen, aber konsistenten Fall ilbertragen lassen. Zum Beispiel
fiihrt (10.5)i) und (10.3) zu

ﬂfﬁ?:—fi!s min max |p(r.)]| < !
pelly 4 q f<dem :

. (K2 + 1
Troensay L)

wobei nun die "Konditionsgzahl!" durch

K 1= k(A) = max |A.| / wmin |A.]
1<j¢<n 9 1<jsn

definiert wird.

In Abschnitt 11 niitzen wir aus, dafl sich die Minimiervungseigen-
schaften von 0OD-, CG- und MCR-Verfahren auch mit Hilfe orthogonaler
Projektionen formulieren lassen. Dazu treffen wir einige Verein-
barungen, die bis zum Ende des nachsten Abschnitts giiltig seien:
Bei 0D- und CG-Verfahren wird stets Konsistenz, also beR(A) voraus-

gesetzt, ferner wird die Abkiirzung ek::i—xkbverwendet. Fur das

CG-Verfahren nehmen wir A als positiv semidefinit an, A besitazt

1/2

dann genau eine positiv semidefinite Wurzel A o flir die

AA1/2=A1/2A gilt (siehe etwa .[37]); auBerdem wird

T = A1/2r

o ° o’
- . K-1. 1/2
Sk 1= [rO,Aro,..,,A r&] = A / Sy
N )
£y 25 A7 ey

gesetzt. SchlieBlich begzeichnen wir noch mit Pk' ﬁk’ ?k jeweils
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die Matrix der orthogonalen Projektion des R™ auf die Krylovunter-
raume Sk, §k, Sye

(10.10) Satz: Fir k = 1,2,...,m gilt:

a) egD = (1 - ?k)eo, rtCR = (I - ?k)ro,
cG _ PN
fk = (I - Pk)fo’
b 0D MCR
D 1169P) 1O _
— = sin<(eO,Sk , — = sin<(ro,Sk),
el He b
. C
I CG” HekG”
fk A ~
= = gin<(f _,S,).
e I e |l o'k
: (8] O A

Beweis: b) folgt mit (1.2) aus a).
zu a) Wir bendtigen die Minimierungseigenschaften (10.5)1i) und (10.8)

der drei Verfahren. Die beiden Probleme

min |lx - x| und minlleo - wi
xexo+8k w€Sk

P

besitzen jeweils eindeutig bestimmte Losungen Xk:ng bzw. wk:Pkeo’

. _ - .. T 0D _ T B .
die durch wy=x, -x zusammenhangen, also ey —eo~wk—(I—Pk)eO. Ent-

sprechend gilt fiir die Losungen xk=x§10R bzw. wk:?kro von
min = ||b - Ax|} und minllro - wli
x€EX _+5 —
I'e) k weSk
w, =A(x, -x _) und daher rMCR=r -w, =(I-P, )r Analog betrachtet man
k x %o K o WgT T /T ANALOE DO >boman
min ||x - QHA und min ||£_ = wlil,
, , " )
x€ex +S .
o k weSk

/2, .. CG_ _ N T
ngtzt wk—A '(Xk—xo) aus und erhalt £y —fo—wk—(I—Pk)fo. LNJ
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" 11. Schranken fiir die Fehlerkomponenten langs einzelner

Eigenvektoren

Wegen Satz(10.10) stellen e,, f, bzw. r, die "natiirlichen"

Fehier von 0OD-, CG- bzw. MCR-Verfahren dar, wobei die Startfeh-
ler nach (10.3), (10.2) die Entwicklungen

m

: m
~ -
= .B., £ = Y . z., r_=b + L ALD
%o %;; Pi%i o g;; S T B R %;T ©i%i%

" aufweisen. Mit (10.5)d)e) erkennt man, daB fir k=1,...,m

i

in

o
]

I . [21’22""’Zﬁ] =1 2

t

und falls b=0

S c 8 =2 -4
k m m m

gilt, damit fiihrt (10.10)a) zu

(03] GG CG =
ek e Zm’ fk e Zm) rk - e Zmy k b 0,1,..1,M»

o'

Die natiirlichen Fehler lassen sich also stets als Lincarkombina-

tionen VON Z44Z5seeesZ darstellen, und wir wollen nun obere

Schranken fiir die Fehlerkomponenten langs der einzelnen Eigen-

vektoren %5 angeben. 0.B.d.A. wird j=1 gewdahlt und

[y

7 1= Zq A 1= X1, p = 01

gesetzt, ferner definieren wir

(11.1) Ek 1= sin<(z,§k) = |l (1 - ?k)zH,
Ek t= Sin<(z,§k) = (1 - Pk)zH,
ey i sin<(z,8k) = |J(1 - Pk)zl.

(11.2) Lemma: Sei U¢R"™ ein linearer Unterraum, P die Matrix der

ofthogonalen Projektion auf U und fem".
Dann gilt: ' ' '

a) 125(1 - p)el <11 - PYallll (T - P)ell



——

- 62 -

B) (1 - p)ell < Inle (T - B)all + lI£]],
S | AL e
wobei n := £z, f := { - nz.
Beweis: P besitzt als orthogonale Projektion die Eigenschaften
(1-»'=1-Pp, (1-P)°=1-p,|IT-PFlls1;

damit folgt
2T(1 - P)E = ((1 - P)2) (1 - P)r,
1270 - p)el < U1 - alHl(T - pig]
und

H(I-P) (nz 4812 = n2II-P)alP + 2n((1-P)2)TF + || (1-P)F IR

i

2 IC-P)z P + 20l IT-P)ali- || FIl + 118 IR

(Inl-liC-p)all + 1EDZ. O

n

i1

Dieses Lemma und Satz(10.10)a) implizieren folgendes

(11.3) Korollar: Fiir k = 1,2,...,m gilt:

T OD - )
a) |z €y | < skllek I,
T.0G . el . CGy
lz e 7 < & N7 = g el
T MCR, _ - ‘MCR
Iz v T < & ey i
m
o) eS80 < lolvre, + (D oA "2,
k FEP RPN

In Verbindung mit (11.1) besagen die Abschiatzungen (11.3)a), daB
die Fehlerkomponente langs z relativ zur euklidischen Norm des

natiirlichen Fehlers mit wachsendem k in dem MaBe abklingt, wie
§k bzw. ék eine gute Naherung fiir z enthdlt, d.h. wie schnell
<(z,§k) bzw. <(z,§k) gegen Null geht. Ein rasches Abklingen ist

zum Beispiel gewdhrleistet, wenn A gegeniiber den restlichen Bigen-

werten Az,...,lm isoliert liegt. Dies kann man aus dem folgenden
Lemma ersehen, in welchem obere Schranken fiir tan<(z;Uk) angegeben

werden, wobei wir etwas allgemeiner Krylovunterraume



- 63 -
Uk:=[f,Af,....Ak'1f] mit einem Anfangsvektor

m o
(11.4) f =nz + } N7, n #0,
| j=2

- zulassen wollen. Die Situation, daB A zu den groBten bzw. klein-

sten Eigenwerten unter den Ajre-esh gehOrt, wird in (11.5)a) be-

handelt; dieser Teil des Lemmas stammt von Saad [29], der iibrigens
die Winkel <(Z’Uk) benutzte, um Aussagen iiber das Konvergenzver-

halten des Lanczos-Algorithmus zur Bestimmung der Eigenwerte einer

‘symmetrischen Matrix zu gewinneﬁ (siehe auch Parlett [27]).

Teil b) geben wir eine allgemeinere Abschitzung an, die sich im
Prinzip bei beliebiger Anordnung der Eigenwerte anwenden 1dBt,
aber natiirlich hauptsachlich auf den Fall zielt, daB fast alle
Eigenwerte in zwei relativ kleinen, mdglichst weit wvoneinander
entfernten Intervallen liegen, wdhrend A und eventuell einige weni- )

ge weitere Eigenwerte zwischen diesen Intervallen anzutreffen sind.

(11.5) Lemma: Sei 1(« m) eine natiirliche Zahl und 7y E/1,...,Z 7.
a) Sei a<B. Falls Ajgqreeeor, € [a,8] und entweder

1,2,000,1, (Fall I)

>
\

=

L
i

oder
A, <a, jo= 1,2,...,1, (Fall II)

erfiillt ist, so gilt fiir k21

sin<(f,Zl) vy
tan<(z,Up) < oo5ar773) T, (B4a 2x)‘
wobei
1 . falls 1 = 1
1
vl ' = | falls 1 > 1, Pall I
i=2 'A Y
Lo os-x,
PR fallse 1 > 1, Fall II
i=2 lx-xil

b) Sei a<B<y<§ und B-o=6-y. Falls

B < Aj <Y, j>: 1921-.v,1v



B e T

Ajgqreeesh, €M = [o,8] v [¥,6]
erfullt ist, so gilt fir k21

sin<(f,Zl) v

cos<{f,z)

tan<(z,Uk) £ 1

[T[(k—-l)/Zj (T)i

wobeil
1 falls 1 = 1
vy 3T Lo,
ma.x TT y”%ffi falls 1 > 1
1+1gjsm i=2 i '

(@ - W+ (g - W= - 2(x - u)‘2
(@ - W= - (B - w7

-

Bemerkhqg: Natirlich gilt

sin<(f,Zl)
o5 (T ) € t§n<(f,z) = tan<(z,U1).

Beweis: Sei k21 und p ein reelles Polynom, daB
(11.6) grad p < k - 1, p(A) # 0 und fiir 2 ¢ j < 1 p(Aj) = 0

erfiille. Dann folgt mit (11.4)

m
p(A)Ff = Ap(A)z + § n.p(x.)sz.
: j=lf1 J J J

und daraus wegen der Orthonormalitiat der =z,

m .
- - Al ,.)
2Tp(A)f = np(A), pWelP = n?p(n2 + oy n3p(r )2,
. j:l,',_" ¥

Wir beachten np{(A)#0, sowie (da grad pgk-1) p(A)erk und erhalten

mit (1.1)

tan2€(z,Uk) = min tan2<(z;u) < tana<(z,p(A)f)
ueUk_\{ 0}
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m

Hparelf -(z p(A)f) (n p(A ))
(z p(A)f)2 j=I+1 inA%“

Wegenl(11.4) und (1.2) gilt aber

1 -2
. »

2 n~ . 2
cos“<(f,z) = —s5 , 8in“<(f,2;) = —sp
Yool g

el

also ist

sin<(f,Z,) [p(x,)]
1~ max A

1+1gjsm [p(n)]

(11.7) tan<(2,U) < ooaarr7)

gezeigt., Die Aussagen des Lemmas ergeben sich nun aus (11.7) durch

Einsetzen spezieller Polynome, namlich Produkte aus

1 falls 1 = 1
r(t) =

1
]T, (t-A.) falls 1 > 1
i=2 1 |

und geeignet transformierten Tschebyscheffpolynomen.

zu a) Das Polynom

p(t) = r(t) T, _,(s(t)), woﬁei s(t)= B g &

erfiillt (11.6) (man beachte, daB r(A)#0 und wegen l (A)[>1
Tk_l(sa))%o gilt); mit s([o,B8])=[~1,1] folgt I, (x Mg,

1+1<jgm, daher

[ falls 1=1
1
max  |p(rx.)] € max Ir(x.)] = TT (. -0a) falls 1>1,
1+1gjgm J 1+1<j<m J i=2
]T~(B—Ai) falls 1>1,

und mit (11.7) die Behauptung.

zu b) Wir wahlen nun

p(t)

it

r(t) T[(k~1)/2] (h(t)),

wobei

qla) + q(B) - 2q(t) q(t)

ql@) = gy = (b - )7

h(t)

Hi

Fall I

Fall 11
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. \ | |
Fliir die Parabel q gilt wegen u= Eil = E%é., B< A<y

q(a) = q(8) > q(B) = q(y) > q(1r),
sowie

qla). 2 q(t) 2 q(B) , t € M;

damit folgt einerseits h(t)>1 (also p(A)#0, (1.6) ist erfiillt),
andererseits h(M)=[-1,1] und

IT (1) 727 (RO <1 Fiie 14 <.
Zusammen mit
1 falls 1=1
max |p(A.)] ¢ max |Jr(x.)| 3
1+1<j<m J 1+1<j<m o .
' max ]1' lA -A; | falls 1>1

1H1<jgm i=2

liefert (11.7) die gewiinschte Abschétzung.[:]

Im Rest dieses Abschnitts beschaftigen wir uns nur noch mit dem
.CG—Verfahren, der Index CG kann also weggelassen werden; die Matrix A

ist stets positiv semidefinit und mit (10.4) gilt

< Ay <o oA,

1 > 0, sowie o.B.d.A. O < A
3 m

2

(11.8) Lemma: Sei UG D”’ZZ"”’Zm] oin linearer Unterraum mit

7z & U, Es gilt:

A2 1/2 xm
a) T tan<(z,U) < tan<(z,A"/“U) < v tan<(z,U);
| AZ - 1/2 " Am :
b) min{1, 7"} sin<(z,U).< sin<(z,A U) < max{1, TM} sin<(z,U);

c) min(1,d%~} cos<(z,U) < cos<(z,A1/2U)< max[1,”%~} cos<(z,U).
m "R

. . . T -
Beweis: Sei ueU mit u 2#0; wegen der Orthonormalitdat von Gyveeer?

m
ergibt sich

m
u = (uTz)z + E;J(uTz.)z.;
i=2 Jd
Hull® - (uT2)?

t<()): 7 = ﬁ(l){v
an“<(z,u (urz)z (u Ry > Uy




sowie | -
A1/2u = /X(uTz)z + §_§ /Xj (UTZJ)Zi' (A1/2 z =tfiu?z # 0,
=2 ‘
1/2 142 T 2
B L Y L X
tan“<(z,A " “u)= 5 = oA (uts
AMu'z AMu'z)® j=2 .
Fs folgt.

A A
\/Xg tan<(z,u) < tan<(z, A1/2 ) < Xm t,

und mit - man beachte z & U

tan<(z,U) = min

an<(z,u)

tan<{(z,u) = mwin tan<(z,u),
ueUN{ 0} uel
uTsz
tan<(z,A 1/2 U) = min tan<(z,A1/2u) min tan<(z A1/
ueU\[O} ueU
u z%O
die Bohauptung a). Mit
sin o = —-Eﬂ—¢ bzw. cosz¢ = ~w~j~-
1 4 tan” b 1+ tan® &

und unter Beruck;lohtlgung, dafi fir o>0, t20

. t N Ott t
min{1,a} 17 € Tat S max{1,al T7T
bzw.,
. 1 1 1 1 1
m1n{1,a} 7 € Tiat € max{1,a} TTE

des

(11.9) Korollar: Fir k=1,2,...,m gilt:

| N N At
min{1, b oe € By < max{1 e <\ gy

Aus (11.3) und (11.9), T 1/<.

sowie mit =z fk:z

fir k=1,2,...,m die Ungleichungskette

|

/-z ¢, folgt nun

1)

- gilt, erhalten wir die Abschatzungen b) bzw. c) unmittelbar aus a) [j

Speziell fiir U=S, (zTrO:pA#O, also zéSiﬁ liefert (11.8)b) folgen-



| Dk::(do’d1"'f’dk-1)’ so geht Stewart dagegen von

. N m .
—= AL
T 1 ~ ~ ~ ) 2 l 1/2 :
(11‘10) ‘Z ekl s;’_’i Ek ”ek” £ Ek(‘plf’k t (;;:2., p] ”X‘) )

A
A 1Al
£ ['fk 'plck + ")“\"“ T)QEk(,p'Ck"' T) T
n .
dabei wurde T:I(EWJ p§)1/2rgesetzt.
j=2

Wir wollen jetzt unsere Abschitzung (11.10) mit der Schranke verglei-
chen, die Stewart EBf] fir das CG5Verfahren herleitete. Es sei zu-~
nichst daran erinnert, daB wir im Kfylovunterraum ék operierten und
und so die Darstellung fk:(I—Pk)fo, P, eine orthogonale Projektion,

ausnutzen konnten. Seien die CG-Suchrichtungen mit dj’bezeichnet und

*

. — 5 ')~ “ - T '-'1,'1‘
e, = (I - Pk)eo, wobei P, = Dk(DkADk) DA,

A
aus. Nun ist jedoch Pk die Matrix einer Schrigprojektion auf Sk’ und
Stewart muB relativ komplizierte Abschidtzungen ausfiihren, um zu fol-

gendem Resultat zu gelangen:
Falls A - 2e§3|An(1 t2X,) > 0, so gilt

Al

A-Zei}lAH(1+2X

(11 T | e

(11.11) |2 ekl < 2ek(]plek + ) (1 4+ /xk)(l } :
: k

Dabei ist Xk2=HA”'l|(U£AUk)—1H mit einer nx(k-1)-Matrix Uy, die so

gewahlt wird, daB die Spalten von Uk zusammen mit sz/HPkZH eine

Orthonormalbasis von Sk bilden. Vergleich des letzten Gliedes der
Ungleichungskette (11.10) mit (11.11) zeigt, daB unsere Schranken

besser sind (numerische Beispiele dazu findet man in Abschnitt 22).
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- II. VERFAHREN FUR GLEICHUNGSSYSTEME MIT UNSYMMETRISCHER MATRIX

12. CG-Verfahren angewandt auf die Normalgleichungen.

Der Algorithmus von Craig

Eine naheliegende Moglichkeit, zu Verfahren fir lineare Gleichungs-

systeme mit unsymmetrischer Matrix A zu gelangen, besteht darin,

. : "
daB man zu Systemen mit AiA bzw. A’ als Koeffizientenmatrix iiber-
geht und darauf die Algorithmen fiir den symmetrischen Fall anwendet.
So leiten sich aus dem CG-Verfahren zwei Algorithmen ab, die nun
kurz beschrieben werden sollen; wir brauchen uns nicht auf quadra-

tische A zu beschranken und setzen A als reelle pxn-Matrix, sowie

beRP voraus. Das Gleichungssystem
(12.1) CAx = b

besitzt nicht notwendig eine Losung, wohl aber die Normalgleichungen

ATax = ATp,

denn diese sind wegen ATbeR(AT)ZR(ATA) stets konsistent. Die Matrix

ATA ist positiv semidefinit, und Hestenes und Stiefel [16] schlugen

vor, das CG-Verfahren auf die Normalgleichungen anzuwenden:

(12.2) CGN-Algorithmus:

Start: Wahle xOEIRn und setze

Ly

Afr
o)

It

r = b - Ax , d
0 0 0

Fir k = 0,1,2,...

1) Falls Ad, = 0: stop, x, 18st A'Ax = A'b.
Sonst setze
2) oy = PEAATrk/dEATAdk,

X1 T N0 P T Ty T T YA
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R T T T, T

i 3) By = Ty yqAA ?k+1/rkAA Ty

| . d' - Aty + B.d |
k+1 k+1 k'k*

?_ ‘ Der Startwert xo’wird in der Form

(14 s R Ty L Ty, = Thy =
(12.3) x = X  + xo,_xoefﬂA.A) = R(AT), X _eN(A A) = N(n),

zerlegt; wir setzen ferner
2 .. a7 Ty, T T 2, T T oyvk-1,T =
5r = [A r s (ATA)A ro,(A’A) ATr veees (A7R)T AT ]
und bezeichnen mit 0<01<0?<~'°s0r die von Null verschiedenen sin-

gularen Werte von A, d.h. die 0?, i=ty...,r, sind die von Nnll ver-

T

schiedenen Eigenwerte von A"A.

(12.4) Satz: Fiir die GroBen des COGN-Algorithmus gilt:

a) Es gibt einen ersten Index 1 mit dlA: 0;

b) [[ATr, |l >0, lAd Il > 0 fir 0« k < 13

| c) ATr = 0: x, = x 1= x_ + A+b 1ost ATAx = ATb;
i 1 1 o)
d) x, = arg min ||x - x| = filr 1 < K < 1;
k T
xex +82 ATA
. “o Tk
. ) a. 2
e) Hx, - X”ATA , E;) + §
- < min max |p(o7)] < (Tk( ey | ) .
x - x”‘T peﬂk‘1$er J ' (_5)“ 1
ATA ' 04 -
| fFiir 0 € k < 13
£) riaatanTy. 8
K A -
; rkAA ry -

g) die umnormierten Residuen

1

Oouq Tt any 'k

gehorchen der Rekursion



_ T
wobei |
qEAATAAqu 0 fir k=0
Ve T o o S T T, T ;
o qkAA 9y qkAA q; v
. T - T fir k>0
4 AATq
177 D
h) 1 ist die kleinste ganze Zahl mil der Eigenschaft:
AT

ro,(A]A)AIrO,(AFA)ZATrO,...,(ATA)lATré sind linear

abhangig;

m

i) 1 ist die Anzahl der Eigenraume von AHA, in denen Alr

von Null verschiedene Komponenten besitzt.

Beweis: a)-f) ergeben sich unmittelbar aus den entsprechenden Figen-
schaften des CG-Verfahrens, siehe etwa [1,10,28].

zu g) Wegen ry=r -o Ad _, dO:ATrO folgt 1/ao=yo und

T . .
q1=—AA q0+yoqo. Fiir 1sk<l gilt

_ o T
Fgq 7Ty - akAdk =Ty - ak(AA v, t Bk~1Adk—1)

v B
AArr ~ (J . k-1

= - (AATry

und Division durch @ ayceray liefert (12.5), wenn man &

sowie (nach f)) Yk:1/ak+8k~1/ak—1 beachtet .

- 2
KBt/ M

zu h)i) Nach b) und c¢) ist 1 der erste Tndex mit ATr1:O; wegen g)

. . . T . .
gehorchen die (geeignet normierten) A ry aber einer Lanczos-Rekursion,
welche die Form (1.4) besitat, wenn man dort als symmelrische

Matrix ATA wahlt und‘f:ATrO setzt. h) und i) ergeben sich daher aus

Satz(1.5)d)e).[j

Fur den Rest dicses Abschnitts seil nun vorausgesetzt, daf (12.1)
konsistent ist, es gelte also beR(A), In diesem Fall kann man zur
Losung von (12.1) ein Verfahren benutzen, welches zuerst von

Craig [8] angegeben wurde:
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(12.6) Craig-Algorithmus:
Start: Wahle xoe]Rn und setze
r ="b - Ax_ , A d -
0 o o o

T Fur k = 0,1,2,...

1) Falls ATdk = 0: stop, X1 168t Ax = b,
Sonst setze
T T, T
2) o = _kxk/dkAA dy s
X = x, + a ATd r = . - Afa ATd )
k+1 k k™ kT Tkt "k 7k k’?

_ T T

T T

| _ T T
Mg = Aoy * Bhdy.

»

Faddejew und Faddejewa [12] erkannten, daf dieser Algorithmus in
engem Zusammenhang mit dem CG-Verfahren steht. Wegen beR(A)zR(AAT)

ist nimlich das Gleichungssystem

(12.7) Aty = b

konsistent, auBerdem ist seine Koeffizientenmatrix positiv semi-
definit. Wir zerlegen Xy gemaB (12.3) und wihlen ein yoe]Rp mitb
§0=ATyO; ausgehend von diesem Yo als Startwert liefert das CG-Ver-
fahren, angewandt auf (12.7), N#herungen Yy» zugehdrige Residuen r,
> ichtt > ie i ] = y‘ 3 =I +- ANSE 3 .' lgen.
und Suchrichtungen dk’ die iber do L dk+1 LY Bkdk zusammenhiangen

Diese rk’dk’Bk zusammen mit den

* T
« = A“ = . »
Xy PE X A Yt k= 0,1,...,

sind aber gerade die GroBen aus Algorithmus(12.6).

(12.8) Batz: Fiir das Verfahren von Craig gilt:

a) Bs gibt einen ersten Index 1 mit dl = 03
T : .
_b)['rkH > 0, [JATd ]l > 0 fir 0 < k < 1;

- ~ 3}
= . . = 4 P ¥ + & ) ”q" i o -y v
c) ry 0 Ky % X A b lost Ax b;



|
| - I

d) X, = arg min ||x - x| fir 1 & k < 13
xexo+8§
’ o, 2
e) ”Xk - % . - (—5~1— + 1 g
— — g min  max |p(o$)| < (7T (—Wmew) )
- pe-:H 1<igr J k Or 2
lx, - &Il Pl Tsds SIS
o o
: 1
fir 0 £ k € 1;

TyaT

b ) dkAA'dj =0 fir 0< k < j < 1;
| .
} ) g = Fipq ATy
; g) B, = - — ~ fir 0 < k < 1;
| | k diAATdk
ridk

. "~ d AA'4d ‘
1 k k
l
2 T, T

i) r AA T, ' 8

kT Tk %* i ak'1 fiir 1 € k < 13
. k k-1

j) die umnormierten Richtungen

_ _ - 1 oo
q. :=d_ = LI 01..'. TR dk fur.l,

A
~
A
—

| ‘ erfillen die Rekursion (12.5);

. A A T A e
k) Xy = Opyq (O yqhirytxg ) + (-8 )xy  fiir 0.< k < 1,

T

wobei X_q = 0, 6k+1 = rkrk/riAATrk und
| | 1 fiir k = 0
. (12-9) pk+1 .
| - & rip '
+ -
(1 - Xl kk 1y~ fiir k > 0

A : A

0 r r

k k-1"k-1 Pk

Beweis: a)-1) ergeben sich wiederum auvs den entsprechenden Bigon-
schaften des CG-Verfahrens vermdge des skizzierten Zusammenhangs,

wir wollen lediglich éuf‘c)'etwas naher eingehen: Der CG-Algorith-
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mus liefert die Losung y]=§o+(AAT)+b von (12.7), wobei

~

Yo , Foeran’), Foen®) = v,

im Craig-Algorithmus erhalt man daher

o om T o T Tt ow o
Xl-“_xo ATy, = x b AT(ART) b = ¥+ b,

zu j) Wir vereinbaren B_4:=0; fiir O<k<l folgt

T

Qa1 = Tyaq ¥ Bydy = ~a AATdy 4y 4 B d)

. T ,

Division dieser Gleichung durch @, &gy ergibt die Behanptung,

wenn man beachtet, daB wegen f)

T T _ LT, T T,,T,, T,
rk+1AA dk = dkAA dk - qkdkAA AA dk
und mit g)
1+ 8, diaataaTa
k _ 'k k _ 0 <
o ST T T Yy U k<l
I A AA A, |
‘ k k
sowie nach Definition der B].,aj
T,,T
S I B i S
a a2 T aaT - Yk $ ko<l
| k-17kap g dyg g ATy
giltb.
zu k) Wegen ATdO=ATrO,
2o - aTe s oaTg o ATy Dkt ( ), 1<k<l
T T T T T Pt Tk TR T g T e Teked

folgt fir 0<k<1

T oA A T . ' A
e o hid = B B Ay o) H O - by x g

wobei 61:u , p1=1, sowie fiir k>0

0
T
¢ r.r
5 - (lw + k‘1)"1 (= m?k E~w nach i)),
k+1 RN k-1 FAAqr
uk'
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gesetzt wur@e. Mit 5j+163+1:“3’ J=0,1,..., erkennt man, daf die ﬁk+1
auch durch (12.9) definiert werden.| ]
CGN__CRAIG
X X

Stimmt der Startwert X =X =X der Algorithmen(12.2) und (12.6)

iberein, so gilt:

(12.10) Korollar: a) Craig- und CGN-Algorithmus brechen nach der-

selben Zahl 1 von Iterationen ab und liefern

. . - s +
die Losung x = X, F A'b von Ax = b

b) G0N . CGN
coN _ %o Oy aCRATG o
Ty CRATG CRATG “x ur b s ks
a * o e a
o) k-1
CRAIG - CGN -
c) %y 16 - Xfléﬂxk( - =,
b - Axgganllb - AXERAIG” fiir 0 < k < 1.

Beweis: a)b) ergeben sich aus (12.4)g)e) und (12.8)j)ec); ¢) folgt
aus (12.4)d) und (12.8)d).[] '

Nun sei A als nichtsinguldre nxn-Matrix vorausgesetat und die
Losung von (12.1) wieder mit X bezeichnet; Ffiir diesen Fall wurde

o .
von Amara und Nedelec' jiingst folgendes Verfahren vorgeschlagen:

(12.11) Algorithmus (Amara und Nedelec):

Start: Wihle x_e€R" und setze

A

q_ 4 =r_  =b - Axo, P, = Ar
"Fur k = 0,1,2,...
1) Falls ﬁk = 0: stop, x, = x ist LOsung von Ax = b,

Sonst setze

2) Ak :"pk”’ pk = pk/Ak'

Amara,M., Nedelec,J.-C.: Résolution de systeme matriciel indéfini
par une décomposition sur une double suite orthogonale. Mitteilung
von J.L.Lions.



Ap, fiir k = 0
G s | :
Apk - Aqu_1 © fiur k > 0
M 7 H@k”, 9 = Qk/uk:
_ T
3) o =y g/ N

Kprt T X B 0P Traq T T - ey

Ly

~ T
4) Ppyq = A Ay = HpPp e

Amara und Nedelec zeigten, daB ihr Algorithmus wohldefiniert ist

und nach 1 (<n) Iterationsschritten mit x1:§ abbricht, ferner gilt:

(15 Too. T L . _
(12.12). pkpj = qkqj = 6kj fir 0 < k,j < 1.
Wir vergleichén jetzt die Naherungen ngAIG und xﬁN, welche die Ver-

fahren (12.6) und (12.11) ausgehend vom gemeinsamen Startwert

X (#%) erzeugen, und gelangen zu folgendem Resultat:
(12.13) Satz: fur 0 < k <1 gilt:
a) o fir j = k
0 fﬁr 0 < j <k
0 by = AR = (AT Ap by - NPy
(dabei wurde g = 0, p_q =0 gesetzt).

c) Die Abbruchindizes der Algorithmen(12.6) und (12.11)

stimmen iiberein, und es gilt:

CRAIG _ _AN e _
X = Xy flir 0 £ k < 1.

Beweis: zu a) Induktion nach k:

Fir k=0 gilt riA'Tpozao wegen pO:Arq~1/AO; Sei Tgk<1 und»die Be -
hauptung bereits bewiesen fiir k-1; es folgt mit (12.12)

T,-T _ T ,-T T ) g .
rkA p',j = rk;1A pj - ak~1pk”1pj = 0 fiir 0 £ j < k



und weiter

=) T,-T

T T. T _ T )
T A By = AT (A ey g - iy gy ) s ray g s e

zu b) Wir multiplizieren

I T S (falls k > 0) bzw. n,d, = Apg

von links mit AT' benutzen ATqJ p 41lu]p] und erhalten so eine Re-
kursion der Gestalt

A _ T .
ukpk+1 - A Apk - Vkpk - L’k'*1)\k¥)k—1’ O < k < 1,

. T,T ;
dabei gilt v, =p A"Ap, wegen (12.12),

zu ¢) Beachtet man (12.8)h) und setzt

=
——
A
-
A
-t

so erkennt man, daB die GroBen des Craig-Algorithmus

LT | T, T
d r A"
(12.14) 1316 - R0 =g T - Ik T Ald, - “BT“ B
A d, 88,

fir Og<k<l erfiillen. Wegen (12.8)j) gilt fiir 0g<k<l

Sk (ATASk T VS Y 6k K1)
. SEATASk ‘ 0 fir k = 0
wobei Yy = STﬂ -, Gk = .
k“k Sisk '
T -— fir k > 0
Sk-1%%-1

Vergleich mit der Rekursion aus Teil b) liefert folgenden Zusammen-

hang zwischen den Suchrichtungen der Algorithmen(12.6) und (12.11):

k "k

p = (-1)
K s,

By 4 1= Tl fiir 0 < k < 1;

inshesondere stimmen die Abbruchindizes beider Verfahren iiberein

und wegen Teil a), sowie (12.14) gilt XEHAIG xﬁN fiir Osks<l. [ ]
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13, Der STOD-Algorithmus fiir Matrizen der Form A = 5 - N

In diesem und den folgenden Abschnitten sei A stets eine unsymme-.

" trische nxn-Matrix, die wir gemaf

M=M= N, M= (A+aTy/2 =ut, 8= (AT 2 ny/2 = b,
aufspalten, ferner wird fiir k21
k-1
8y *= [rO,ArO,..,,A rO]

gesetzt. Versucht man - im Sinne einer Verallgemeinerung des CG-

.bzw., CR-Verfahrens fiir positiv definite Matrizen - Niherungen

: xkix0+8k zu berechnen, welche die Galerkin-Bedingung

(13.1) r,=b-Ax, L s
erfiillen bzw. die Minimierungseigenschaft

(13.2) : ' X, = arg nin ||b - Axi
: xexo+Sk

besitzen, so gelangt man zu Algorithmen, die im allgemeinen in jedem

Iterationsschritt samtliche bisherigen Suchrichtungen bendtipgen

(siehe [2,30,38]). Fir Matrizen A mit M=I fanden Concus, Golub [7]
und Widlund [36], daB sich die x, aus (13.1) in einfacher Weise

berechnen lassen; ihr Verfahren (siehe (14.7)) basiert auf der Tat-

’ . . . - . : 2
sache, dal man in diesem Spezialfall die Krylovsequenz rO,ArO,A LT

mittels einer Lanczos-Rekursion der Form

(13.3) Otkvk+1 = Nv, -~ B

k k'k-1" Vo T Tor

orthogonalisieren kann. Im weiteren werden wir zeigen, daB sich

auch MCR- und STOD-Algorithmus auf solche A=I-N lbertragen lassen:

Ahnlich wie in (13.3) erzeugen wir Vektoren P> die einerseits als
Suchrichtungen fiir die Berechnung der X, aus (13.2) dienen, anderer-
seits verwenden wir die ATpk als Suchrichtungen fiir ein Verfahren
mit der Minimierungseigenschaft

X, © arg min || x —‘QH.

+ala
xexOFA Sy
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Ganz entsprechend kann man bei schiefsymmetrischem A (also M=0)

vorgeheﬁ} im folgenden sei daher A von der Gestalt
T

r

A =8 -N,8 =35I, N= -N

‘wobei s=0 oder 8=1 zu setzen ist. Man beachte, daB

ant = aTh =5 - w?

T

gilt und N mit A, A" und AAF vertauschbar ist; ferner wird von

er2k—1y = 0, ye]ﬂn, k= 1,2,...,

Gebrauch gemacht.

Wir formulieren nun die Rekursion zur Berechnung der P

sei der tfiviale Fall ATrO=O stets ausgeschlossen):

(13.4) Lanczos-Algorithmus:

Start: Setze Py = Tor P_q = 0.

Fir k = 0,1,2,...:

¥alls ATpk = 0: stop,

andernfalls setze

Priq = NPy-Oypy g mit 6y =

(13.5) Satz: Fir die GroBen aus (13.4) gilt:

a) Bs gibt einen ersten Index m, 1 < m < n mit A p

b) p%AATpk - p?ATApk =0 fir 0 < j < kg m

2 "
c) Prsq = NPy - (6k+6k+1)pk - ékék—1pk—2 fur 0 <

wobei Py = 0, 6f1 1= 0

. - 4 |
‘d) i) Lpo,pz,pA,...,ng] [f N2 ,N*ro,...,Nzkro], 0 <

r 1.

ii)'[p1,p3,p5,...,p2k+1] fNr N r Nsro,...,N

i11) [pyspyrev+sbp_q]

0

(im ilibrigen.

2k+1

<

fir k=0

Kk < M-t

m-1
2

- oM p /oy M p L piie o0



- 80 -~

e) m ist die kleinste ganze Zahl mit der Eigenschaft:
T T 2, T m, T S S
Ar WNATr ,N"ATr ,...,NTA r_ 8ind linear abhingig:

" f) m ist die Anzahl der Eigenraume von N=S-A, in denen AIr

von Null verschiedene Komponenten hat:

m
| T -

. Ay = E %
(13.6) r 7 P37

[

, Prrecesp € CN[O},

dabei sind Zys.e.sz orthonormale Eigenvektoren zu paar-

weise verschiedenen Eigenwerten iA1,...,iAm (e€im) von N;

g) i_) {A,'yA,g’oor,)sm} = {")\1,“)\2,.o.,")\m};

ii) 1 := {}A1{,lx2|,...,lxml} = [(w+1)/2] st die Anzahl

. .. T C T .
der Eigenraume von A'A, in denen A r, von Null verschie-

dene Komponenten besitzt.

Beweis: zu a)b) Sei m21 mit Arpk#O, O< k< ms per Induktion nach k
C . T, . T _ . ~ .. Ca e T
zelgen wir piAA P =0, 0<j<ksm. Fir k=1 gilt wegen N=-N

pzAATp1ipi(S—N2)NpO=O. Sei nun 1<k<m und die Behauptung bereits be-
wiesen fiir alle Indizes <k. Es folgt

p'll]jAATpk+1 = pg(S—N?‘)Npk - kaﬁAATpkm1 = 0 fir j = K, k-1,

dabei wird fiir j=k die Schiefsymmetrie von N und fiir i=k-1

T T, TOT T, T T T
Py_1AA Np, = —(Npk_1) AA"p, = -(pk + 6k—1pk—2) AN py = -p AR py

ausgenutzt . Fiir 0<j<k=1 ergibt sich mit der Induktionsannahme

T, T _ T, ’ - T,,T
ijA Pryq = ijA (Npkwékpkw1) = —(ij) A p,
- ‘ Ty .7
= ~(pj+1+6jpj~1) AA Py = 0.
. T T » T - o .
Insbesondere sind A po’A p1,...,A p linear abhidngig, also gibt es
m-1

einen ersten Index ms<n mit AjmeU, und wir wahlen m=m,
)
21 e) Pyyp N Np =0y Py 1) =83y 1PN =8, (py 48y 4py_ o) =6y, 4py

2 , \
TP (8 8 ) P8, 8 by o
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zu d} Mit c) und p,°T, zeigt man

ok
[pyrpgreevspyd € [ N7 roreee 70 ] fiir 00 ko< 2,

. 2k+1
[p1,p3,...,p2k+1j __[NrO,NBrO,. N (J

fiir 0 € k < ﬂgl,
und daraus folgt
[p I PR U 1] < [f ,Nr yseasN 7 ] Fiir 1 € k < m;

dabei gilt nun jeweils Gleichheit, denn mit AT[
auch PyrPqreeesp

) yese A p . sind
0 . m-1

n-1 linear unabhangig.

zZu é) Die Teile a)b) und d)iii) liefern einerseits die lineare Un-

abhiangigkeit von ATrO,NATrO,...,Nm 1ATr , andererseits mit

Npkzpk.'.*‘*dkpk_"’ 0<k<m: |
m, T T m-1 T T T -
NTATr = ATN(NTT v ) € [ANp A Npy,...,A Np ]
- T T : T T , - T T -1, T
< [A pO,A p1,...,A pm_1,A pﬁ] = [A rO,NA ro,...,Nm A rOJ
0

zu f)g) Zur Unterscheidung bezeichunen wir zunichst den Abbruchindex
der Lanczos-Rekursion mit m, und m sei die Anzahl der Komponenten aus

(13.6); eine solche Darstellung von ATrO existiert, denn wegen N=—NT

. no . . .
begitzt der € eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren Zj von N und

*

die zugehorigen Eigenwerte haben die Gestalt 1A Aje]R. Wir bemer-

ken, daB die (mlt den konjugiert komploxon Komponpnten von z. gebil-

[

deten) Vektoren Zj Jewells Eigenvektoren von N zu den Eigenwerten

IXj:-iAj sind. Mit (13.6), ATroean folgt

m m
_ATrO = g P25 = E B.Zj
J: j:—T' J .
und daraus -
(13'7) (}\1y)\2,..f.;,)\m} = {—)\1;“)\2...,,-)\‘“);

insbesondere sind genau 1=[(m+1)/2]<hﬂ“A§,...,A; paarweise verschieden.

(o]

Da_zj und Ej Eigenvektoren von ATA-—-S-N2 zum Eigenwert s+A% sind, ist 1

gerade die Anzahl der Eigenraume von AqA, in denen ATrO von Null ver-

schiedene Komponenten hat.

Es bleibt noch m=m zu zeigen: Nach e) ist m der Grad eines reellen

Polynoms pZ0 kleinsten Grades mit



' (13.9).Satz: a) rip
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o om
. T
- p(N)A'r = .p(ir.)z. = 0,
plI)ATr, I pyplirg )z,

d.h. mit p(ikj)=0 fir 1<j<m. Ein solches ist aber

m,
p(t) = ]T. (t - ix;)
j=1 -

(wegen (13.7) sind die Koeffizienten von p reelll), und es folgt

ﬁ=m.L]

m

Mit den orthogonalen Suchrichtungen Alpk bilden wir in Analogié zum

STOD-Algorithmus(7.7) fiir symmetrische Matrizen den

(13.8) STOD-Algorithmus (fiir Matrizen A = & - N):

Start: Wahle xoﬁan'und selze

P, = ro ='b - Axo, p_4 = 0,
Fir k = 0,1,2,...

1) Falls ATpk = 0: stop.

Sonst setze
_ I T,,T
2) @, = rkpk/pkAA Py »

T T
Xppq = X akA Ppr Tpp1 = T - ukAA Py

3) 0 fir k = 0
T.T , T T )
~PAA P/ 4AA TP filr k > 0
Prrt = NPy - OSypy_q-

Erste Eigenschaften dieses Verfahrens notieren wir in folgendem

il

0 fir 0< j < k< m.

J
T T
b) TPy = ToP; fir 0 < k< j < m,
c) U q = 0, Koy 7 Xoy g Flr 1< k € m/2

d) Bs sind Aquivalent:

(1) b € R(A)
(2)‘pm 0

(3) r, = 0.

f
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Beweis: zu a) Induktion nach k:

Fiur k=0 ist nichts zu zeigen; gilt die Behau?tung bereits fiir
ein k<m, so folgt

T T T,,T B . ‘ .
rk+1pj = rkpj - akpkAA pj = 0 fur 0 < j < k,

wobei (13.5)b) und (falls j=k) die Definition von a
b) ergibt sich aus

K benutzt wird.

' : T
(13'10) I‘k = I'O ... aOAA I')O -— “« o @ ._..('x

T
ko188 Py g

und (13.5)b); c) erhalten wir mit b) und (13.5)d)ii).

zu d) "(3) = (1)" ist trivial.

"(1) = (2)": beR(A) impliziert rOER(A), also SkSR(A), k>1. Wegen
(13.5)d)iii),a) gilt dann :

—_— m —
Pp = Npp_ g - Oy qPpon € Efo’Nro""’N ré] = S
und p €R(A)AN(AT), d.h. p =0,

n(2) = (3)": Mit (13.10), NP, =Py 4 (+6, Py _1s O<k<m, p =0 folgt

2 2 2.
r. € [ro,(s-N Ypo s (5-N%)py, v, (5-07)p 4]

S pgrpyreeein, 4]

P

und damit rirm:O wegen a).[_}

Aus (13.9)d) ist ersichtlich:
Bei nichtsinguldarem A (fiir S=I ist dies stets der Fall) liefert
der Algorithmus(13.8)

bei singuldrem A (z.B. S=0, n ungerade) miissen wir Konsistenz von

Ax=b voraussetzen: Dann folgt (mit ;O aus der Zerlegung (12.3))

T ~ T
X, € X * R(A") = X, t R(A),
. - ~ +
also X = x :=x_ + A b,

Damit formulieren wir einen weiteren
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(13.11) Satz: Es gilt:

a) x. = arg min |lx - x|l = arg min||x - %||
2k-1 T
. Q2
xexo+A 821{”_1 xexo48k

fir 1 < k € 1 (= [(m+1)/2]), wobei
3 T Ty, T , T \k-1,T -
bi = [A ro,(A A)A ro e, (ATA)TT A rO];
b) bei selbem Startwert X, stimmen die Naherungen der

Algorithmen (13.8) und (12.6) iiberein:

S _ GRAIG ...
Xok = Xopoq = Xy fur 1 € k < 1.

Beweis: zu a) Aus der Orthogonalitiat der ATpk und xmti folgt

Xop_ 1 = arg min Hx - x5

T
x€xO+A [po,p1,...,p2k“2]

wegen (13.9)c), (13.5)d)i) konnen wir uns bei der Minimierung auf

T
x € x_ + A [po’p2’p4”"’p2k-2]

_ T 2
= x_+ [A TN

ATr .NAATr ,...,Nzk'ZATr ] = x_+ 82
O O O i o]

0 k
beschranken.

b) ergibt sich aus a) und (12.8)d). [

Bemerkung: Vergleich der Rekursion (12.5), welcher die in (12.8)j)
definierten Vektoren qy des Craig-Algorithmus gehorchen, mit der

S T T,?

. _ ; 2 T T
Rekursion (13.5)c) (man beachte, daB 8, okt Po AATN p2k/p2kAA Py

k+
gilt!) zeigt:

(13.11)b) 13iBt sich auch mit Hilfe dieses Zusammenhangs beweisen,

L]

Auf Grund der Verbindung zum Craig-Algorithmus gilt die Abschdt-
zung (12.8)e) in entsprechender Form fiir den STOD-Algorithmus(13.8).
Wir wollen an dieser Stelle lediglich auf den eigentlich interes-

santen Fall S=I1 eingehen und nehmen dazu o.B.d.A.
O < Il < Il < e < g1 < INJ) = a

an.



- 85 -

(13.12) Korollar: Im Falle S=I, N#0 gilt fiir die Fehler ek:§~xk

des STOD-Algorithmus:

logyll Hlegy 4l

< min  max [p(1+X§)l < min - max Ip(t)]
e Il el pell, 1<j<l pell, 1+X§StST+A§
2., R '
242%4) | L2y
=(Tk(——~2'l~*§l) )*1 £ (Tk( iﬁg——) )—1‘ fir 1 € k <€ 1.
Xi-l1 A .

Beweis: (13.11)a) liefert

ey 4l = min [lp(a™m)e Il

pelly,
(13.6) die Entwicklung
m
0.
e = R
0 . 2 J 4
j= 1+Aj

und mit (13.5)g), (1.3) folgt die Behauptung.[:]
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14. Ein verallgemeinerter STOD—Algorithmus fir positiv reelle

Matrizen. Zusammenhinge

In diesem Abschnitt sei vorausgesetzt, daB A=M-N positiv reell,.
d.h. M=(A+AT)/2 positiv definit, ist: insbesondere existiert die

Cholesky—Zerlegung M=QQT. In Art einer Prekonditionierung fiihren

1 1

wir vermbge A =Q AQ°T, b =Q" 'b, x'zQTx

(14.1) Ax = b
iber in das aquivalente Gleichungssystenm
(14.2) Ax =b,

dessen Koeffizientenmatrix nun wegen unserer speziellen Wahl von (
die Gestalt

1 v T

A= T -N , N :=¢ 'ng T - N

aufweist. Man kann also Algorithmus(13.8) auf (14.2) anwenden;

transformieren wir gemaB

= A-Tos _ ' _ AT
Xk = Q Xk ’ rk = Qrk ' Pk = Q pk'
wieder auf die GroBen des Ausgangssystems (14.1), setzen

-1, T
Q) *= M A_pk

und beachten (13.9)c), so ergibt sich ein verallgemeinertes STOD-

Verfahren:

(14.3) GSTOD-Algorithmus:

Start: Wahle xoé]Rn und setgze

roo= b - Mxo + Nxo, p_y = 0;

erhalte P, als Losung von MpO =Ty

: T _
und setze A P, =1, * Npo.

‘Fiir k = 0,1,2,...
1) FallstTpk = 0: stop, Xy = x ist Losung von Ax = b.

Sonst, .
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2) erhalte q) als Losung von Mq, = ATpk.
3) Setze
kpk/qkA Py falls k gerade
a, = . ’
0 . falls k ungerade

o T
Xea1 T Xt Qe Ty T v - e (Apy - Ny )
4) e 0 fir k = 0

Prpt = 9 - Py - Sypp_ oo

T _ T
A Prs1 = qu - 6kA Pr.1-

Sei m (g<n) der Abbruchindex dieses Verfahrens, wir vereinbaren

ferner:

1 := [(m+1)/2],

v oi= M pr , K := M 'n, /
o o

— s v k-1

. Sk 04" ['VO’KVO"' * » "K VO] 1

' -1

Aoa=|INT ]l = p(N") = p(MTN).

Im Ubrigen sei der triviale Fall N=0 stets ausgeschlossen, auBer-
dem sollen alle betrachteten A]gorlfhmen mit demselben x fx ge-

startet werden.

Aus (13.9)c), (13.11)a), (13, 12) leiten q]ch folgende Eigenschaften
des GSTOD Algorithmus her:

(14.4) Sata: a) xy = xy 4 fir 1< k < m/2.

b) X, = arg min ||x - xHM fir 1 < k < m
X€X +M"1A §k ‘
c) : | N 1
el € Trgaryya] ¢ 2+A )" <2 (NG+A -1 L 72)
e, lly s Vi n

fir 0 £ k¥ € m.
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Die Néherungén.aus (14.3) lassen sich auch auf andere Weise be-
rechnen: Indem wir den Craig;Algorithmus(12.6) auf das speziell
prekonditionierte System (14.2) anwenden, die gestrichenen GroSen
gemd 3

tTdc

— [} o ¢ v —
X = Q@ "xp ooryp = Qry o, opy = QA T4y

transformieren und

1 -1

qQ = M Ppr Yy 1= M rk

setzen, gelangen wir zum

(14.5) SPGC-Craig-Algorithmus:

Start: Wihle xoe]Rn und setze

L b - Mxo + Nxo;

‘erhalte W als Losung von MwO = org

und setze p, = r, * Nw_.

Fir k = 0,1,2,...
1) Falls py = 0: stop, x, = x ist Losung von Ax = b.

Sonst,

2) erhalte q, als Lésung von Mg, = p,

_ T T
und setze ak = rkwk/pqu,

+ o = Ty - Otk(pk - qu),

Xk +1 k%’ Tk+1

3) erhalte W, 4q 8ls Losung von Mw =r

k+1 k+1

T

und setze B, = rk+1wk+1/r§wk,

Preq = Trpq P Wy + By

Die Naherungen des GSTOD-Algorithmus werden zur Unterscheidung

mit ngvbezeichnet; wir halten fest:

(14,6) Satz: Fiir die Naherungen %, des SPC-Craig-Algorithmus gilt:

- JOD Or o
a) X = Xop 4 = x2£ fir 1 < k< 1 (= [(wn+1)/2]);
B) Xy pq = Prpq B M AT k) 1 (1= B, )x
k+1 K+ Tk k k k417 XK1

0< k<1,
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wobei X_q 3° 0, 8k+1 = riwk/ngM~1Aka und
1 fir k = 0
Pr+1 5 Ty y
(1 - 6k+1 L 0. S T b R R

kK Tk-1"k-1 Pk

Beweis: a) folgt aus (13.11)b) und b) aus (12.8)k).[j

(14.3) und (14.5) sind also mathematisch #quivalent; beide Algo-
rithmen stehen zudem in engem Zusammenhang wit dem Verfahren von
Concus, Golub {7] und Widlund [36], welches (fiir den Spezialfall
M=I) bereits im letzten Abschnitt angesprochen wurde und das fiir

allgemeine positiv reelle Matrizen folgende Form besetzt:

(14.7) Algorithmus:

Start: Wihle xo€]Rn und setze
r, = b - MxO + Nxof X | =r 4 = 0.
Fiur k = 0,1,2,...

1) Falls T = 0: stop, X = x ist Losung von Ax = b,

Sonst,
2) erhalte v, als Losung von My, = ry,
3) setze
1 fur k = 0
Pr1 = T | '
(1 + kk l“) ! fir k > 0
rT v Pk
k-1Vk-1
et = Xeer b P (e X )

Der Abbruchindex dieses Verfahrens ist (wie beim GSTOD-Algorithmus,

vgl. (13.5)e)) durch die maximale Dimension von §k. k21, gegeben
und daher gleich m, Die Naherungen X0 1<k<m, sind durch die Galer-
kin-Bedingung

(14.8) ry = A(x - Xk).L gk’ X, € X, + g
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eindeutig bestimmt; Widlundv[36] leitete die Abschdtzung

(14.9) el
| e Ve ‘giﬁ“)’ boskem,

e Il

fiir die Fehler ek:i—xk her.

Wir zeigen nun:

(14.10) Satgz: Fiir die Ndaherungen aus (14.7) gilt:

_ 0D _ 0D .. ,
a) Xor = Xop 1 T Xop fu1 l € k € m/2;

er*m

logyylly < Hopll, < \ien? llek My,

Beweis: zu a) Aus der Minimierungseigenschaft (14.4)b) des
GSTOD-Algorithmus folgt

- OD T
X - 1L a SQk

und wegen (14.4)a), M AT=1+4K gilt -
oD _ oD e
ok " Xok1 € %o (14 K)F, < Xo " Soge

Also erfiillt xgE die Bedingung (14.8), und wir erhalten

op _ 0D
2k T *ok-1 T Xok-

zu b) Wie der Ubergang von (14.1) zu (14.2) zeigt, dirfen wir
o.B.d.A. A=1I-N, N=—NT, annehmen; sei T<k<m. Aus (14.8) folgt spe-

ziell
T, T, T 3
ekA (xO - xk) = ekA (xO - Xk—1) = 0
und damit
eiek = e£(1+N)ek = EA (9 +x o™ %k ) = piA (@ +x0—xk 1)

TT |
=TT,y < e el Ile, I,

also [leyll Vit ()7 [, 1. (]
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“(14.11) Korollar: Fiir 1 < k < m/2 gilt:

\/,;;_l_\__j‘ ” 2k+1”M < ”62k+1”M$ 1+/\ He 1”

Nach (14.10)a), (14.6)a) stimmen dic Naherungen Kor X1 Xyne e des

Verfahrens (14.7) mit den von GSTOD- bzw. SPC-Graig«Algdrithmus
berechneten iiberein; gegeniiber diesen stellen die in (14.7) zu-
satzlich gelieferten XpaXgr Xy oo nach (14.11) fiir kleine A keine
wesentlich verbesserten Naherungen dar. Man beachte, daB pro Ite-
ration von (14.3) und (14.7), sowie pro "halber" Iteration von
(14.5) jeweils ein Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix M zu
16sen ist. Wegen der Fehlerschranken (14.4)c), (14.9) sind die

- betrachteten Verfahren in der Regel daher nur fiir schwach unsym-
metrische, pogsitiv feelle Matrizen sinnvoll; als MaB fir die
Unsymmetrie von A dient dabei gerade der Spektralradius Azp(M"1N)

von M'1N.

Wir wollen noch auf einen weiteren Zusammenhang hinweisen:

Seien zundchst A, B nichtsinguldre nxn-Matrizen, und mit G::I~B—1A

wird das iterative Verfahren

(14.12) % - Gx, + B b,
e+ 1 K

sowie die "doppelte" Methode

] - : -
Xpe4q = G‘xk + GB v+ B 1b,

die sich durch Zusammenfassen zweier Schritte von (14.12) ergibt,
zur Losung von Ax=b gebildet. Hageman, Luk und Young [15] zeig-
ten, daB in gewissen Fdllen die beschleunigten Versionen

8§ := Gx. * B b - x

-1
k k (b— AXk)))

K

von (14.12) bzw.

(14.15) Hepq = Prg (Bppq®p + o)+ (1= By )% o
2 -1
8y 1= G%x + 6B b 4 BTb - x,

von (14.13) Wyirtuell" dgquivalent sind, d.h. fiir die Ndherungen

Xy aus (14.14) und ﬁk aus (14.15) gilt:



Nun sei A positiv reell und B=M gewahlt, also G:M“1N:K. Man er-

- kennt, daB die Klasse der Verfahren (14.14) auch den Algorith-

mus{14.7) von Concus, Golub und Widlund enthilt, und dieser ist
- wie eines der Resultate aus [15] besagt - virtuell aquivalent
1/2

zu (14.15), wenn mit W:=M (ZHK)"1

A 2 o T.oa AT T 2.4
Oy = O, W wak/dkw W(r - K )5k,

(14.16) 1 fiir k = 0
6 A ~
Kt Opeq GinW5k 1 -1
(1 - - ' AT 111 ~ :"") fil]" k > 0
O Op-1W W8 4 0y

gewdhlt wird. Wir konnen hier einen einfachen Beweis fiir diesen

Zusammenhang geben: Es gilt ndmlich

8, = (1+K)M“1(b~Axk) - M'1Aka, wobei r, =h-Ax,, wk:M—1rk,
W= n /20T, Wty = ma Tua T,
AT T T
6kw Wék = wkak = TV
sowie mit M(I-K<)=ATM™ 1A
AT, T 2.2 _ T -T 2yg-1,T T, 1 T
S, W W(I—K )dk = Wy MA M(I-K )M Alwy = w AMT AT

also ist durch (14.15), (14.16) gerade die Rekursion (14.6)b) des
SPC-Craig—Verfahrens gegeben, und letzteres ist nach (14.10)a),
(14.6)a) yirtuell daquivalent zu Algorithmus(14.7).



15. Ein verallgemeinerter MCR-Algorithmus fiir positiv reelle

Matrizen. Zusammenhdnge

Zunachst werden wieder Matrizen der speziellen Form
’

A=S-N,S=0 oder S =1, N = -N"

betrachtet.Basierend auf dem Lanczos-Algorithmus(13.4) bilden wir

nun - die Minimierungseigenschaft (13.2) im Visier - den

(15.1) MCR-Algorithmus (fiir Matrigen A = S5 - N):

Start: Wahle xO&]Rn und setze

P, = T, = b - Axo, P4 = 0.

Fiur k = 0,1,2,...
1) Falls Ap, = 0: stop.
Sonst setgze

T T,T
2) a, = rkApk/pkA Apy»

it

S B N Lt LA B S

3) 0 ' fiir k = 0

—pEATApk/pll{_1ATApk_1 fir k > 0

Pre1 = NPy = SyPy_q-
Man beachte, daB ATA=AAT und insbesondere pEATApk=p£AATpk gilt;

natiirlich stimmt der Abbruchindex m des MCR-Algorithmus mit dem
des STOD-Algorithmus(13.8) iiberein. Wir forwmulieren nun die we-

sentlichen Figenschaften von (15.1):

(15.2) Satz: a)‘ijTApk‘: 0 fir 0 < j < k ¢ m.
| b) rTAp ': 0 fiir 0 ¢ j <ksgom
P < < m

c) r;l\p‘j = rzApj fir 0 < k < j g m.

d) Im Fall 8 = 0 gilt oy = 0 fiir 0 < k < m/2.



1

e) | | A" 'b  falls A nichtsingulir

= + ..
x tA b falls A singular
.0

£) x, = arg min ||x - x|| , fir 1 < k < m.
xex +8 A”A '

k
Beweis: a) wurde aus (13.5)b) iibernommen. b) ergibt sich durch In-
duktion nach k, wobei man
T T - T

_ T
Terhpy = Ty hpy - o ATAp,

und a) ausnutzt. c) folgt aus
Ty = To = %hPg = o0 = 0y 4hpy g

und a); im Fall A=-N erhalten wir mit c) und (13.5)d)i)

T o T _
TophPpy = -T Npy = 0,

also d).
zu e) Fir O<k<m gilt

T

A Ap f

Pyt

AT(S—N)pk = SArpk - Arlpk_H - 6, A

k k

T
AA Py

]

'A(S+N)pk = 8Ap, t Apyp gt 8, Ap

k-1°
wegen ATpm=Apm=0 fihrt dies zu

AATr
m

T T '
A(A r, - a ATAp_ - - o

1

Apm—1)
T T T

€[AA PorMATpy, e AP ]

S{}po,Ap1,...,Apm_1],

. T LT T
und mit b) folgt ||A rm“~rmAA rm~0.

Bei nichtsingularem A (insbesonderc im Fall S=I) ist daher X X
die Losung von Ax=b. Falls A=-N singuldr ist, stellt X, immerhin
eine Losung der Normalgleichungen dar; d) in Verbindung mit
(13.5)d)ii) zeigt (mit §o aus der Zerlegung (12.3))
| 5 w,T
x € x_ R(N) = X, ot R(A™)

*

_ o ;
und es resultiert xm=§O+A b.

£f) gilt wegen a) und (13.5)d)iii). []
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Unter Berﬁckéidhtigung von (15.2)d), (13.5)d)ii) liefert ein
Vergleich der Minimierungseigenschaften (15.2)f) und (12.4)d)
folgendes

(15.3) Kbrollar: Bei schiefsymmetrischen Matrizen A = -N stimmen

‘die_Néherungen aus den Algorithmen (15.1) und
(12.2) iberein:

) _ GGN .., )
KXo+l = Xop T Xy filr 0 < k¥ € m/2.

Im Fall 5=0 sind also STOD- und Craig-, sowie MCR- und CGN-Algo-
rithmus mathematisch dquivalent, d.h. es liegt ein Analogon Zum
Entartungsfall bei symmetrischen Matrizen vor (vgl. Satz(6.6)).
Man beachte auch, daB fiir schiefsymmetrische Matrizen Bedingungen
der Form (6.4)b)c) stets erfiillt sind: Das Spektrum liegt auf der
imaginiren Achse symmetrisch zum Nullpunkb, und bei der Entwicklung
reeller Vektoren nach orthonormalen Figenvektoren stimmen die Be-
trdge der zu einem konjugiert komplexen Paar von Eigenwerten ge-
horigen Komponenten iiberein. ,

Ein unterschiedliches Verhalten zeigt sich dagegen im Fall S=1:
Nach (13.11)b) hatte zwar der STOD-Ansatz auf das Verfahren von
Craig gefiihrt, der MCR-Algorithmus dagegen erzeugt Naherungen, die
nie auf der Stelle treten, d.h. xk+1%xk fiir O0g<k<m.

(15. A) Satz: Sei A = I - N, N\ = -N, und A :=[|N|| > 0; |
iXysidy, 0.0y iX seien die Eigenwerte (von N) zu (13.6). Dann

gelten fiir die Residuen des MCR-Algorithmus(15.1) folgende
Abschétzungen: '

a)llr I |
—— <& min max |p(1-ir.)|
Hr pelly,  1<j<m J
£ min max lp(1+it)' =2 mk < (T[k/z](2+2 ))~1
péﬂk - AL bgA ‘
fiir 1 < k < m;
b)lfrk+1ﬂ
€ my = — (insbesondere a. #O) filr 0 < k < my
el o
o) vyl 1
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Beweis: zu a) Wir schreiben (15.2)f) in der Form

llrkH =  min |jb - AxH mln[]p(A)r s
x£xo+Sk peﬂk

(13.5)f) liefert die Entwicklung
m

. - o .
r = m’é“"‘— Z_;
o] %;% 1+ 1Aj ]

wobei z,,...,2_ orthonormale Eigenvektoren von A zu den Eigenwer~
1 m g

ten 1-1i]X

10 .,1—ikm darstellen, und es ergeben sich - man beachte

noch
} -
2 A ))

< < ATp /5
"€ Mape/g) < Tpy
(siehe (16.17)b)) - die gewiinschten Abschitzungen.

zu b)e) Die Werte fiir m, und m, wurden aus Satz(16.17)f) entnonm-
men. Fir k=0 gelten die Behauptungen wegen a); sei daher O<k<m,
Fassen wir xk=§0 als neuen Startwert auf, so folgt mit

A ~ — - A (‘ . o ~
x € x + Sk’ r b Ax e r_ + Aok.g r, + Spepte A_rO € Sk+2

und (15.2)f)

Hr,,. !l =  min HHb-Ax]l < min Ho-Axll = H2. |l
k+J xex +5 ; S A "-1)\ J
o “k+j xex +[% ,Ad7"% ]
. O O O
also ‘
e, 0 NE -
KA cm. gir g o= 1,200

[EN TN

Bemerkung: Die benutzte obere Schranke Ffiir My ist im Sinne

. 1/k . 1 . : 1
lim (m, ) = 1im = lim —
> 00 k > 00 l/k

koo

asymptotisch exakt (siehe (16.17)c)).

Es sei nun an Abschnitt 5 erinnert: Dort haben wir skigziert, daB

die Rekursion
(15'5) ’ A1 = Teer F OBy

mit welcher die Suchrichtungen;%(desCR—Algorithmus fir positiv de-
finite Matrizen erzeugt werden, bei indefinitem A im allgemeinen

nicht mehr brauchbar ist. Das liegl am mdglichen Auftreten der

\
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Schrittweite ak=0, die dann beim Weiterrechnen mit (15.5) den
vorzeitigen Abbruch des Verfahrens ausldst. Beim MCR-Algorithmus
(15.1) fiir unsere speziellen Matrizen A=I-N wird durch Satz(15.4)b)
stets ak%O garantiert, und es ist daher zu erwarten, daB man in
diesem Fall auch mit einer Rekursion der Gestalt (15.5) auskommt.
In der Tat besitzen die gemdf

a  := ros dk 2= 0y 4Py fir 1 < k € m,

umnormierten Suchrichtungen folgende Eigenschaften:

(15.6) Satz: Fir 0 £ k < m gilt:

T _ T
a) r Ady = rory
b) d = r + B.d,, wobei B, t= -ri .p /rTr ;
kt1 k1 k'k’ ’ k * k+1 k+1" "k k'’
. _ T T T, T
c) By = -TryqATAd /A ATAd, .
d) Fir 0 j,k <« m gilt:
| 0 falls j > k
T B T : io=
rjArk = Ty falls j = k .
T N T I
2rjrk 2rkrk - falls j < k
Beweis: Es wird noch o 1:=1, 8_1:=O, dﬂ,:zo vereinbart.

zu a)b) Wir zeigen
durch Induktion nach k. Fiir k=0 ist dies ‘trivial richtig; sei

jetz£.05k<m und die Behauptung bereits bewiesen Ffiir alle Indi-
zes <k. Mit (15.2)b) und A=I-N folgt

T T T
a, v Ap. = r,Ad, = r.A R s
i-1737P; it Ay 85 qd5 )
= rTAr. = rir, fir 0 < j < k,
"t iti -

also insbesondere a). Wegen
r£+1rk+1 - (rk'“kApk)T(?k“”kApk) B ?grk - akrEApk
ergibt sich weiter
B = V- ayrAp friry = 1 - G/ q

und auBerdem gilt - wegen



T,T T T

s - ppAdpy rmAp oo Tyfe  %k-2
k T T T T 7o T, -7 o
- P 1A APy_y L Tl 1¥Ko1 K
o
= Biq H
oy

(falls k>0) bzw. 60=8 =0 -

-1

Byq19k.q = ®SyPy_q-

Damit erhalten wir schlieBlich

dpq = OpPiyq = O (Py-Apy=8ypy 4) = vy - ry Fagp - o 8p

1

Tret Y P Beoqdieq b (ogfog dy - adipy g
T Tygq ¥ OBy
zu ¢) Aus b) und (15.2)a) folgt

T T, .
g+ A Ady =

T AT T,T
k Skt

Ad d, A" Ad, .

0 =4d g OBy A Ay

zu d) Sei 0<j,ksm: Fiir j=k ist die Behauptung wegen A=I-N offen-
sichtlich, falls j>k fithrt b) und (15.2)b) zu

LT T ’ : -
rjAIk = rJ.A(dk - Bk—ldk~1) = 0.
Im Fall j<k liefert das eben Gezeigte_r§ATrk=r§Arj=o, und unter

Beachtung von A+AT=21 ergibt sich

T _ T T - apl
rjArk = rj(A + A )rk = 2rjrk,
aus (15.2)b) folgt
T - T ‘ . 9 8. - T - T
T Ty = rk(rj - ujApj - - ak-1Apk—1) = Tyry = rjrk.[j

Mit Teil a) und b) des letzten Satzes erhalten wir eine aquivalen-

te Version von (15.1), n@mlich den folgenden

(15.7) Algorithmus (fiir Matrizen A = I - N):

Start: Wihle x0€]Rn und setze
do = ry = b - Axo.
Fir k = 0,1,2,...

1) Falls r, =0 3 stop, x, = X ist LOsung von Ax = b.



Sonst setze

_ T T,T
2) @, - rkrk/dkA Adk ’

| _ T T
3) By = Ty T/ Ty

d =T

k41 7 Tier OBy
Die Verfahren dieses Abschnitts lassen sich natﬁrlich auch zur
T. M=QQT positiv

definit, einsetzen, indem man sie auf das speziell prekonditio-

‘Lﬁsung von Ax=b mit positiv reellem A=M-N, N=-N

nierte System

1 ' -1

AT, b =gty

'

Ax' =b , A =4Q
anwendetQ Mit

-T =T -1,
X, = Q xk,_rk = Qrg, P = Q pk und qy = M Ap,

resultiert so aus (15.1) ein verallgemeinertes MCR-Verfahren:

(15.8) GMGR-Algorithmus:

Start: Wahle xoelR und setze

r, = b - Mxo + Nxo, P4 = Ap_1v= 0;
erhalte Py als Losung von MpO =T
und setze ApO =r - Npo.

Fir k = 0,1,2,...

1) Falls Ap, = 0: stop, x, = x ist LOsung von Ax = b.
Sonst,

2) erbhalte q, als Losung von Ma, = Ap,.

3) Setze

T T
0 = rpaqy/apApy.

K1 © X PPy Traq T Ty - 0 Apy

und
4) ‘ 0 fir k = 0

T " .
‘ ~qkApk/qiﬂApkq fiir k > 0
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Prsq1 = Px = Qg - OyPy_ s

APyyq = Nay - S, Ap, 4.

Bei der Ubertragung von (15.7) transformieren wir gemiB

- -1 - ' N‘ ~T

setzen ‘
1 -1

qy *= M- Ady, w, = M

und erhalten folgenden

(15.9) Alpgorithmus:

Start: wahle'xoe]ﬁn und setze

r =Db - Mx_+ Nx ;
o 0 o
erhalte d_ als Losung ven Md_ = r
, o | o 0
und setze Ad_ = r - Nd_ , w_ = d .
o o o o 0

Fir k = 0,1,2,...

1) Falls r, = 0: stop, x, = x ist Losung von Ax = b.
Sonst, |
2) erhalte q, als Losung von qu = Adk'
3) Setze

I T
Ay = rkwk/qkAdk,

Xper = X P Tyyq Torye - o Ady
| und
4 Wiy T W - mag
By = TV /T
ey = Virq + Bdps
Mg = Typq - Mg,y *+ B Ad,.

Aus (15.2)f) baw. (15.4)&).leiten sich entsprechende Bigenschaften
der beiden Verfahren (15.8) und (15.9) ab:

(15,10) Satz: Sei A := p(M~1N) > 0 und m der Abbruchindex.

Fiir 1 < k ¢ m gilt:

-~
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a) X, = arg min || b - Axlf _q
XE€X +Sk

. -1 N DU | - -t -
wobei Sy = [N 'r L m w7

b) ”rk“M__1 [\ \/’”*A

[k/2]

(Tlies2) 5 ——
”ro”M-1 BRVVARY

+ 1

Man beachte, daB die angegebene Fehlerschranke im wesentlichen mit
der des GSTOD-Algorithmus(14.3) iibereinstimmt (siehe (14.4)c)).

In der folgenden Tabelle stellen wir Operationszahlen und Spei-

cherplatzbedarf der behandelten Verfahren zur Lsung von Ax=b mit

positiv reellem A zusammen. Die einzelnen Algorithmen wurden ge-

rade so formuliert, daB anstelle von A+ x die in der Regel billige-

ren Matrix-Vektor-Produkte N-x zu bilden sind. Eine Multiplikation

mit M ist hochstens bei der Berechnung von ry notig, aber natir-

lich sind Gleichungssysteme mit M als Koeffizientenmatrix zu logsen

(M—T-x). Es werden jeweils die Anzahlen der pro Iteration (bzw.

pro halber Iteration beim SPC-Craig-Algorithmus) anfallenden Opera-

tionen aufgefiihrt:

-1 ungefahre Zahl

M~ ex | N-x Zahl der zu
der Multiplikationen | speichernden
Vektoren des IR

GSTOD(14.3) 1 1 4, 5n 8
SPC-Craig(14.5) 9 1 2, 5n 5
Algorithmus(14.7) 1 1 3n 6
GMCR(15.8) 1 1 6n 8
Algorithmus(15.9) L Ta 6

Wir wollen nun noch auf Zusammenhange zwischen den Algorithmen
dieses Abschnitls und weiteren vefallgemeinerten CG-Verfahren fiir
unsymmetrische A hinweisen. Young und Jea [38] setzen die Existenz
einer Hilfsmatrix 72 mit der Eigenschaft, daB 7A positiv reell ist,

voraus und definieren dann durch die Galerkin-Bedingung

2t

k-1
K S = [rgsAr s AT ]
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(man beachte, daB dies fiir Z=I bzw. Z=A' auf (13.1) baw. (13.2)
fiihrt) Néherungén Xy welche mit dem nachstehenden Algorithmus

’berechnet werden:
(15.11) ORTHODIR:

Start: Wihle xoe]Rn und setze

Q, = T, = b - Axo.

Fiir k = 0,1,2,...
1) Falls qp = 0: stop, Xy 16st Ax = b,

Sonst setze

T T T
2) a, = 1.2 qk/quAqk
et T Xk PO Trgq T Ty - %hag
3) -1
| T, ,2 — T .
S ZA + . q.7Aq .
q;4h"qy %;ﬁ Vi, 1ZAqJ
Yki:“ T - ;OSiSk,

432894

R T T S I SR L DS S P P

Die Suchrichtungen 4, sind im Sinne von
(15.12) q§quk = 0 fiir 0 ¢ j < k

semiorthogonal; falls ZA nicht symmetrisch ist, gilt jedoch in

: T T

der Regel quAqqukZqu.

Schritt 3) von (15.11) bendtigt Information aus sidmtlichen vorher-
gehenden Iterationen; um das zu vermeiden, wurden die "abgeschnit-
tenen" Varianten ORTHODIR(s), s eine natiirliche Zahl, vorgeschla-

gen, bei denen stets : .

Yi,i °° 0 fir 0 £ i € k-s

gesetzt-wird; Im allgemeinen gind diese Verfahren natiirlich nicht
dquivalent zu ORTHODIR, und es ist mdglich, daB sie vorzeitig oder
aber nie abbrechen; eventuell sind deshalb Restarts durchzufiihren.
Wir betrachten jetzt wieder die speziellen Matrizen A = sI - N,

8=0 oder's:1, N=—NT, und wahlen Z:zAT. Vergleicht man die Rekursion
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pk+1 = ‘(Apk - Spk + kak~1) f‘jr 0 £ k < m, po :-ro’

der die Suchrichtungen von (15.1) gehorchen, mit Schritt 3) von
(15.11) und beriicksichtigt (15.12), so zeigt sich, daB fiir Og<k<m

-6 =0 fiir 0 < i < k-2,

Y,k = "8 Yy k-1 k' Yk, 1

+
)k 1

Ut = T TPy

- gilt, Wir sind damit auf folgendes Resultat gestoBen:

(15.13) Sataz: MCR—Algorithmus(15;1), ORTHODIR(15.11) und die ab-
' geschnittenen Versionen ORTHODIR(s), s32, sind dqui.-

valent falls Z% = A = 8 - N.

Axelsson [2] diskutiert die Mdglichkeit, die GréSen

(15.14) x, = arg min |[|b - Ax}]
' k xex +S
o "k
mit Hilfe von Vektoren dk zu Lerechnen, die - in Anlehnung an das
CR-Verfahren fiir positiv definite Matrizen - ausgehend von do=r0
durch "
= _ T T T, T
(15.15)  dyyq = ryyq + By, By = -ry G A Ad, /d A Ad,

erzeugtlwerden. (15.15) ist nicht fiir beliebige Matrizen brauchbar
(bei schiefsymmetrischem A oder im. Entartungsfall bei symmetrischem

A gilt LR B =-1, d1=0), und Axelsson setzt A als positiv reell

O_.

voraus. Im allgemeinen sind die Adk nicht orthogonal (lediglich
di+1ATAdk§U wird durch die Wahl von Bk garantiert!), und die Re-
kursion der X1 nimmt die Gestalt

k
(15.16) X1 = %t %;ﬁ o, 54,

an. Es wurden wiederum abgeschnittene Varianten vorgeschlagen, die
in (15.16) (und entsprechend bei der Minimierung (15.14)) nur die
letzten s Suchrichtungen beriicksichtigen. Vergleicht man mit Algo-
rithmus(15.7) und beachtet die Aussagen von Satz(15.6), so ergibt
sich: | 7
(15.17) Satz: Fiir die speziellen Matrizen A = T - N, N = -NV, sind
Algorithmus(15.7) und die Axelsson' schen Algorithmen,

s21, aquivalent,
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16, Uber ein Approximatibnsproblem

Sei A>0 und E :=(z = 1 + it €] te[-A,A]}; Ziel dieses Ab-

schnitts ist es, Aussagen iiber die GroBen

{16.1) min max |p(z)]|

peﬂk zeEA

zu gewinnen, welche in (15.4) im Zusammenhang mit dem MCR-Algorith-
mus aufgetaucht sind. Nun 148t sich EA als entartete Ellipse mit
den Brennpunkten 1+iA und grofler Halbachse A auffassen, und wir

wollen uns zunichst mit dem allgemeineren Problem

(16.2)' min max Ip(z)] ( =t m

1 k)
pell,  zeE(d,c,a)

beschdftigen. Dabei sei

2

' - ‘ k -
M == {p(z) =1 togz t 0,50+ eee b0y | Opre-e20, €C},

d;c € C, a>0, und mit E(d,c,a) der Rand der in der komplexen Ebene

gelegenen Ellipse mit Mittelpunkt d, Brennpunkten d*c und grofier

"Halbachse a bezeichnet. Naliirlich muB ax|c| erfiillt sein, wobei

uns - in Hinblick auf (16.1) - besonders der Grenzfall a=|c| inte-

resgiert, bei dem die Ellipse zu einer Strecke degeneriert,

Liegt 0 innerhalb oder auf der Ellipse E(d,c,a), so ist (16.2) tri-
vial: Wie man mit Hilfe des Maximumprinzips fir holomorphe Funktio-
nen einsieht, gilt mk=1 und p=1 ist Optimalpolynom (sogar das ein-
zige, falls 0 echt innerhalb der Ellipse anzutreffen ist). Im fol-

genden nehmen wir deshalb stets an, daf der-Nullpunkt auBerhalbdb der
Ellipse liegt.

Man beachte, daB beim Ubergang von (16.1) nach (16.2) die Ménge der

zuldssigen Polynome erweitert wurde; dadurch konnen wir bequem auf
die Theorie der komplexen linearen Tschebyscheff-Approximation zu-

riickgreifen, Dort werden Probleme der Form

(16.3) - min max |f(z) - v(z)]|
: veV zeE

behandelt, wobei FE ein kompakter Raum, f ein Element des komplexen

Vektorraums

C(E) := {f : E>¢ | f stetig)

und VCCG(E) ein linearer Teilraum der Dimension k ist. Zu (16.3)
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existiert stets eine Minimalldsung, die zudem eindeutig ist,
falls V der Haarschen Bedingung gniigt, d.h. jedes veVN[0} h&ch-
stens k-1 Nullstellen in E besitzt. Mit E:=E(d,c,a), f31 und

V := {p] pt1 eﬂ.k}
identifizieren wir (16.2) als eine‘Approximationsaufgabe der Ge-
stalt (16.3); ferner ist die Haarsche Bedingung erfiillt, denn da
0 auBerhalb der Ellipse liegt, gilt insbesondere OfE. Durch Uber-
tragung der Resultate aus der Approximationstheorie (siehe etwa
Meinardus [23]) - mit

D(p) :={z€E | |p(z)] = max |p(u)]}

uel]

wird die Menge der Extremalpunkte von p bezeichnet - erhalten wir

somit:
(16.4) Satz: a) p eﬂkzist genau dann Optimalpolynom von (16.2),

wenn fiir alle 011059 0--,0, €C

k

min Re (p(z)(o 2O 7o ees +g zk)) <0
. 1 2 k
zeD(p) -

gilt.

b) Es existiert genau eine Optimallosung Py € My

von (16.2).

c) Dk t= D(pk) enthdlt mindestens k+1 Punkte.

Fur den Fall, daB die Ellipse symmetrisch zur reellen Achse liegt,
also

(16.5) z €E(d,c,a) = ze€ E(d;c.a)

erfiillt ist, 14Bt sich anfiigen:
(16.6) Korollar: Es gilt p, € Ml,, d.h. die Probleme (16.2) und

min max. |p(z)]
pell, ze¢B(d,c,a)

sind dquivalent.

Beweis: Sei ﬁkeﬂh das Polynom mit den kovjugiert komplexen Koeffi-

zienten von pk.Wegenlﬁk(z)|=[pk(§)| und (16.5) ist ﬁk ebenfalls

Optimalldsung von (16.2); nach (16.4)b) ist eine solche aber ein-

deutig bestimmt, es folgt pkzﬁk und somit pkeﬂk.[j
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Die Optimalpolynome py sind bislang nur fiir spezielle Ellipsen
bekannt [20]:
- Fiir den Kreis (¢=0) gilt

k
p(2) = (éég) ,

(im weiteren sei daher c=0 stets ausgeschlossen); sind beide
Brennpunkte von E(d,c,a) reell, so ist Py gerade durch das um-

normierte Tschebyscheff-Polynom

. d-z
(16.7) tk(z) E R .

gegeben. 4
Bei allgemeiner Ellipse (d,ceC) liefert (16.7) - wie jedes Poly-

nom aus H; - eine obere Schranke fiir den Optimalwert m, von (16.2):'>

k

~

(16.8) m, < max [t, (z)] =: 7,.
' k z€E(d,c,a) k k

'tk fiihrt aber auch zu einer Abschiatzung nach unten, namlich

(16.9) T, 1= min ltk(z)l < my,
zEE(d,C,a)

wie Manteuffel EZQ] mittels des Satzes von Rouché nachwies. Man-

teuffel zeigte ferner, daB im Fall a>|c| der nichtentarteten
Ellipse (Ik)1/k und (?k)1/k fir k»= gegen denselben Grenzwert

konvergieren, die Tschebyscheff-Schranken also in diesem Sinne

asymptotisch exakt sind. Aus der Darstellung T, (w)=cosh(k cosh™ Tw)

ist ersichtlich [20], daB T, die Ellipse E§:=E(o,1,u), axl, auf

(6]
T, ()

(16.7) vorgeschaltete Transformation.wz(d—z)/c gerade E(d,c,a)

die (k-fach durchlaufene) Ellipse E abbildet, und da die in

in Es ) a0{=a/lc|, liberfiihrt, ergibt sich

o
T 2 k 2 . \k
- k (o  +Voo=1 )" + (a Ya™-1)
(16.10) = 2 o R — .

Man erkennt, daB die Tschebyscheff-Schranken um so mehr auseinan-
derklaffen, je ndher der Entartungsfall riickt; fiir @ =1 gilt 1,=0
und (16.9) ist trivial. ‘
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Bei der Suche nach einer anderen unteren Schranke fiir m, hilft
uns ein Resultat ven Bernstein weiter, das eine Abschdtzung fiir
das Anwachsen des maximalen Betbtrags eines Polynoms beim Uber-
gang von {-1,1] nach Eg angibt. Filir unsere Zwecke formulieren

wir etwas allgemeiner folgendes

(16.11) Lemma: Sei p(w) = o, togu bt oeee d okwk, 0,204 +-+0,0, €0,

und 1 ¢ & < a. Es giltb:

max |p(w)| < (a L '1 ) max [p(w)].

weE® & +'V@2-1 weby
o , o

Der Beweis fiir den Fall &=1 (sieh~ etwa [23]) 188t sich unmittel-

bar ilibertragen:

Die Transformation
(16.12) , wo= My + D

- bildet sowohl den Kreis |vl=r (21), als auch |v|[=1/r auf die Ellip-

(o]

se E, mit u=w(r+~J ab, wobei

.(16.13) T o= o +\/&2 - {

: . ~ 20 ; .
gerade die Summe der beiden Halbachsenldngen von ha darstellt. Sei-
en jetzt rxt>1 die auf diese Weisn den gegebenen a»G>1 zugeord-

neten Werte, und sei

-k /1 1
q(v) = v p(i(v b V))'
Fiir |v]=1/f gilt dann

(16.14) la(o)] € ¢ wax IpG)ls
T .

welhS
44

wegen grad p<k ist q wieder ein 1olynom und insbesondere holomorph,
nach dem Maximumprinzip ist (16. 14) sogar fir |[v|<1/f erfiillt,

slso speziell fiir |v|=1/r. Es folgt

max |p(w)| < K max lq(v) ) < (£ K max fpGu) . []
WEEZ , lvl F weEg

Der Normierungspunkt O liegt auBrrhalb von E(d,c,a), sein Bild d/c
unter der Transformation w=(d-z)/c daher auBerhalb von EZ , und
: 0

wir bezeichnen mit oy (>ap>1) die grofe Halbachse der durch d/céEg
> . 1
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definierten Ellipse. Fiir dieses L gilt - die richtige Wahl eines

der beiden Zweige der Wurzelfunklbion vorausgesetzt -

(16.15) oy

EAT R 7. tv- e i
Y A R IR L

- \ﬁz;wtm

wie man sich anhand der Abbildungseigenschaften von (16.12) und

mit (16.13) klarmacht. Anwendung von Lemma(16.11) mit a=a

p(w)zpk(d—cw) ergibt

2 .k
d ay Yoy
1= p (0) = p(3) < max |p(w)| < — m s
S0 LR
wekl ' a +\/aT-1
o o o
» 1
Zusammen mit (16;8), (16.10), (16.15) resultiert also:
(16.16) Satz: Sei a_ = a/lc| s gilt:
a) [ o+ K T, (o)
Y o £ m < T renli 1
12 V)2 STRCTEN
c - ' |
S
b) o + \a“-1
le (mk)1/k = lim (;i;k)'l/k - (&) ’\/(1—-“ .
koo koo d dy2 a
‘;’* (E) -1

Wir kehren nun zu unserem Ausgangsproblem zuriick und
den Rest des Abschnitts d=1, c=ih, a=A, Man beachte,
=E(1,iA,A) (16.5) erfiillt und somit Korollar(16.6)

bzw

(16.17) Satz:

mk,}(em, gilt:

, G=a
1 o'

setzen fir
daf
greift, d.h.

(16.1) und (16.2) besitzen dasselbe Optimalpolynom“pkeﬂk. Fiir p,
») Ty l?%)
pplz) # ty(2) = ——=— en,.
Tk(EW)
b) ( A )ks?mk<-mﬁj—w
Ve Viea2 ] IRl
wobei |T (l_); = (2+A2) falls k d
i 1T, (55 Ty /2 2 ; gerade,
°) lim (m k)1/ = lim 1 1/k = A )
k>0 ) k-t ‘r[‘ )l

1

)
R
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d) i) Die Menge Dk der Extremalpunkte von Py enthélt
genau k+1 Elemente;

ii) 1+ iA € Dk;

1ii) 1 € D <> k gerade.

e) Die Nullstellen von p, liegen in {(z] Re z > 1}.

L T L S € I B S
o 1+ A2 T+
2
T+ AT

2
% + %

P ) B
\[F;FT NA+A2‘ 1’

Beweis: zu a) t, ist ein reelles Polynom (also aus Hk)’ denn T,

.

p2(z) = 1 - (1

ist (un-)gerade fiir (un-)gerades k; ferner gilt

(16.18) RN\ {0} falls k gerade

_ 1
SR '
k'if’ iR N\{0} falls k ungerade

Fur EA wird die Parametrisierung z=1-it, te€[-A, A}, gewdhlt, wegen

Tk(%) =Wy cos(k cos"1(£))

’tk(1 - it) = Uk v X

sind die Extremalpunkte vonltk durch
2, 1= 1 - 30, 85 := A cos 5 =0,k

gegeben, und es gilt

: - (_1)d . . .
Lk(zj) ’( 7y, fir 0 < < k;
.fﬁr Spéter‘Sei noch festgehalten, daB die Gj symmetrisch zu O
liegen: '
16.1 8, . = -0, fir 0 € j < k.
(, 9) Ok 3 J

Um tkipk nachzuweisen, geniigh es wegen (16.4)b) ein Polynom q mit

grad g<k und q(0)=0 zu finden, welches

(16.20) Re ((-1)3 Ty a(z;)) >0, § = 01,00,k
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erfiillt. Wir setzen g an in der Form
(z) = B, + B (1-2) + B,(1-2)% + oo & g (1-2)K
q T~ Yo 1 ' "2 k T
BO'B""".ine ]R,

und fordern - um q(0)=0 sicherzustellen -

(16f21) By ¥ By F By Hoeee B = O.»

0 <

1. Fall: Sei k=21, 1elN, gerade,

Nach (16.18) ist u =i, ¢ R\{0} und fiir (16.20) ist lediglich

Re q(zj) von Bedeutung. Fir teR stellt

2

Re q(1-it) = B - B,t° + 8,64 - --o 4 (-1)lp, (4%}

4

ein reelles Polynom vom Grad< 1l in tz dar, und die Koeffizienten

60,82,84,...,821€]R konnen so festgelegt werden, daB
1

r(t) = Re q(1-it) = uk‘TW" (+° - &?)
. j=1 .

gilt. 51,£2,...,£1 wahlen wir dabei s0, daB

00 > 8q 2 0y 2 b > e > 8y 4 >0 4 > 820 =0

erfiillt ist; r(t) besitzt dann ndmlich die 21 einfachen Nullstel-

len g1’£2’¢o;,€l, ‘&1,-.-,—5;2,—5_;1, (11@ - mal'l beaChLe (16»19) -

zwischen den 93,‘3:0,...,k, liegen. Es folgt

sgn Re q(zj) = agn r(Gj) = (~1)jsgn My
| fiir 0 < j < k

und damit
(—1)Juk Re q(zj) > 0 fiir 0 € j < k,

also (16.20). Wir wiissen nur noch (16.21) garantieren und konnen
dies etwa durch die Wahl-

81 = _BO"BQ‘BA— ree "'B

219 B :B = s :B :O

3 5 21-1
erreichen.,

2, Fall: Sei k=21-1, 1€, ungerade.

Nun gilt py=iii,, §i; € R, und wegen
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Re ((-1)3 Wy a(zy)) = (-1 iy 1n q(s))

ist in Hinblick auf (16,20) Im q(zj) ausschlaggebend. Es werden
daher 61,83,85,---,621_1€]ﬁ durch die Fordérung

Ly 2,0 1h ... 1-1 2,11
Im q(1-1t) = t(B,-B;3b +Bb"- 1) B, (8T )
‘ Col-1
-~ | 2 2
~definiert, wobei wan jetzt durch
90 > ;:1 > 61 > see > g]_-—’ > 81_.1 > 0 > 9]
und mit (16.19)
sgn Im q(1~iej) = (~1)j sgn ﬁk fiir 0 € §j € k
sicherstellt, Wahlen wir
Bo = "By=Bym mrr =By g0 By m By = mre = By 5 7 0y

50 ist auch (16.21) erfiillt, und wir haben ein q mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften gefunden.
b) und c¢) ergeben sich durch Anwendung von Satz(16.16) auf unseren

Spezialfall (man beachte m, <%, wegen tk#pk)§ ferner gilt

T (k] = 204 +\/%§1?'>k e -\/%;I?'>k>' fir ks 0,

und mit

2 2 2+
(% * l§+1 Y o= u i\/u R TR A

A
fiihrt dies bei geradem k zu

r (] -

ITk(EW)l = Tk/Z(“)'
zu d) Nach (16.4)c) besitzt p, mindestens k+1 Extremalpunkte, und
wir nehmen .an, es gdbe sogar mehr als kt1. Nach eventuellem Weg-

lassen der Endpunkte 1xiA von E, findet man dann k Stiick der Form

A
1+iej, wobei

gilt. Das durch

Ip, (1 bit)[? = pp (1 + it)p, (1 - it) = q(tb)

definierte reelle Polynom q ist hochstens vom Grade 2k und nimmt
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in den ej, j=1,2,...,k, lokale Maxima an. In jedem der Intervalle

q(t)+e flir t>iw) liegt jeweils wenigstens ein lokales Minimum.

t

einen Widerspruch gestoflen. Somit besitzt Py genau k+1 Extremal-
punkte und zwei davon sind 1#iA, d.h. i)ii) sind gezeigt. iii)
folgt aus i), da die Extremalpunkte von piell, in konjugiert kom-
plexen Paaren auftreten.

zu e) Ein Punkt a = Re a + i Im a aus € geht bei Spiegelung an

der Geraden Re z = 1 in"§ = 2 - Rea t+t i Ima liber; offensicht-.
lich gilt {zfal=|z—é, fiir alle z mit Re z = 1, sowie |a]<|4|

falls Re a < 1. Wir nehmen an, Py hatte Nullstellen in
{z] Re z < 1}; ersetzt man in der Darstellung

k

- %, - 3
T 2
. 2,
j=1 J ,

in

pk(z)

A
lea

gerade jene 2 mit Re Zj < 1 durch a5, 80 ergibt sich ein ﬁkeﬂk

mit ‘
ma x Iﬁk(z)l <my .
z €l '
A
gu f)i) Fiir k=1 erhalten wir
- : 2
5 . ;
(m1)k = min max |1 + CJ(‘lJr;i_t)"2 = min ((‘Ho)2 + 02A2)==M~Am~*
ogeR -A<EgA | geR T + A
wobei das Minimum genau fiir ¢ = - ml«§ angenomhen wird,
: T+A™ :
ii) Die Polynome aus M, lassen sich in der Form
- 2 -
Pg v(z) =1+ (o-v)z + vz™, o,veR,
parametrisieren; es gilt
s L4367 = (Tro-vt®)? 4 12 (0tv)?,  -h < & < A,
und das Maximum der rechten Seite - da eine nach oben gedffnete

2 .. -
Parabel in t - wird fiur £%=0 oder tg’:/\2 angenommen. Aus d) ergibt

gich Dz;{1.1+iA, 1-iA}, und als Optimalpolynome kommen nur die p

mit

(1)1° (1 +10)]°

H

2 _
(1 + 0)° = lpo,v IPg .y

q' miite also mindestens 2k+1 Nullstellen haben, und wir sind auf

2!

g,V

= (1 + 00" 4 A% + (14 A%V - 2v)
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in Frage. Mit T:= ~l~§ (<1) erhdlt diese Bedingung die Form
1+A ‘ '

'02=r-%—(v-r)2,

und es resultiert.
("‘2‘)2 =  min~ (1 +0)% = (1 - /F)?

o,veER

o%=T- %—(\)—I‘)2

mit o"=-/T, v'=F.[:]
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III. NUMERISCHE BEISPIELE

17. Allgemeines. Modellprobleme

Als Beispiele, die das numerische Verhalten der verschiedenen
Algorithmen illustrieren sollen, dienen uns symmetrische bzw.
- unsymmetrische lineare Gleichungssysteme, wie sie bei der Dis-

kretisierung der elliptischen Differentialgleichung

(17.1) . -bAu - gu = fx,y) , (x,y)eqQ

bzw.

(17.2) - -bu + ou = f(x,y) ,» (x,y)eq

- mit jeweils vorgegebenen Randwerten u'aQ:g -~ anfallen. Dabei sei

o €R eine Konstante und Q={(x,y) | 0<x,y<1} das Einheitsquadrat des

mz; Nach Wahl einer natiirlichen Zahl 1 iberziehen wir Qo mit

dem Gitter (xi,yj)=(ih,jh), i, j=0,1,...,1+1, der Maschenweite
. h=1/(1+1) und versuchen nun Naherungen Uij der Lbsungen'u(xi,yj)

von (17.1) bzw. (17.2) an diesen Stellen zu berechnen. Dazu wird

in den inneren Gitterpunkten (xj,yj) ~Au durch die Flinf-Punkte-Forme)

(Alli. - U,

J i-1,3 " v

2
41,5 " Vi, ge1 0 Uy ged/h

bzw. u durch
X

(U /2h

i1, 7 o1,y

ersetzt, und anstelle von (17.1) bzw. (17.2) erhdlt man das lineare

Gleichungssystem

. 2 _ 2

(17.3) (b= oh™)U - Ty g 5= Uiyq 5= Us 597U 54170 f(gi,yj),
i,j:1,2,.o-,1’

bzw. |

_ ¢4 . 0h 4 Oh '

(17.4) 404 - (1 e AU AT FR I FERTRIE P

it

i)j :1p2,oo’,1’



- 115 -

- wobei jeweils Ui':g(xi’yj) fiir (xi,yj)GBQ zu setzen ist - fiir die

J
2

n:=1" Unbekannten Uij' i,j=1,2,...,1, welche wir in der Anordnung

U11'U21’.’.’UlT'U12’...,.1112,"',[]11’."’[Il]_

zu einem Vektor der Lange n zusammenfassen.

Durch die symmetrische nxn-Matrix

(17.5) A=A - oh°1,

dabei entspricht

mit den 1x1l-Blocken

gerade dem Fall 0=0, ist dann die Koeffigientenmatrix des Glei-

chungssystems (17.3) gegeben, welches wir als symmetrisches Modell-

problem bezeichnen und als Testbeispiel fiir 0D-, STOD-Algorithmus
und ihre prekonditionierten Varianten verwenden wollen. Die Eigen-

werte Xij (und die zugehorigen Eigenvektoren) der positiv definiten
Matrix Ao lassen sich explizit angeben (siehe etwa [34]), nidmlich

(17.7) Xij = 2(2 - cos I%% - cos I%%),i,j = 1,2,...,13

A besitzt die Eigenwerte Aij—ohg und ist also fiir geeignetes o>0

indefinit und nichtsinguléar. Fiir unsere Tests widhlen wir fiir 1,n,0

Werte, die auch von Chandra [6] benutzt wurden: Zum einen
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1=15, n=225, zum anderen 1=31, n=961 und beidemal 0¢=30 und 0=90.
Im Fall 0=30 ist sowohl fir n=225, als auch fiir n=961 genau der

eine Rigenwert A11—0h2 von A negativ, im Fall 0=90 liegen jeweils
die vier negativen Eigenwérte Aij—chz, i,j=1,2, vor.

Als Prekonditionierungsmatrix QQT fiir das symmetrische Modellpro-
blem verwenden wir, dem Vorschlag Chaudras [6] folgend, die positiv
definite Matrix LU, welche man bei der naherungsweisen Faktorisierung

von AOzLU nach Dupont, Kendall und Rachford [9] erhdalt ("DKR-Pre-

konditionierung"). L,U haben die Gestalt

12 1+1
- R 4 i
1 | ,

die beiden Subdiagonalen von L stimmen ferner mitl denjenigen von A

tiberein, bestehen also nur aus -1 bzw. 0, so dafl zum LOsen eines
Gleichungssystems LUgq=p lediglich etwa 3n Multiplikationen benotigt
werden. l

Als Koeffizientenmatrix des Systems (17.4) ergibt sich die nxn-Matrix

A=M-N, deren schiefsymmetrischer Anteil durch

- -

S
0’.
S.
v - o
O
S-—J
mit den 1x1-Blocken
"O -’1‘. O~'1
1 0
S = -ST =
»
0 10
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gegeben ist, wdhrend die Matrix (17.6) gerade den symmetrischen
Anteil darstellt: M=AO. A ist somit positiv reell und liefert unser

Testbeispiel, das unsymmetrische Modellprbblem, filr die Verfahren

aus den Abschnitten 14 und 15. Fir n,o widhlen wir die Werte
n=49,'n=225, n=961 und jeweils o=1, 0=10, ¢=100; als Prozedur fiir
das Losen von Gleichungssystemen mit M als Koeffizientenmatrix wird
der Algorithmus von Buneman (eine Beschreibung findet man z.B. in
[33]) benutat.

Zu der rechten Seite unserer Testsysteme Ax=b gelangen wir, indem
wir zundchst die LOsung x aus n Zufailszahlen (aus dem Intervall
[-1,1]}) vorgeben und dann b:=A% setzen. In jedem Iterationsschritt

werden stets der relative euklidische Fehler
B = lxy -l /11x, - i
und das relative Residuum
R t= e /e

berechnet. Fiir einen Teil der Beispieie wurde der Verlauf von Ek

(durchgehende Linie ) und Ry {(unterbrochene Linie — — =— ) ge-
plottet. Als Startwert wurde jeweils x0=0 gewahlt, und gestoppt

wurdén die Algorithmen, sobald Rks10"7 erreicht war.
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18, Symmetrisches Modellproblem ohne Prekonditionierung

Der OD-Algorithmus in der Form (2.2) ist instabil: Die Fehler Ek

~

B "~
sind nur bis zu einer Iterationsnummer k monoton fallend, fiir k>k
wachsen sie wieder an und explodieren schliefBilich. Die Genauig-

keit des besten Naherungswertes Xg ist sehr bescheiden, wie man

folgender Tabelle entnehmen kann, in der die Werte von ﬁ' E

aufgefiihrt sind; k
0=30 0=90
n=225 47 !'3.8210-5 58 | 12471 g-4
n=961 82 | 2.5449-3 | 103 | 4.21,,-3

Um den Grund fir dieses instabile Verhalten zu finden, wurden eini-
ge Modifikationen des OD-Algorithmus(2.2) getestet:

In Version (A) wurden die Residuen in jedem Schritt mittels r =b-Ax

k k

berechnet, in (B) wurde die Berechnung der Skalarprodukte r{pk_1,

pipk’ piApk in doppelter Genauigkeit ausgefiihrt, und in (C) wurden
orthonormale Suchrichtungen verwendet, die mittels einer von

Paige [24] vorgeschlagenen Variante des Lanczos-Algorithmus erzeugt
wurden. . |
Es zeigt sich, daB man auf diese Weise die Instabilitdt nicht be-

seitigen kann, es ergeben sich lediglich minimal verbesserte Werte

fiir Ef. So erhdlt man z.B. im Fall n=225, 0=30 fiir k | B

(») l (B) l (0)
47 ] 3.59,4-5 ’ 47 ] 3.2245-5 l 48 | 2.58,,-5

Das Scheitern des OD-Algorithmus wird verstindlich, wenn man neben

~ - T T ' . . . ..
a, stets ak:(x~xk) pk/pkpk und damit Auﬂ]pkﬂ, sowie die GroBen
(1) (2) :
Cp T Oy und

)

, i —0£1)Aak_1"pk_1” ; céz doy o llp_,ll

aus der Formel (7.6), auf welche uns die Diskussion in Abschnitt 7
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gefiithrt hat, berechnet, %.B. ergibt sich fiir n=961, 0=30:

k 5 10 20 30 - 40
Lo | 1l py 1] 2.49 1,02 | 4.Bhy-1 | 1048051 | 1.23, -1
lAqklnpkll . 3.62,4-7 §.465056 1.05,0-4 | 5.63;0-4 |2.5544-3
lAakH;HJ!—ckl 1.99%0—9 3.264-101 4.82,,-10 1.65,,-10 A.82i0-10
c£1) 2.64 2.23 2.09 2.00 1.98
ciz) 0.94 1.00 1.03 1.00 0.99
50 60 | 70 80 82(=k) | 90

1.2510—14 2.3010—2 2508 -2 2'5510*2 .11, ,4-2 4'2610‘2

7.2010"3 707410"3 304—310"3 7-8910"3 9-8/&10“3 /p.0710"2

5.3710—10 9.8710-11 8.4610~11 4,7510—11 3.8010—11 »1.2210—10
1.93 2.19 2.06 1.95 2.15 2.17
0.95 1.03 1,07 1.02 1.01 1.01
" Bereits nach wenigen Iterationén wird also - in Einklang mit (7.6) -
Aaﬂlpku fast vollstdndig durch c, beschrieben. Die Fakboren ¢§1),
ciz) bewirken, dafl die beiden letzten Schrittweitenfehler meist ver-

stirkt werden (zu beachten ist, daB die AqupkH fast durchweg alter-
nierendes Vorzeichen aufweisen) und |Aak|Hpkalckl mit wachsendem k

ansteigt, bis schlieBlich in der Gegend von k der relative Schritt-

weitenfehler lAakI/ lukl so grof wird, daB die fiir k>k weiter be-

rechneten Naherungswerte x, unsinnig werden.

Als einfache Mdglichkeit, den OD-Algorithmus(2.2) zu stabilisieren,

bietet sich die Verwendung der folgenden Restart-Technik an: Man
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speichert den Naherungswert Xp mit dem bislang kleinsten Residuum,

d.h.lerH= min |{r.||, und startet den Algorithmus mit diesem Xg als
0gjsk Y
Startwert neu, sobald

(18.1) ey, 1> 8 - wmin |lr ||

k+1 0<j<k Jj
(mit einer geeigneten‘Schranké B>1) eintritt. Es ergeben sich dann
fiir ’

k = erster Index mit R < 10
o ; ko

kREST = Iteration, nach der ein Restart erfolgt,

die Werte:

0=30 ‘ 0=90
ko Vkppgr|® | ¥o | ¥rmst | ®

n=225 | 78 51 6 114 4,107 12

n=961 1781 89 121 228 112 20

Der Verlauf von Ek, Rk fiir die Falle n=961, 0=30 bzw. 0=90 ist

in Fig. la bzw. 2a dargestellt, "m " kennzeichnet dabei einen Re-
“start.

Wesentlich bessere Resultate liefert der stabile STOD-Algorithmus

(7.7), welcher
0=30 0=90

- n=225 56 (54) 73 (71)

n=961 114 (108) 146 (141)

7

Iterationsschritte benotigt, um Rks10" (Ek<10"6) zu erreichen.

Zeichnungen zu n=961, 0=30 bzw. 0=90 findet man in Fig. 1b bzw. 2b;
ein Vergleich mit Fig. la,2a zeigt deutlich die Uberlegenheit des
STOD-Algorithmus gegeniiber dem OD-Algorithmus,

Der MCR—Algorithmus(S.A) braucht fur die Reduzierung der Fehler

-7 -6
auf Rks10 (Ek§10 )
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o=30" ‘ 0=90
n=225 50 (49) | 66 (66)
n=961 94 (96) | 121 (124)

Iterationen, also etwas weniger als der STODwAlgorithmus. Man
kann aber wohl sagen, daB der STOD-Algorithmus einem Vergleich
mit dem MCR-Algorithmus standhidlt.
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19. Symmetrisches Modellproblem mit DEKR-Prekonditionierung

Der PCOD-Algorithmus(8.4) ist wiederum instabil, so daB man ihn

in Verbindung mit dem Restart-Kriterium (18.1) implementieren muf,

um iiberhaupt zu einem ersten Index k, mit Ry <1Of7 zu gelangen;

es ergeben sich dann folgende Werte: °
0=30 0=90

Ko | ¥rest | B | ¥ | ¥pmsr | P

n=225 | 26 19 5 59 - 35 8

n=961 37 25 2 83 42 | 3

Dagegen zeigt der PCSTOD-Algorithmus(8.5) ein stabiles Verhalten,
6
)

und Rk<1o"7'(mk<1o' ist nach

o=30 : 0=90

n=225 21 (20) | 40 (39)

n=961 | 30 (30) 54 (56)

Iterationsschritten erreicht. Der Verlauf von Ek, Rk ist fiir die

Fdlle n=961, 0=30 bzw. 0=90 in Fig. 3a bzw. 4a (PCOD-Algorithmus)
und in Fig. 3b bzw. 4b (PCSTOD-Algorithmus) dargestellt.

Fur die Zahl der Iterationen, die man mit der prekonditionierten -

Version des MCR-Algorithmus(5.4) zur Reduktion der Fehler auf

R 610—7 (Eks10"6) benotigt, ergeben sich mit

“k
0=30 =90

n=225 | 18 (18) 37 (35)

n=961 25 (26) 49 (50)

ahnliche Werte wie fiir das PCSTOD-Verfahren.
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20. Weitere Beispiele symmetrischer Matrigzen

a) Singuldres symmetrisches Modellproblenm

Die Matrix (17.5) A=Ao-oh21 des symmetrischen Modellproblems
wird fiir ohzzlij (= einer der Eigenwerte (17.7) von AO) singu-

lar und liefert uns ein Testbeispiel fiir das numerische Verhalten

- des STOD-Algorithmus im singuliren Fall. Als Werte fiir n,o wahlen

wir n=225 bzw. n=961, sowie jeweils 0=\,,/h° und 0=\,,/h%; durch
b:=Az - mit einem Vektor z aus Zufallszahlen - wird die Konsis-

tenz von Ax=b garantiert. Da nach Satz(10.5)j) die Losung
§=§O+A+b, auf welche das STOD-Verfahren stoBt, von X abhangt,

wurden zwei verschiedene Startwerte getestet,
Es zeigt sich, daB der STOD-Algorithmus(7.7) auch im Fall dieses
singuldren symmetrischen Modellproblems stabil bleibt und bei

Verwendung von

x_ = (0,0,...,0)7T

o
1

2 _ 5
A12/h o = A22/h

n=225 54 (51) 63 (56)
n=961 108 (102) | 120 (115)

(1,1,..., 1"

bzw. x =
(o]
_ 2 _ 2
o = A12/h g = A22/h
n=225 54 (50) 64 (56)
n=961 108 (101) 128 (121)

Iterationsschritte bendtigt, um Rks10'7 (Eks10"6) 7zu erreichen.
. oy 2, . . .
Fiir n=961, 0=A22/h ist der Verlauf von Ek,Rk in Fig. 5a (x0=0)

bzw. 5b (xo=(1,...,1)T) dargestellt.
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b) Zwei Beispiele zum Entartungsfall

Als Koeffizientenmatrix fir unser Testsystem Ax=b dient die
100x100-Matrix ‘

A1/2 :: diag(‘l"/-é"‘/j'-oofv 56;"‘*')0,--.,.-/3_,"!/2—,—‘1)
bzw.
Ay := diag(1,2,3,...,50,-50,.,.,-3,-2,-1),
und die rechte Seite b1/2 bzw. b1 wird so gewdhlt, daB die Lsung

jeweils durch x=(1,1, 1)T gegeben ist. Ferner benutzen wir den

~Startwert xO*O dann gllt e, =3~ x0=i, und es liegt gerade der Ent-

RESIDUUM [-==)

REL.

FEHLER BZV.

artungsfall im Sinne von (6 4) vor.
STOD- und MCR-Algorithmus (7.7) und (5.4) schneideun hier gleich
gut ab und benctigen

STOD 69 (65) 129 (127)
MCR 70 (66) | 130 (126)

Iterationen zur Recduktion der Fehler auf R, <107 -7 (E E, <10 6). Fig. 6
zeigt den Verlauf von Ek' i fur das STOD-Verfahren im Fall A=A1.

to°
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21. Unsymmetrisches Modellproblem

In der folgenden Tabelle sind fiir das Verfahren(14.7) von
Concus, Golub, Widlund, fiir GSTOD-, SPC-Craig-Algorithmus (14.3)
bzw. (14.5), sowie fiir das GMCR-Verfahren(15.8) und seine Ver-

~sion(15.9) die Werte von k, (= erster Index mit Ry $10~7) und
. o)
- jeweils darunter stehend - Rk' zusammengestellt:
o
n |o (14.7) (14.3) | (14.5) (15.8) (15.9)
| 6 5 3 6 6
49 1 . ‘
794079 | 7-916-9 74909 | 7+910-9 7.910-9
' 14 13 7 14 | 14
] i 10 : '_ ' .
4.810-8 40810'-8 [00810—8 40710“8 /4-710"‘8
51 53 ‘ 26 51 54
" 100
8.610—8 : 6ﬁ510~8 8.410-8 9.110—8 9.310“8
5 5 -3 1 s 5
2251 1
15 15 8 15 15
" 10 :
2.710-8 7.610—9 7.6TO—9‘ 2.810-8 2‘810"8
83 83 42 82 8
" 100
5.110-8 15.310—8 4.810«8 9'110'8 8.910—8
5 1 s 3 5 5
9611 1 ‘
: 1.210-8 7.510—10 7.810~1O 1.210—8 1.210~8
13 13 7 | 13 13
" 10
. 5.910—8 1.710—8 1.710—8 6.010—8 6.010_8
87 87 L 87 . - 89
" 1100 -
9v710'8 /0410”‘8 70/110"8 8-7-'0"8 8./10""‘8

Diese numerischen Resultate spiegeln sowohl die theoretische

Kquivalenz der Algorithmen (14.3) und (14.5) bzw. (15.8) und
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(15.9), als auch den Zusammenhang zwischen den beiden Veffahren
(14.7) und (14.3) recht gut wieder. Es fallt weiter auf, dab
das.GMGR—Vérfahren; welches ja in jedem Schritt eine neue Nahe-
rung liefert, nicht besser abschneidet als der GSTOD-Algorith-
mus, der in jeder zweiten Iteration auf der Stelle tritt. Be-
ricksichtigt man noch Operationszahlen und Speicherplatzbedarf
der fiinf Verfahren (siehe Abschnitt 15), so sind also die Algo-
rithmen (14.3),(14.5),(14.7) (und unter diesen wire wohl der
SPC-Craig-Algorithmus zu favorisieren) dem GMCR-Verfahren vor-

zuziehen.
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22, Fehlerkomponenten lings einzelner Eigenvektoren beim

CG-Verfahren

Anhand einiger numerischer Beispiele wollen wir aufzeigen, wie
sich die in Abschnitt 11 fiir den CG-Algorithmus angegebenen Schran-
ken im Vergleich zu den tatsichlichen Fehlerkomponenten darstellen,
Als Koeffizientenmatrix unseres Testsystems Ax=b dient jeweils

die nxn-Diagonalmatrix
A = diag(k,hQ,AB,..-,ln),

wobei A > O und Aj 1= (j+8)/10 fiir j=2,3,...,n,

als Startwert wird xo=0 benutzt und die rechte Seite b nach Wahl

eines Losungsvektors

T .
(0,02y03,~~-v0n) (“ e )

durch b:=Ax definiert. Wir interessieren uns fiir die Fehlerkompo-

r

nente zrek lings des zu X gehdrenden Eigenvektors z=(1,0,...,0)"
und zwar fiir den Fall, daf X isoliert vom restlichen Spektrum

liegt, d.h. O<A‘«A2 oder A®> A . Man beachte, daB dann fiir

: . tan <(a,uk) 1/2
£, = sin<(z,§,) ( , )
> 1+ tan'<(z,ok)
. L4
2 .
( \ tan®<(z ,S ) 1/2
€, = 8in<(z,$S =
k Tk (1 + tan <(z,Sk))
nach Lemma(11.5)a) die Abschidtzungen
' A HA,-22 _ -1/2
~ 2 n "2 2 1/2 o~
(22.1) €, S (1 + Tk_1(~X;:X;w—)/ tan“<(z, A ro)) =1,
2 An+X2~2X ~|/2
(22.2) € < (1 + Tk—1(_7. X ) /fﬂn <(z,r )) =t W

gelten, und wir diirfen in den oberen Schranken fiir ‘zTekl Ek bzw.

durch ®, bzw., w, ersetuzen.
Ek rch Wy "k s
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‘Es wurde jeweils der Verlauf der folgenden fiinf GroBen geplottet:

Kurve 1 zeigt die tatsdchliche Fehlerkomponente
/X Ivte /e,
k oA

des CG-Algorithmus (der - um RundungsfehlereinflUsse zuriickzudran-
gen - in doppelt genauer Arithmetik implementiert wurde) und
Kurve 2 die zugehdrige Schranke

(22.3) B el /e ll,

wie sie Korollar(11.3)a) zusammen mit (22.1) liefert. Kombiniert

‘man die iiblichen Abschidtzungen furlfekH Me H (siehe [1]) mit

(11 3)b), so fiithrt (22.3) zu der "a priori-Schranke" (Kurve 3)

A2 Xn .
. {' ] max {}1- K—‘,I1— 7;,} lpl/k(uk + 1
“®, *min 7 - T ’ ' !
k T, (D 12 fle It
' k-TYA ) ' '
_ n "2

. n
wobei k:=xk(A) und T:=( E p? Aj)1/2. SchlieBlich wurde die

Schranke (11.11) (mit w, aus (22.2)) gezeichnet:

[ Afl
(lplw +1) (1+ V) (1+ .
]leOHA L Xk NJEwiHA'K1+2Xk)

dabei benutzten wir einmal den illusorischen Wert xk—O (Kurve 4)
und einmal die realistische GroBe Xi= Ay /A falls A<h, bzw. X ‘K(A)
falls A>A (Kurve ))

Dem Beispiel, das in Fig. 7 dargestellt ist, 119gt die Wahl n=592,

A=500 (» 60= A592) zugrunde; Fig. 8 gehort zu n=192, A=10" -3 (< 1—A2).
In beiden Fallen dienten als Komponenten p,p2y03,.,.,pn von e
Zufallszahlen aus [-1,1]. Ebenso wurden die Zahlen Posrenesp, fiir

die Beispiele (beide mit n=62, A:10"4) iniFig. 9 und 10 erzeugt,

dagegen die Komponenten p=zTeO ausgezeichnet gewdhlt, ndmlich

0=10% (Fig. 9) und p=10"2 (Fig. 10).
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