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Introduction

e

n présente quelques résultats sur les polytopes convexes entiers,
c’est-a-dire les sous-ensembles d’un espace vectoriel R% qui sont
'enveloppe convexe d’un nombre fini de points de Z¢, Clest un sujet
flémentaire, mais qui ne s’est développé que depuis les années soixante; en
particulier, les travaux pionniers d’E. Ehrhart y ont Jjoué un réle important,.
hrhart a étudié le nombre de points entiers dans un polytope convexe
entier, et dans ses multiples rationnels. On redémontre une partie de
ges résultats dans la premiére partie de ce texte (1.1 et 1.2); quelques
compléments sont donnés sans démonstration en 1.3 et 1.4. La deuxiéme
partie ost consacrée 3 la généralisation par Kantor, Khovanskii et Pukhligkov
de la formule sommatoire d’Euler-MacLaurin; on y calcule la somme des
valeurs d’une fonction polynomiale aux points entiers d’un polytope convexe
entier. Dans la troisiéme partie, on expose un théoréme de Betke et Kneser
1985) qui décrit toutes les “mesures finiment additives” sur les polytopes
convexes entiers, qui sont invariantes par automorphismes affines entiers.
nfin, dans la quatritme partie, on fait le point sur des travaux plus récents,
oncernant les mesures finiment additives et invariantes par translations.

T ——— e D ——

Les premitre et quatriéme parties sont une version expurgée d’un exposé
U séminaire Bourbaki [B1]. Le présent texte, de nature élémentaire, fait
'impasse sur les relations entre polytopes convexes entiers et géométrie
algébrique ou symplectique, bien que ces relations jouent un réle essentiel
idans beaucoup de travaux récents. Pour ces liens, on renvoie entre autres &

(T, [B2] et [A].

1. Le polynéme d’Ehrhart d’un polytope convexe entier

1.1. On considére I'espace vectoriel réel R? de dimension d, et le réseau

4 dans R%. Un polytope convexe P dans RY est I'enveloppe convexe d’un

nombre fini de points de R%. On appelle dimension de P, et on note dim(P),

a dimension de I’espace affine engendré par P. On appelle intérieur relatif de

P, et on désigne par P°, I'intérieur de P dans espace affine qu’il engendre.

L'enveloppe convexe dans R¢ d’un nombre fini de points de Z¢ est appelée
Polytope convexe entjer.
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22 MICHEL BRION

Figure 1

On cherche & compter les points entiers dans P et PO, clest-a-dire }
4 dénombrer les ensembles (finis) PN Z¢ et P°N Z4. Des propriétés
remarquables des nombres de points entiers dans les multiples nP et nPo,;f
considérés comme fonctions de I’entier positif n, ont été découvertes par E.
Ehrhart; voir [E1], [E3], [E4). Voici une partie de ses résultats. /

coefficients rationnels, tel que
ip(n) = card(nP N Z%)
pour tout entier n > 1. De plus, on a : ip(0) =1 et
ip(—n) = (=1)3™® card(nP° N Z¢)
pour tout entier n > 1 (“loi de réciprocité” ).

1.2. Démonstration. Considérons d’abord le cas ol P est un simplexem
de sommets s, ...,S84, c’est-a-dire : P est Ienveloppe convexe des points
affinement indépendants sg, . . ., Sq. Définissons un sous-ensemble C de R4 XR '
par +$

C = {(v,t)] vetP, t >0} . 2
Alors C est le cone convexe fermé dont les arétes sont engendrées par les g
vecteurs (linéairement .indépendants) (so,1),...,(s4,1). De plus, pour tout &
veRY ona:venPNZ%es (v,n)€(Z2¢%x2Z)nC. i

Notons II le sous-ensemble de Z% x Z formé des points qui peuVen? k
s’écrire Z:.L t:(si,1) avec des t; € [0,1[. Alors les couples (m,n) tels Q“: ‘
m € nP N Z% sont ceux qui peuvent s’écrire

(m,n) = (mo,n0) + Y, Ti(s6,1)
=0

: i |
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ot (mo,mo) € II et ol les z; sont des entiers non négatifs; une telle
décomposition est unique. Par conséquent, le nombre de points de nP N 29
est le coefficient de 2" dans la série formelle

Fp(z) = Z 2no Z ZTot+Ta

(mo,no)€l Z0,...,2d >0

Observons que 0 < ng < d pour tout (mo,ng) € I et que ng = 0 implique
mo = 0. Par suite, il existe des entiers 6, . .., 6, tels que

<
Fp(2) = (bo+b1z+ - +6a2%) - (1—-2)7¢"1 . °

De plus, 6o = 1. En développant la série, on en déduit que

card(nP N Z9) =50<":;d) +51<"+3"1) +--.+5d<Z>

oﬁ (%) désigne le polynome (A=Yt —1)---(t —d + 1). Ainsi, card(nP N Z4)
est fonction polynomiale de n, et la valeur en 0 de cette fonction est 1.

Notons IT' le sous-ensemble de Z9 x Z formé des points qui peuvent
s'écrire Z?:o ti(si,1) avec des ¢; €]0,1). On montre comme ci-dessus que

o0
Z card(nPO N Zd) 2" = Z Z"(1 - z)-d—l )

n=1 (mo,no )€’
R LR
(30’1)‘.'_,.... (s0.1)
o )| T e
Rd - Rd
Figure 2

Observons que II et I’ sont échangés par la symétrie centrale qui envoie
(m,n) sur (so+ - + 54 —~m,d+ 1 —n), d’ott

00 d
Z card(nP°n Z%) = Z Al R el Zéizdﬂ_i(l - z)7e1
¢ on=1 (m,n)ell 1=0

n® 67 — JANVIER 1996
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24 MICHEL BRION
et finalement

card(nPoﬂZd)=5o<n;1) +61(Z> +-~-+6d(n+j_l) .

D’autre part, on a (') = (=1)4(**9™") et ceci entraine la loi de réciprocité
pour les simplexes entiers.

4

Considérons maintenant le cas d’un polytope entier P quelconque. Alors
P peut étre subdivisé par des simplexes entiers, c’est-a-dire qu’il existe une
famillle finie de simplexes entiers (5;);e, telle que :

(i) si F est une face de Sj, alors F' = Si pour un k € J; A
(ii) si j,k € J, alors S; N S, est une face (éventuellement vide) de S; et de S; §

1

(ili) P est réunion disjointe des intérieurs relatifs des .S;.
On en déduit que
card(nPn 2%) = Z card(nS; N z% .
jeJ
La premitre partie de la preuve entraine que card(nP N Z%) est fonction ]
polynomiale de n; le polynéme correspondant est

ip(t) = Y (-1)4m(3) i (—t)
j€d _
d’apres la loi de réciprocité pour les simplexes entiers. La valeur an 0 de ce

polynéme est donc 3 ; (~1)%™(53) = 1 (caractéristique d’Euler-Poincaré de 3
P). De plus, on a :

(~D)F P ip(—t) = 3 (1)) i ()
jeJ

oll on pose codim(S;) = dim(P) — dim(S;). Mais pour tout entier n > 0, on
a: ,
Z (—1)codim(S;) is;(n) = Z (—1)codim(S;) card(nS; N Z%) = card(nP° N z% §
jeJ jeJ :
d’apres l'identité d’Euler. Ceci démontre la loi de réciprocité pour P.

1.3. Les coefficients du polynéme d’Ehrhart

Avec les notations de 1.1, écrivons

ip(t) = ag(P) + ay(P)t + - - - + ag(P)t¢

(on suppose pour simplifier que P engendre R, c’est-a-dire que dim(P) = d),
Notons volg(P) le volume de P, normalisé de facon que les mailles du réseat
Z? soient de volume 1. De méme, toute k-face de P a un volume bien déﬁnz
volg(F); en effet, puisque 'espace affine engendré par F est rationnel, son
intersection avec Z¢ y induit un réseau, et celui-ci permet de normalise,l"wle _
volume. = M

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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POLYTOPES CONVEXES ENTIERS 25

Proposition. Avec les notations précéazates, on a : ag(P) = volg(P) et

ag-1(P) =% 37wl (F)

Fcp

ot la somme porte sur les (d — 1)-faces de P.
Démonstration. Pour n entier positif, on a :

E . ip(n) = card(nPn 2%) = card(P - lZd) = Z 1.
n
3 mePnizd

Par suite, n=%p(n) est une somme de Rismann pour Pintégrale [, dz =
volg(P), d’ott ag(P) = lim,_,, n~%p(n) = <lg(P)

- La seconde équation se déduit de la Ioi de réciprocité; en effet, celle-ci
implique

ipo(n) =ad(P)n‘i._ad_1 p)nd~1+__.

lim Ti—d+l(ip(n) —ipo(n) = 2aq4_1(P) .

n—oo

f D’autre part, P \ P° est réunion des (d 1 -faces de P, et leurs intérieurs
relatifs sont deux & deux disjoints. D’ol

Jim 0" (ip(n) - ipe(n)) = >~ volg_1(F)
Fcp

‘par l'argument précédent,.

- En particulier, lorsque d = 2, on retrouve Iz formule de Pick (voir [Pi]) : le
£ lombre de points entiers dans un polygone convexe entier P est égal & laire
§de P, plus la moitié du nombre de points entiers sur le bord de P, plus 1.
.‘Cette formule est d’ailleurs valable pour les polygones entiers simplement
§ connexes; pour la démontrer directement. on subdivise le polygone en
{ triangles entiers, qui ne contiennent pas d'autres points entiers que leu_l:s
gsommets. On montre ensuite que pour un tel triangle ABC, les vecteurs AR
fet AC forment une base du réseau; en particulier, I’aire du triangle est 1 /2.

®  En dimension 3, tout se complique. En effet. dans R® muni du réseau Z3,
considérons le tétraedre T(p,q) de sommets (0.0,0), (1,0,0), (0, 1,0), (1,p,q)
L0l p et ¢ sont des entiers premiers entre eux, tels que 0 < P < gq. Alors T(p, q)
§2¢ contient pas d’autres points entiers que ses sommets; mais T'(p,q) n’est
Pas engendré par une base de Z3, car il est de volume ¢/6. Tout tétraddre
Entier, ne contenant pas d’autres points entiers que 7s_§sr_sp_{qmé,t§,1‘ est I'image

d'un 7(p, q) paraﬂfréﬂﬁfbﬁiéﬁ‘)hisme affine entier; ce résultat non trivial est-

n° 67 - JANVIER 1996
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26 MICHEL BRION

(1,1,3)

Figure 3

Pour un polytope convexe entier P de dimension 3, on a :

ip(t) =1+a(P)t+ % Y voly(F)t? + vola(P) t*
FCP

et le seul terme inconnu est a;(P). Contrairement au cas de la dimension

on ne peut exprimer ce terme en fonction des votumes des aretss de P. En
effet les faces de T(p,q) sont de volurmie et ses arétes sont de volume L

D’ou

a1 (T(p,q)) = card(T(p,q) N Z%) — 1 — az(T(p,q)) — a3(T(p,q)) =2 — % R

J

. /ﬁ,

et notre assertion. ;

Plus généralement, en dimension d, on ne peut exprimer aucul
des coefficients a;(P),...,aq—2(P) en fonction des termes Y Fcp volg(F)
(somme sur les faces de dimension k); voir [K]. Par contre, chaque ar(P) est
combinaison linéaire des volumes des k-faces de P, avec des coefficients qui
ne dépendent que de la géométrie locale de P en ces faces. Plus précisément,
pour toute face F, considérons le cone Pr engendré par les points p — f Oh
pe Pet feF. Alors Pp est un cdne convexe polyédral rationnel (c’&it-i'
dire : Pr est engendré par un nombre fini de demi-droites entiéres). De plus,
le plus grand sous-espace linéaire contenu dans Pr est la direction de la face
F.

v asabia
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Figure 4

Théoréme. On peut associer & tout céne convexe polyédral rationnel o,
un nombre rationnel p(o) tel que

ak(P) = ) u(Pr)voly(F)

FcP

£
i

%
,.0u la somme porte sur les k-faces de P.

* Ceci résulte de [M4]; voir aussi [B1]. Par exemple, pour les faces de
dimension d — 1, on peut prendre u(Pg) = 1/2 d’aprés le calcul de aq_;(P),
et c’est le seul choix possible. Pour les faces de dimension plus petite, il n’y a

" pas de choix unique de p.

1.4. Le nombre de points entiers dans un tétraédre

On va donner la valeur du coefficient a;(P) lorsque P est un tétraedre
entier dans R3; le résultat final est dit & J. Pommersheim (voir [Po]) et il
fait intervenir des expressions arithmétiques appelées “sommes de Dedekind”

, {voir [RG]).

:”:" Soit A une aréte de P; soient Fy et Fy les faces de P qui contiennent
. A. Notons R3le quotient de R? par la droite affine engendrée par A, et Z°
llmage de Z3 dans R3. On peut trouver une base (e1,e2) du groupe abélien
libre R3 telle que e; et F; engendrent la méme demi-droite. Alors la demi-
droite engendrée par F5 est engendrée par pe; + ges ol p, g sont des entiers
‘Premiers entre eux. De plus, on peut supposer que 1 < p < ¢. Définissons la
, Somme de Dedekind associée & (p, q) par

AR

_5 iy B
s(p,q) = ;((q))(( 7 )

o LRI

n° 67 - JANVIER 1996
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28 MICHEL BRION

1

olt ((z)) =z — [z] — L si z n'est pas entier, et ((x)) = 0 sinon. Enfin, posons’
A~qetdA——S(p,q)+4 ‘

Théoréme. Avec les notations précédentes, on a :

_ 1 vola(Fa,1) = vola(Fa2)
a(P)=>" (36mA (vob(FA’?) + v012(FA’I)) +da)vol(A) .

En particulier, lorsque P C R?® a pour sommets (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0),
(0,0,c) ol a, b, c sont des entiers positifs, on trouve : ;

1.,ab be ac d* a+b+c+A+B+C 1

S T T 1 ‘
bc aA ac bB ab cC
—As( )~ Bs( g )~ Cslg )

ol A = pged(b,¢), B = pged(a,¢), C = pged(a,b) et d = ABC. Dans le cas
ol a, b, ¢ sont premiers entre eux deux & deux, on retrouve une formule
due & Mordell, et redécouverte par Ehrhart; voir [Ml], [E2]. D’autre part,
Kantor et Khovanskii ont redémontré les résultats de Pommersheim, dans le
cadre de leur généralisation de la formule sommatoire d’Euler et MacLaurin

(voir [KK2] et 2.3 ci-dessous). Enfin, Cappell et Shaneson ont annoncé une

ule qui dénombre les points entiers dans un simplexe entier de dimensmn
..\\\ e T et e P T ey
quelcondiie; voir e
_—
2. Une généralisation de la formule sommatoire

d’Euler et MacLaurin

On expose un résultat de Pukhlikov, Kantor et Khovanskii (voir [KKI]
et [PK2]) qui généralise aux polytopes convexes entiers la classique formule 1

sommatoire d’Euler et MacLaurin exprimant Z o f(m) comme : ]

/ fe f(“)+f(" +z( = ),<f<2" () - 2% V(a)) “

pour tout intervalle entier [a,b], et pour toute fonction f : [a,b] — C
suffisamment réguliére. Ici les B, sont les nombres de Bernoulli, déﬁnisv

par la série génératrice |
p

- 2n
1—e:1:p( 1+ = z+z (2n oot .

On peut reformuler ce résultat en introduisant 1'opérateur différentiel de
Todd : !

8/h

1 > n— B, n
Td(a/ah)=1—_em—_6/%).=1+58/ah+;(—1) i = az/

(
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Cest une série formelle en Iopérateur de dérivation partielle 8/8h.
Observons que

b+h . 5
Td('a(zh)/a f(z)dz|p=o =/n f(m)d:n-}-%f(b).*_; (_1)11—1%]4271-1)(1))
On a donc :

: b+ha

> f(m) = Td(8/9h:)Td(8/0hs) / @) dzlnsonoo

C’est cette version de la formule sommatoire d’Euler et MacLaurin qu’on va
généraliser aux polytopes convexes entiers, en établissant au passage d’autres
formules sommatoires.

2.1. On conserve les notations de 1.1, et on note

A= Z[ml,ml‘l,...,xd,x;l]

l'anneau des polynémes de Laurent en d variables, & coefficients entiers.
Cet anneau est intégre; on note K son corps des fractions. Le monome de
Laurent 7" - - - 27 sera souvent noté ™, avec m € Z¢.

On note M l’ensemble des “séries formelles” Zme za Gm ™ ou les an,
sont des entiers relatifs. L’ensemble M est un groupe abélien, et méme un
A-module’: on peut multiplier une série formelle par un polynéme, mais le
produit de deux séries formelles n’est pas défini en général.

Une série formelle f € M est dite sommable s'il existe Q € A non nul,
tel que la série formelle Qf := P est dans A. La somme de f est alors
P/Q € K. On vérifie que la somme de f est uniquement définie, si elle existe.
Par exemple, pour m € Z4\ {0} fixé, la série Y 5 T™™ est sommable, et
sa somme est (1 — 2™)~!; tandis que la série 3°°° 2™ est sommable, de
somme nulle.

Revenons aux polytopes convexes entiers. Soit P un tel polytope. Pour s
sommet de P, rappelons que P, désigne le céne engendré par les —s + p avec
p € P. C’est un cone convexe polyédral rationnel.

Théoréme. (i) Pour tout cone convexe polyédral rationnel o, la série

formelle
plo) = Z ™
T€EoNZ4

est sommable; notons ®(o) sa somme. De plus, ®(c) = 0 si o contient une
droite.

(ii) Pour tout polytope convexe entier P, on a dans K :

Z ™ = Z z°®(Fy)

mePNZ4

(somme sur I'ensemble des sommets de P).

n® 67 — JANVIER 1996
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30 MICHEL BRION

Démonstration. (i) On se rameéne par subdivision au cas ot le cone o est
engendré par d arétes dont les directions sont linéairement indépendantes.
Soient my,...,myq les points a coordonnées entiéres, premiéres entre elles,
sur ces arétes. Soit II le sous-ensemble de Z¢ formé des points qui peuvent
s’écrire ZLI tim; avec des t; € [0,1[. On vérifie, comme dans la preuve du

théoreéme 1.1, que

d
o) [Ja-zm)= Y .
i=1

mellnz4

Ainsi, ¢(o) est sommable. Si de plus o contient une droite, alors o est
invariant par une translation de vecteur entier m # 0, d’ol (1 — z™)p(o) = 0.

(ii) Pour toute face F' de P, on dispose du cdne convexe Pr engendré par les
~f+pavec f € Fetpe P (voir 1.3). Notons Pr le cone f + P ou f est
un point arbitraire de F°. Alors Pr ne dépend pas du choix de f, et on a :
¢(Pr) = zf o(Pr). Montrons qu’on a dans M :

(*) Z ™ = Z (_l)dim(F)( Z xm) .
F

mePNZ4 mePrnZ4

L’énoncé en résulte, en sommant les séries et en observant que la somme de
Y zeppnze T est nulle si Pr contient une droite, c’est-a-dire si F' n’est pas
un sommet.

Soit m € Z9. Vérifions que ™ apparait avec le méme coefficient dans
les deux membres de (). Si m € P alors m € Pp pour toute face F. De
plus 1 = ¥ (=1)3™F) (identité d’Euler). D’autre part, si m ¢ P, notons
@ lenveloppe convexe de P et de m; notons R DPadhérence de Q \ P.
Alors les faces F de P telles que m ¢ Pp sont exactement les faces de
R qui ne contiennent pas m. Mais puisque R est étoilé par rapport a m,
on a : EG(——I)‘“"‘(G) = 1 (somme sur toutes les faces G de R), et aussi
S g (=1)dmUED = 0 (somme sur les faces H de R qui contiennent m).
Dol 3, ep, (“)UMF) = 1 et 3 o5 (~1)4mE) =0, ce qui termine la
vérification de (x).

2.2. On considére maintenant un polytope convexe entier P de dimension
d, tel que tous les cénes P, (ol s décrit 'ensemble des sommets de
P) ont exactement d arétes. Un tel polytope P est appelé simple. Pour
chaque sommet s, on note m(s),...,mq(s) les points & coordonnées entiéres,
premiéres entre elles, sur les arétes de P,. On pose IT, := 32 [0, 1[mq(s).

Théoréme. Soit L une forme linéaire sur R%, & valeurs complexes, telle
que L{m;(s)) # 0 pour tous s et i. Alors :

(l) Z exp L(m) —_ Z Zmensnzd erp L(s + m)

d
mePNZ4 €S i=1(1 — exp L(m(s))

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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:‘i(ii) /esz iz = (- Z ezp L(s) |det(m1(s),...,md(s))l

s€S H?=1 L(mi(s))

Démonstration. D’aprés la preuve du théoréme 2.1, on a :

Zmen nza TF
Z = Z :L‘"‘*(s))

mePNZ4 3€S i=1

Pour en déduire (i), on voudrait substituer expL(m) & z™. A cet effet,
définissons un homomorphisme de groupes € : A — C par £(z™) = exp L(m).

" Alors € est un homomorphisme d’anneaux. De plus, € s’étend au sous-anneau

de K formé des fractions ayant pour dénominateur un produit de termes
1 —z2™); en effet, on a e(1 — z™(®)) = 1 — exp L(m;(s)) et ce nombre
n’est pas nul. L’identité (i) en résulte. Pour (ii), observons que le polytope

_ P est entier par rapport au réseau %Zd ol n est un entier positif arbitraire.
, Appliquant (i) & ce réseau et divisant par n

4. on obtient

1 B 2 men,nze €2PL(T)
nd Z exp L(m) = gexpL(S) 12, n(1 — exp L(l2dy)

mePNLzd

" On en déduit (ii) par passage & la limite, en observant que

card(Il, N Z%) = |det(my(s), ..., mq(s))] .

Remarquons que l’équation (ii) est valable pour tout polytope convexe
simple P, & sommets non nécessairement entiers; un bon exercice consiste a

" démontrer directement cette identité.

2.3. On conserve les notations de 2.2, et on note Fi,..., Fy les faces de
codimension 1 de P. Chaque F; a pour équation f; = 0 ol f; est une forme

affine sur R?, définie & un multiple prés. On normalise f; en imposant que

" ses coefficients soient entiers, premiers entre eux, et que fi(z) > 0 pour tout

z € P. Pour h = (hy,...,hny) € RY, on note P(h) le polytope convexe défini
par les inéquations f;(z) + h; > 0. Ainsi P(h) est obtenu par déplacement des
faces de P.

On définit I'opérateur différentiel de Todd en N variables, par

8/0h;

Td(8/h,...,0/0hN) = Hl_e (—o/0h)

C’est une série formelle en les opérateurs de dérivation partielle 8/9h;. En
particulier, pour toute fonction polynomiale f(hy,...,hn), 'expression

Td(3/dhy,...,0/0ks)f(ha,. .., hn) = Td(8/0h)f(h)

a un sens.
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32 MICHEL BRION

Théoréeme. Soit P un polytope convexe entier de dimension d. On
(s sommet de P) est engendré par une base

suppose que chaque cone P,
Alors pour toute fonction

du réseau Z%; en particulier, P est simple.
polynomiale f de degré au plus n sur R4, la fonction

h— f(x)dz
P(h)
est polynomiale de degré au plus n + d au voisinage de Dorigine, et on a :
(+) rae/on) [ f@dsheo= 3 fm).
P(h) meEPNZ4 ~

En particulier, on a : Td(8/0h)vol(P(h))|h=0 = card(P N Z%). Le membre
de gauche de (*) dépend doublement du réseau Z¢ : par la normalisation de
’élément de volume, et par les normalisations des inéquations des faces, qui

servent & définir P(h).

Démonstration. On utilise les notations de 2.2. On vérifie d’abord que
toute fonction polynomiale homogene de degré n est combinaison linéaire
3 coefficients constants de fonctions de la forme z — L(z)™ ou L est une

forme linéaire sur RY, telle que L(mi(s)) # 0 pour tous s et i. On peut

donc supposer que f(z) = L(z)"; alors J P(h) f(z)dz est le terme homogene
exp L(z) dr comme

de degré n dans le développement en série de n! |, P(h)
fonction de L. Appliquons lidentité (ii) du théoréme 2.2 au polytope convexe |

P(h) pour h assez petit. Les sommets de P(h) sont alors
d

s(h)y =s— Z hi(s,iymi(s)

i=1 . :
ot j(s,1) est indice de la face F; de P qui contient s, mais qui ne contient
pas l'aréte de P issue de s et de direction m;(s). De plus, chaque cone

P(h)s(ny s'identifie & P,. On a donc

LI mgelas

SIS

Figure 5

ooy 0
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L(s) = Y% hys 0 L(m;
/ epr(z) dr = (_l)dz ezp( (s) dE;=1 7 (s,) (m (3)))
P(h) s€S Hi=1 L(m,(s))
En développant en série par rapport & L, on en déduit la premiére assertion
du théoréme. De plus, pour vérifier (*), il suffit de montrer que

0  ezp(L(s) — 3¢ hji,s) L(my(s
(1 ST S R b Ll
sES [Lic; L(mi(s)) mepPnzd
Mais d’aprés le théoréme 2.2 (1), le second membre est égal 3

Z exp L(s)

d
s€S Hi:l(l —exp L(m;(s))
Enfin, observons qu’on a pour tout t € C :

Td(a/ah) e.’l:p(th) ,h=0 =

t
1—-exp(~t)

En effet, la dérivation par rapport & h multiplie ezp(th) par t. On en déduit
que

Td(—(z)ex (L(s) *i s,y L(my( I = (exp I( ))f[ —L(m(s))
Sh D e 7 (s,8)L\T4(S h=0 = (€TDp L(s u I_T_’L‘pL(Tz(s))

Ceci permet de terminer la vérification de ().

On trouvera dans [KK1] et [PK2], des énoncés analogues, pour les
fonctions produit d’un polynéme par Pexponentielle d’une forme linéaire.
Lorsqu’on essaie de généraliser le théoréme dans une autre direction, en
affaiblissant les hypothéses sur les cones P,, la situation est beaucoup
moins claire; on renvoie & [KK2] pour des résultats partiels, qui permettent
cependant de retrouver la formule de Pommersheim énoncée en 1.4. Enfin, le
théoreme 2.3 est généralisé dans [BV] & tous les polytopes entiers simples.

3. Polynéme d’Ehrhart et mesures invariantes
des polytopes entiers

On expose un résultat de Betke et Kneser qui caractérise le polynéme
d’Ehrhart, voir [BK].

3.1. On conserve les notations de L1, et on note P(Z%) I’ensemble des
polytopes convexes entiers. Une mesure (finiment additive) sur P(Z9), 3
valeurs dans un groupe abélien T', est une application

L:P(Z% T
qui vérifie le “principe d’inclusion et d’exclusion”
P € P(Z9) est réunion de Py,.... P, ¢ P(Z%), on a

w(P)=3 (-t 3
k=1

1< < <ip<n

chaque fois que

Py NPy )
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34 MICHEL BRION

Par exemple, le volume est une mesure 3 valeurs dans (1/d!)Z. L’application
qui a P associe son polynéme d’Ehrhart ip est aussi une mesure
en effet le principe d’inclusion et d’exclusion est vérifié pour tous les
ip(n) = card(nP N Z?%) ot n € N, et donc pour ip(t).

Notons Aut(Z%) le groupe des transformations affines bijectives de R qui
préservent Z4: ce groupe opére dans ’ensemble P(Z¢). Observons que P et
g(P) ont le méme nombre de points entiers, pour tout g € Aut(Z9); d’ou
igp)(t) =1 p(t). Ainsi, le polynéme d’Ehrhart est une mesure invariante par

Aut(Z?). Réciproquement, on a le

Théoréme.

Soit p : P(Z4) — T une mesure invariante par Aut(Z9). Alors p est
fonction linéaire des valeurs du polynéme d’Ehrahrt en 0,1,...,d, clest-a-
,7a4 €T tels que

d
w(P) =2 wir(k) -

dire : il existe 7o, - - -

k=0
Dans cet énoncé, on peut remplacer les valeurs en 0,1,...,d par les
valeurs en n,n+1,...,n+d oll n est un entier arbitraire. En effet, le

polynéme d’Ehrhart appartient a I’ensemble des fonctions polynomiales de
degré au plus d, qui prennent des valeurs entitres en tous les entiers; notons
E,; cet ensemble. Pour 0 < k < d, la fonction
£\ tt—=1)---(t-k+1)
(k> h k!
est dans Eg4, et ces fonctions forment une base du groupe abélien Eg4. I

en est de méme des fonctions (*t™) pour 0 < k < d : ainsi, les valeurs en
nn+l,...,n+d de tout f € Eq sont combinaisons linéaires entieres des

valeurs en 0,1,...,d.

3.2. Démonstration. On commence par construire un groupe abélien

BK(Z?) et une application
P(zY) — BK(Z%)
p - [P

qui vérifient la propriété universelle suivante : pour toute mesure i, a valeurs
dans I et invariante par Aut(Z%), il existe un unique homomorphisme de
groupes i : BK(Z3) — T tel que i([P]) = [P] pour tout P € P(Z%).
Autrement dit, I'application de P(Z¢ vers BK(Z¢) est la mesure invariante
par Aut(Z%), et universelle.

A cet effet, on définit BK(Z%) comme le groupe abélien qui a pour
générateurs les éléments de P(Z%), et pour relations :

oS0t Y
k=1

1<y <<k n

P, N---NP,
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pour tout P qui est réunion de Py,...,P,, et
P —-4(P)

pour tous P € P(Z%) et g € Aut(Z?). On note [P] I'image du générateur
P dans BK(Z%); il est clair que lapplication ainsi définie est la mesure
universelle.

Pour 0 < k < d, appelons k-simplexe standard tout simplexe entier de
dimension k et de volume k-dimensionnel (1/k!). Les k-simplexes standard
sont les images par Aut(Z?) du simplexe Sy dont les sommets sont l'origine
et les k premiers vecteurs d’une base de Z¢. Le polynéme d’Ehrhart d’un tel

k-simplexe est :
t+k\ @+ D({E+2)---(t+ k)
k - k! ’

En dimension au moins trois, il existe des polytopes convexes entiers qui
n’admettent aucune subdivision par des simplexes standard (par exemple,
les tétracdres T(p,q) définis en 1.3). Cependant, on peut trouver de telles
subdivisions si on s’autorise & faire des différences de polytopes. Plus
précisément, on va montrer le résultat suivant.

Proposition. Le groupe BK(Z?) est engendré par les k-simplexes
standard.

Le théoréme en résulte; en effet, soit P un polytope convexe entier. La

proposition implique P'existence d’entiers zo(P), ..., zq(P) tels qu’on ait dans
BK(Z9) :
d
[P] =" z(P)[Ak] -
k=0

1l en résulte d’'une part que
d

w(P) = zk(P)u(Ax)
k=0
et d’autre part que
d t+k
ip(t) = zx(P) .

Cette dernitre équation permet d’exprimer les zx(P) comme combinaisons
linéaires entieres de ip(0),...,ip(d).

Pour démontrer la proposition, observons que le groupe BK(Z?) est
engendré par les images des simplexes entiers; en effet, tout polytope convexe
entier P admet une subdivision par des simplexes entiers (S;);es comme en
1.2; alors on a dans BK(Z9) :

[P =) (~1)=dmE(s;) .

jeJd
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36 MICHEL BRION

De plus, par récurrence sur la dimension, on peut supposer que l'image dans
BK(Z9) de tout simplexe entier de dimension < d — 1 est dans le sous-
groupe engendré par les [Ag), 0 <k <d-1 Soit S = conv(zg,--.,Z4) un
simplexe entier de dimension d; alors divol(S) := V(S) est un entier positif.
Si V(S) = 1, alors S est standard, et c'est terminé. On va montrer par
récurrence sur V(S) que [S] — V(S)[A4] appartient au sous-groupe engendré
par les [Ag], 0 <k <d-1

Notons Fg, ..., Fy les (d — 1)-faces de S. Soit p € Z4: soient Fi,,...,Fj
les faces dont hyperplan sépare strictement p et S; soient Fj,,...,Fj, les
autres faces. Alors conv(p, S) admet deux subdivisions en simplexes entiers :
I'une par S et les conv(p, Fi, ), et Pautre par les conv(p, Fj,)-

P . ij P
F; I;
sz
Figure 6

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de trouver p € Z¢ tel que
V (conv(p, F;)) < V(9)
pour 0 < i < d; autrement dit, que p est plus proche de chaque F; que le
sommet de S qui n’est pas dans Fj.

On va expliciter un tel point p. On peut supposer que les
entiers de S sont ses sommets; alors les vecteurs Z; — ZTo,---»
indivisibles dans Z¢. Soit s le plus grand entier tel que (£1 — Toy---2Ts — zo)
peut étre complété en une base de Z¢. Quitte & remplacer S par g(S) pour
un g € Aut(Z9¢), on peut supposer que To = 0, ; = €1,...,Ts = Es. Alors
Tep1 = @1€1 + -+ + Gded aVec pged(@s41, .- 0d)
peut supposer que Gst2 =°* = ad = 0, puis que

0<ayLag<--<0a3-1<0s

seuls points

et a; > 1. Soit r le plus grand entier tel que
r<l4a;'(ar+---+as-1 -1),
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alors r < s. Soit p le point de coordonnées 0 (s — r — 1 fois), 1 (r + 1 fois), 0
(d — s fois). Vérifions que p convient.

Pour 0 < ¢ < d, notons F; la (d — 1)-face de S qui ne contient pas le
sommet z;. Notons f; I'unique forme affine sur R? qui vaut O sur F; et 1 en
z;. Les valeurs des f; sont :

o=zt +zoata; (1—a1~ -~ a501)Ts + Go(Tagr, .-, Tq) — 1,
fi =z — 0:07 %5 + 9i(Tot1, - - -, 2a) (1<i<s—1),
fo=a]'z, + 95(Ts41, - - -, Ta),
fi = 9i(Tst1,. .., 24) (s+1<j<d).

Il faut vérifier que |fi(p)] < 1 pour 0 < ¢ < d. Observons d’abord que p est
dans 'hyperplan engendré par F;, pour tout i > s + 1. D’autre part, on a :

folp)=r+a;'1-a; - — Gs—-1)
d'ou 0 < fo(p) < 1. On a aussi : fo(p) =a;' €[0,1[et pour 1 <5< s—7—1,

~on a : fi(p) = —a;'e; € —1,0]. Enfin, pour s—r <i<s-1, on a :

filp) =1 —a;la;, dolt fi(p) € [0,1). Si de plus f;(p) = 1, alors a; = 0, d’ou
ar=---=g@aj_1=0et
r<l+a;Yaip1+-+a,1—1)< 1+(s—1—1)

et 1 < s — r, contradiction.

Remarque. La démonstration ci-dessus redonne D’existence du polynéme
d’Ehrhart, en n’utilisant que son calcul (facile) pour les simplexes standard.

4. L’anneau des polytopes entiers

On expose une partie des résultats de McMullen, Morelli, Kantor, Pukh-
likov et Khovanskii sur l’anneau des polytopes et son analogue entier,
ainsi que leurs applications aux mesures (ou valuations) invariantes par
translations. Des constructions universelles analogues & celle du groupe
BK(Z%) de 3.2, joueront un grand réle dans cette derniére partie.

4.1. Mesures et valuations sur les polytopes
On note P(R9) I’ensemble des polytopes convexes de R%. Comme en 3.1,
on a la notion de mesure (finiment additive) sur P(R?), & valeurs dans un
groupe abélien I'. Une notion apparemment plus faible est celle de valuation :
il s’agit d’une application p : P(R%) — T telle que
wPUQ) =u(P)+u@Q) - uPnQ)

pour tous P et Q dans P(R?) tels que P U Q est aussi dans P(R%). En fait,
ces deux notions coincident, comme le montre le résultat suivant.

Proposition. Soit y1: P(R?) — I' une application qui vérifie
wP)=pPNH")+u(PNH") - u(PNH)
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38 MICHEL BRION

pour tout P € P(RY) et pour tout hyperplan H de R4, délimitant deux
demi-espaces fermés Ht et H~. Alors y est une mesure.

Démonstration. Notons £(R%) le groupe abélien ayant pour générateurs

les éléments de P(R%) et pour relations
[Pl - [PNH*|~[PNH}|+[PNH]

ol P et H sont comme ci-dessus, et o [P] désigne I'image de P dans & (24).
D autre part associons a tout polytope convexe P sa fonction caractéristique

— {0,1}; notons L(R?) le sous-groupe du groupe additif des
apphcatlons de R® dans Z, engendré par les fonctions caractéristiques des
polytopes convexes. La relation évidente

lp =lpan+ + lpng- — lpnu
permet de définir I’homomorphisme de groupes

¢:E(RY — L(RY), [P] — 15 .
L’énoncé de la proposition équivaut & l'injectivité de ¢. Pour la venﬁer,l
considérons z = 3 [F;] — 3°[Q;] € £(R?) tel que ¢(z) = 0. Ecrivons les P,
et les ; comme intersections finies de demi-espaces; d’ol une famille (ﬁme)
d’hyperplans (H,). Le complémentaire de la réunion de ces hyperplans n s
qu’un nombre fini de composantes connexes, et chacune de ces composantes’

n’a qu’un nombre fini de faces bornées; soit (Rg) la famille finie des

adhérences de ces faces.
Les relations

[Pl=[PNH}+[PNH;] - [PNH,]
permettent d’écrire les P; et Q; comme combinaisons entiéres des Rg. Pa.r
suite, on a = = 3 ; ag[Rs] avec des ag entiers. Choisissons un R, dont la
dimension est maximale parmi les dimensions des R figurant dans z. En
évaluant ¢(x) en un point de l'intérieur relatif de Ry, on obtient az = 0. On
conclut par une récurrence immédiate.

4.2. L’anneau des polytopes (voir [Mc1], [Mc2])

Il existe une mesure (ou valuation) universelle sur P(R9), donnée

par la construction suivante. Notons H(Rd) le groupe abélien ayant pour
générateurs les éléments de P(R?), et pour relations ~
(PUQ]-I[P]-[Q]+[PNQ]
chaque fois que P, Q et PUQ sont dans P(R%). Alors I’application canoniqué
P(R*) - [I(R?), P — [P] 2
est la valuation universelle. On s'intéresse plus particulitrement auX
valuations invariantes par un groupe de transformations affines, le plus
simple étant le groupe des translations. En désignant par II(R9) le quotlenf
de II(R%) par les relations

[v+ P]-[P] (ve R Pe P(R")
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I’application canonique de P(R?) dans IT(R) est la valuation invariante par
translations, universelle.

Rappelons que la somme de Minkowski de deux polytopes convexes P et
Q est définie par
P+Q={p+alpe PgeQ};

c’est un polytope convexe. Du lemme ci-dessous résulte que la formule

[PlQ] =[P+ Q]

définit une structure d’anneau sur [I(RY) et TI(R?). Ce dernier est appelé
lPanneau des polytopes.

Lemme. Soient P, Q, R € P(R%). Alors
(PUQ)+R=(P+R)U(Q+R).
Si de plus P U Q € P(R?), alors
(PNQ)+R=(P+R)N(Q+R).

Démonstration. La premiere assertion est évidente, ainsi que P'inclusion
de (PNQ)+R dans (P+ R)N(Q+ R). Pour l'inclusion opposée, soient p € P,
g€ Qetry, re € R tels que p+ 1y =g+ 12 := x. Puisque P U Q est convexe,
le segment [p, ] rencontre P N Q. Soit t € [0,1] tel que tp+ (1 —t)g€ PN Q.
Alorsz =tp+ {1 —t)g+tr1 + (1 — t)r2) est dans (PN Q) + R.

Pour tout entier k > 0, notons FyxZP(R%) le sous-groupe de ZP(R%)
engendré par les polytopes de dimension au plus k. On définit ainsi des
filtrations croissantes des anneaux II(R?) et II(R?Y). La proposition 4.1
entraine que le groupe IT(R%)/F;_;TI(R%) a pour générateurs les polytopes
de dimension d, et pour relations : [P U Q] — [P] - [Q] avec P, @ polytopes
de dimension d, tels que P U Q est convexe et que P N Q est contenu
dans un hyperplan. Ce groupe joue un role essentiel dans les probléemes de
décomposition des polyédres, voir [C].

L’application deg : ZP — Z définie par deg(}_ npP) = 3 np est nulle
sur les relations de II(R%) et II(R%). On peut donc définir des degrés sur
II(RY) et TI(RY); ce sont des homomorphismes d’anneaux.

Pour tout P € P(R?), on pose
[P) =} (1)@ O(F)

FCP
cest-a-dire : [P]* = (=1)3™P)[P% grace a Iidentité (équivalente & la
relation d’Euler) :
1po = z (_l)codim(F)lF .
FCP
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40 MICHEL BRION

On vérifie que * est un automorphisme involutif de [1(R?) et de II(R?). Pour
) € R non nul, on définit I’homothétie de rapport A, notée A-, par :

| [AP] siA>0
A W*‘{papr 5i A <0,

On obtient ainsi un automorphisme de ITI(RY) et de II(R?); on pose :
0- P = deg(P).

On doit & MacMullen des résultats trés profonds sur la structure de
’anneau II(R%). On va énoncer une version abstraite d’une partie de ces
résultats; des corollaires plus concrets seront donnés ensuite.

Théoreme. Il existe une unique décomposition

d
I(RY) = €P Mk
k=0
du groupe abélien TI(R?) telle que :
(i))TIop = Z et II>y =11} & --- ® I  est le noyau de deg.
(ii) Pour 1 < k < d, le sous-groupe Il a une structure d’espace vectoriel réel,
telle que pour tout A € R et pour tout x € [y, ona : A -z = Xz.

(iii) L’espace vectoriel réel I14 est de dimension 1.

En fait, un isomorphisme de II; surR est donné par le volume. Ceci
équivaut a un résultat classique de Hadwiger : toute mesure sur P(RY),
invariante par translations, et homogéne de degré d, est un multiple constant
du volume (voir [H]). Observons d’autre part que I’énoncé (ii), joint au fait
que 'homothétie de rapport A est un automorphisme de II(R%), entraine
que I TI; C Mgy pour tous k,! € [1,d]. Autrement dit, II>; est uneR-
algébre graduée. Les démonstrations de McMullen sont élémentaires mais
astucieuses; on renvoie & [B2] et [B3] pour une approche plus algébrique, et
une généralisation du théoreme de Hadwiger.

4.3. L’anneau des polytopes entiers (voir M1}, [M2], [PK1])

Comme en 4.1, on définit TI(Z¢9) et son quotient II(Z¢) par le sous-groupe
engendré par les [m + P] — [P] oum € 79 et P € P(Z4). Les groupes abéliens
I1(Z9) et I1(Z%) ont une structure d’anneau, muni d’une involution *.

On note L(Z%) le sous-groupe de L(R?) engendré par les fonctions carac-
téristiques des éléments de P(Z9). L’application naturelle de 1(Z%) vers
L(Z%) est un isomorphisme. Autrement dit, les notions de mesure et de
valuation coincident pour les polytopes convexes entiers. Ce résultat, bien
plus difficile que son analogue non entier (proposition 4.1) est démontré par
Morelli, voir {M1].

Comme ci-dessus, I’homothétie de rapport n définit un endomorphisme n-
de TI(Z4) et de II(Z%), pour tout entier n # 0. Les résultats de MacMullen
s’étendent alors, pourvu que ’on remplace [1(Z9) par son produit tensoriel
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avec Q; de plus, 'application naturelle de I'I(Zd) dans H(Rd) est injective,
voir [M1].

Voici un corollaire plus concret de ces résultats. Soit # une valuation sur
les polytopes convexes entiers, et invariante par translations par Z¢: soit
P € P(Z%). Alors I'application up : Z — T' définie par

_ ;z(nP) sin>0
pp(n) = {(_l)dlm(P)#(_nPO) sin<0
est polynomiale de degré au plus d (voir [McS]). En effet, une valuation
invariante par translations, et 3 valeurs dans T, n’est autre qu’un
homomorphisme du groupe II(Z9) vers T, et de plus pp(n) = p(n - [P])).
Un exemple de telle valuation est donné par : W(P) = card(P N Z%); on
retrouve ainsi les résultats d’Ehrhart.
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