MINIMALE ERZEUGUNG VON POSITIVBEREICHEN

LUDWIG BROCKER

. 0. EINLEITUNG

Sei R ein reell abgeschlossener Kdrper und V eine affine algebraische
R-Varietdt. Wir nehmen stets an, da V{(R) Zariskidicht in V ist. Unter
einem Positivbereich verstehen wir eine Teilmenge S = V(R) der Form
S=S8(f,s .- f,)={xeV(R)|f,(x)>0 fir i=1,...,m} fir geeignete
. eRIV])

. Wir gehen der Frage nach, wieviele f, fiir eine solche Darstellung erford-
erlich sind. Es zeigt sich, daf} es hierfiir eine nur von der Dimension n von
V abhidngige endliche Schranke gibt. Diese Schranke ist gleich n fir n < 3.
Fiir n > 3 ist es mir leider nicht gelungen, dies zu zeigen oder zu widerlegen.
In jedem Fall wire n die bestmogliche Schranke. Wir werden auBerdem
die Positivbereiche unter den offenen semialgebraischen Mengen charak-
terisieren.

Ich verwende lberwiegend Methoden und Begriffe, die aus der Anord-
nungstheorie und zum Teil aus der Theorie der quadratischen Formen
kommen, wie z. B.: reelle Spektren, Ultrafilter, Riume von Anordnungen,
Signaturen, Ficher und &dhnliches. DaB diese Begriffe zur vorliegenden
| anschaulich geometrischen Fragestellung etwas beitragen, mag als weiterer
Beweis dafiir gelten, daB3 sie nicht ganz um ihrer selbst willen existieren. .
Ich werde zu ihnen, um die Arbeit méglichst ‘self-contained’ zu halten,
jeweils etwas Einfithrendes bemerken.

N . RESTRINGIERTE TOPOLOGISCHE RAUME

Ein restringierter topologischer Raum ist ein Paar (X, B) aus einem topo-
logischen Raum X und einer Basis 8B von X, so daB gilt ZfeB, XeB und
fir A, BeB sind auch 4u B und A~ Be®B. Ein Morphismus f:(X, B) —»
(X', B') zwischen restringierten Topologischen Riumen ist eine Abbildung
S f:X > X', so daB f ~!(B')eB fiir alle B'eB'; insbesondere ist f dann stetig.
Die Kategorie der restringierten topologischen Rdume bezeichnen wir
mit R. Sei (X, B)e R. Mit kB bezeichnen wir den von B erzeugten komple-
) mentiren Verband. Die Mengen aus kB heillen konstruierbar, die aus B
heiBen offen-konstruierbar. (Y, €) heit Teilraum von (X, B), wenn ¥ < X
und € ={BNY|BeB}. Den Teilraum der abgeschlossenen Punkte von
* X bezeichnen wir mit (X, B).
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ma_ X die Menge aller Ultrafilter des Verbands kB und entsprechend
:Jmk_bmh fiir DekB. Wir versehen X mit der Basis B := w_mmm:
U_o Abb. D — D definiert einen Verbandsisomorphismus: 8 — %8 und
kB > kB.
Wir betrachten " als Funktor: R — R, denn fiir einen Morphismusf : (X, B) »
(Y, €) hat man f (X, B) - (¥, §) éocm_)E {DekC|f ~Y(D)eF}.

Fir (X, B)e® und xe X sei F(x)e X der von x erzeugte Hauptfilter, also
F(x)={Dek®B|xeD}. 5 (X, B) Hausdorffsch, so bekommen wir eine
Einbettung (X, mwvvi va x — F(x). Die wm:EaCm m& sind quasikompakt.
Die Abbildung B — B fiir Be® definiert daher eine Bijektion zwischen
den Mengen BeB, fir die auch X\Be®B und den offenen — und abges-
chlossenen — Teilmengen von X. Wir nennen (X, B) zusammenhingend,
wenn X nicht disjunkte Vereinigung von zwei nicht leeren Mengen aus
B ist. Das ist also genau dann der Fall, wenn (X, &v im gewdhnlichen Sinne
zusammenhingend ist. (Etwas aber nicht viel mehr iiber restringierte
topologische Rdume findet man in [3].)

2. SEMIALGEBRAISCHE MENGEN

Sei R ein reell abgeschlossener Kérper und V eine affine algebraische R-
Varietdt. Das Symbol U <V soll bedeuten, daB U eine abgeschlossene
Untervarietit von V ist. Die zugehérige Strukturgarbe sei ©(U) und falls U
irreduzibel ist, werde mit x(U) der generische Punkt von U bezeichnet.
Farf,....f,,9,.....9.€R[V] sei

SUye i Gieeendy) I?mSk:\éVomAv 0;
i=1,..,rj=1..,s}.

Eine Menge dieser Form heiBt Semipositivbereich und eine Menge der
Form S(f,,..../) heiBt Positivbereich. Sei (V) oder kurz y der von den
Positivbereichen erzeugte Verband (bez. U und n). Dann ist (V(R), (V))eR.
Die zugehorige Topologie heiBt die starke Topologie auf V(R). Begriffe
aus der Topologie wie ‘offen’, ‘abgeschlossen’ u. 4. sollen, so weit sie V(R)
betreffen, sich immer auf die starke Topologie beziehen.

Die Elemente aus ky heien semialgebraische Mengen. Sie sind Vere-
inigungen von Semipositivbereichen. Es ist bekannt aber nicht trivial
([9,3.3], [6]. Tmu ). daB y genau aus den offenen Mengen aus ky besteht.
Fiir Seky seien S.S und S der AbschluB}, das Innere und der Rand von
S.

Nach dem Tarski-Seidenberg Prinzip (15, Anbang]) sind diese Mengen
wieder semialgebraisch. Fiir S und Teky gilt

& folgt

(2.1} ;:.fwd@ und T = MO‘HH®,
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was natiirlich eine spezielle Eigenschaft semialgebraischer Mengen ist.
Man erhilt hieraus die Beziehungen

o T

22 S§=S und S=S5.

Sei jetzt V(R)=SuTund SN T = . Es ist

VIRNS = VR\S = V(R\S = T < T.
Insbesondere sind w::a w disjunkt, und

VRNGUT) =$\§=T\T=§nT =35 =HT.

Es ist S = yT < 8§ = 6T. Die Elemente aus yS heillen Grenzpunkte von
§ bzw. T. Wir haben aufierdem die Randpunkte aus aS:=d8SnS und
BS:= S~ T. Die Punkte aus aS heiBen innere Randpunkte und die aus
BS duBere Randpunkte von S. Natiirlich ist «S = 8T und S =aT, d.h. die
inneren Randpunkte von S sind duBere Randpunkte von T vice versa.
Fiir Seky bezeichnen wir mit §Z den ZariskiabschluB von S und definieren
als die Dimension dim S die Dimension von S%. Die Zuordnung V — (V(R), y)
definiert iibrigens einen Funktor ¢:8 — M. Dabei ist B die Kategorie
der affinen R-Varietiten. Dieser Funktor 148t sich leicht auf nicht-notwendig
affine R-Varietdten ausdehnen [3]; fiir unsere Zwecke ist das aber nicht

erforderlich.

3. REELLES SPEKTRUM

Sei U die Kategorie der kommutativen Ringe mit 1-Element. Jedem Ae¥
ordnen wir nach Coste [7] und Coste—Roy [8] wie folgt sein reelles Spek-
trum (X(A4), B(A4)) zu. Die Elemente aus X(A4) sind Paare (x, P(x)), wobei
xeSpec(4) und P(x) eine Anordnung (Positivkegel mit 0) des Restklas-
senkorpers k(x) ist. Fiir ae 4 und xeSpec (A4) sei a(x) die Restklasse von a an
der Stelle x. Fiir a,,...,a,e4 sei B(a,,...,a,): = {(x, P(x))e X(4)|a(x)¢ — P(x)
fir i =1,...,r}. Jetzt sei B(A) der von allen B(a), ac 4, erzeugte Verband.
Zu(x, P(x))e X(A4)sei P:= {ac A|a(x)e P(x)}. Danngilt P+ Pc P,P-P < P,
—1¢P,PUP=A und P~ — P ist ein Primideal (ndmlich x), mit anderen
Worten: P ist ein primer Positivkegel in 4. Umgekehrt definiert jede Menge
P mit diesen Eigenschaften eindeutig ein Element (x, P(x))e X(4). Das
reelle Spektrum definiert einen kontravarianten Funktor X:U — R;
A — (X(A), B(A)). Fassen wir A als Kategorie affiner Schemata auf, so
erhalten wir einen kovarianten Funktor X: % — R; Spec (4) - (X(A4), B(A4)).
Eine Ausdehnung von X auf die Kategorie aller quasikompakten separierten
Schemata 14Bt sich leicht durchfithren [3], ist aber fiir unsere Zwecke
wiederum nicht erforderlich.
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Fir Ae seien folgende wichtige Eigenschaften von X(A) erwihnt
([31.7D:
(i) X(A) ist quasikompakt
(ii) X(A) ist kompakt;
(1ii) die Spezialisierungen eines Elements (x, P(x))e X(A) bilden eine Kette.
Auf der Unterkategorie 8 von 2 haben wir nun die Funktoren ¢:8 — R:
Vi (VAR), y(V))und X8 - R; Vi (X(V), B(V)). Hierzu gilt

SATZ 3.1 (Ultrafiltertheorem [3]). X = A co; mit anderen Worten: Es
gibt zu V € B kanonische zueinander inverse 1somorphismen

. g
(V(R), 7(V)) S (X(V), B(V)).

Zum vomuwm:w: Verstdndnis mochte ich andeuten, wie die Abbildung p
lduft. Sei M#* der ZariskiabschluB von M < V. Fiir Fe Swv sei x(F) der
generische Punkt von ng_,S$?. Setze x(F) = x und P(x):= {fek(x)| [ erkldrt
und > 0 auf einer Menge SeF}. Dann ist p(F) = (x, P(x)). Ist zB. xe V(R)
und F(x) = F der von x erzeugte Hauptfilter, so ist p(F) = (x, R?). Sei jetzt
A ein geometrischer semilokaler Ring tiber R. Das soll heiBen: Es gibt eine
Varietit (V, €(V))e W und (nicht notwendig abgeschlossene) Punkte

X;.....x,eVsodaB A = Edl. O(U) oder m.a. W.

U offen

xiel
A=S7"'R[V] wobei S das Komplement von endlich vielen Primidealen
ist. Wir wollen annehmen, daB alle Korper k(x;) formalreell sind. Das
bedeutet bekanntlich, dal die Mengen W ,(R) Zariskidicht in den Abschliissen
W, von x, liegen.
. Sei _)\Ax_. .., x,):={Fe _\\Axv_x:qv verallgemeinert ein x, }. Wir versehen
V(x,.....x;) mit der induzierten Basis (x , ..., x;). Mit diesen Bezeichnun-
gen gilt
BERMERKUNG 3.2 Die natiirliche Projektion A: Spec(4) — V definiert
eine  Einbettung X (.):(X(Spec(A)), B(Spec(A4))) — (X(V), &:\:,\_ X(A):
(X(Spec(A)), B(Spec(A4))) — :vAx_ v X)) P(x, ... 0 x,)) ist ein Isomorph-
ismus und das Diagramm

(X(Spec(A)), B(Spec(A)) ) —(V(x,, ... X)) F(X,0 ooy X))

% FIX0 "
X |
(X)L B

kommutiert.
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Sei wieder Aﬁx::;br $(x,,...,x,) der Teilraum der abgeschlossenen
Punkte in (V(x,,...,X), (x,, ..., X,)). Nach Abschnitt 1 definiert die
Abbildung S — § einen Verbandsisomorphismus: ky(V)— kj(V), somit
definiert S— S Sx_. ....X,) einen Verbandsepimorphismus: ky(V)—
ky(x,, ..., x,). Hinsichtlich der Abweichung von der Injektivitit gilt

SATZ 3.3. Fir S,,S8,ey(V) ::w_ Dﬁ.f. )= ww Dm\?_ s --o» X;) genau
dann, wenn der Zariskiabschluy von (S, S,)\(S,nS,} keine Verallge-
meinerung eines Punktes x; enthilt.

Zunichst beweisen wir

LEMMA 34. Fiir Fe _)\QC gilt ﬁmﬁx_, ....X,) genau dann, wenn gilt:
x(F) ist Verallgemeinerung eines Punktes x; und fiir alle y + x(F), die x(F)
spezialisieren und ein x, verallyemeinern gibt es eine abgeschlossene Menge
SeF, sodaB S ~ § nicht Zariskidicht in j ist.

Dies ergibt sich sofort aus der Definition der Topologie in _vtc und
der Tatsache, daB die offenen Mengen aus ky(V) schon in y(V'} liegen.

Beweis des Satzes. Es ist zu zeigen: Sei U irreduzible Untervarietit
von V,U > W,=x, fiir ein i und Seky(U) Zariskidicht in U. Dann ist
SAVix,,...,x)+J.

Fall 1. U= W,. Die Elemente §'eky(V) mit dim(§\§’) < dim § = dim U
bilden einen Filter. Dariiber liegt ein Ultrafilter F. Nach Konstruktion
ist FeS und x(F) = x(U) = x;. Nach Lemma 3.4 ist ﬁmm:x_, X))

Fall2: U+ W, fiir i=1,...,1. Wihle einen in U einfachen Punkt yeS.
véW, firi=1,...,1[10, §8] und eine abgeschlossene Untervarietdt If von
V, so daB gilt: UoH3» W, fir i=1,....l;yveH:H hat Codimension
lin U und definiert einen reguldren Parameter /i in (' . Wihle ferner
einen Ultrafilter F mit x(F)= x(H):=x, der von dem Hauptfilter F(y)
spezialisiert wird. F findet man so: Zundchst sei N = F(y)ny(H). Sodann
sei F' der Filter aller S’eky(V), fur die dim((SUT)(S'nT))<dim H
fiir ein TeN. Jetzt wihle wmQ:C,WUm\ beliebig. Nach dem Ultrafil-
tertheorem gehéren hierzu Elemente (x, P(x)) und (y. R?)e X(U) wobei
(3. R?) Spezialisierung von (x, P(x)) ist. ¢, ist diskreter Bewertungsring
in R(U) mit Restklassenkoérper R(x). Daher kdnnen wir die Anordnung
P(x) von R(x) auf zwei Weisen zu Anordnungen P, (z) und P,(z) von R(U)
liften, wobei z = x(U). Nach [3] sind die (z, P,(z)} Verallgemeinerungen
von (x, P(x)) in X(V). Die zugehorigen Ultrafilter F .= f(z, P{z)) werden
somit von F und F wiederum von F(y) spezialisiert. Wegen ye S folgt ﬁ..mw.
Da die Spezialisierungen von F, eine Kette bilden, liegt nach Konstruktion
keine Spezialisierung von F, in 35, .0 X,). Also st ﬁmw)m:.f, )
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4. ANORDNUNGSRAUME

Wir fithren Anordnungsrdume nach Marshall ([20]-[22]) ein: Ein An-
ordnungsraum ist ein Paar (X, G). Dabei ist G eine Gruppe vom Exponenten
2 mit ausgezeichnetem Element — 1+ 1 und X ist eine Teilmenge der
topologischen Charaktergruppe G* von G, so daf3 4 Axiome gelten:

O, : X ist abgeschlossen in G*.
0,:0(—1)=—1firalleceX.
0,: Vo '(H=1

oeX
Um O, zu formulieren, definiert man zundchst: Eine Form liber G ist ein
n-Tupel ¢ ={g,.....9,>.9,€G. Man setzt n=dim¢. Fiir ceG* sei
ol¢)=olg, )+ - +olg,). Man erklirt Verkniipfungen 1 und ®: Ist

niamlichy = (. ..., h, ) eine weitere Form iber G, so sei
o Ly={g,.....9,. 11, ....h,> und @@y
gyhysongih, gl

Zwei Formen ¢ und y tiber G heiflen kongruent mod X, in Zeichen ¢ = ¢
mod X oder nur ¢ = i, wenn a(¢p) = o(y}) fiir alle e X und dim ¢ = dim .
Eine Kongruenzklasse von Formen iiber G heit Form uber (X, G): Wir
sagen, eine Form ¢ iiber (X, G) stellt ge G dar, wenn es eine Form i iiber
(X, G)gibt,sodaB ¢ = (g) L. Die Menge der von ¢ dargestellten Elemente
bezeichnen wir mit D, (¢) oder kurz D(¢p).

0, : Seien @, ¢, Formen tiber (X, G) und sei ge D(¢, L ¢,). Dann existieren
g,€D(¢;), so dal3 ge D(g,.g,).

Beispiel. k sei ein formal reeller Kérper, X = X(k) das reelle Spektrum
von k und G = k*/g*k. Dabei sei g*k die Menge aller Summen von Quad-
raten aus k*. Hier folgt das Axiom O, aus Pfisters lokal-global Prinzip
fir quadratische Formen [23]. Ein weiteres Beispiel betrachten wir im
ndchsten Abschnitt.

Ein Anordnungsraum (X, G) heifit Ficher, wenn X = {ceG*|o(— 1) — 1}.
Sei (X, G) ein Anordnungsraum, H Untergruppe von G und Y Teilmenge
von X, sodaB gilt: H = {geG|o(g) = 1 firallece Y} und Y = {oce X|a(h) = |
fir alle 1e H }. Dann trdgt (Y, G/H) in natiirlicher Weise wieder die Struktur
eines Anordnungsraumes ([20, §2]). Ein Raum dieser Form heifit Un-
terraum von (X, G). Die Zah! st(X) = sup{m|3 ein endlicher Ficher ¥ = X
mit | Y| = 2™} heilBt der Stabilitdtsindex von (X, G). st(X) ist auch die kleinste
Zahl m. fiir die gilt: Zu jeder Pfisterform ¢ =fa,.....a, ]:=(,a,)
® - ®(l.a, ) tiber G mita(p)+#0 fir mindestens ein ceX gibt es
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Elemente b,,...,b €G,so daB la,,....a,,,1=2[b,..... b,], (st(X)=00
g.d.w. so ein m nicht existiert) [21,6].

Ein Morphismus (X, G) = (Y, H) von Anordnungsrdumen ist ein Paar
(f,f* aus einem Gruppenhomomorphismus f:G—H mitf(— )= —1
und einer Abbildung f*:Y — X, so daB fiir alle geG und alle ge Y gilt:
a(f(g)) = (f*o)Xg). Die Kategorie der Anordnungsrdume sei L. Versehen
wir (X, G) mit der Harrisonbasis B(G), die erzeugt wird von allen B(g) =
loe X|alg) = 1} fir geG, soist (X, B(G))eR und wir erhalten einen Funktor
h: © = 9. Fir (X, G)e O sind die Elemente aus B(G) genau die offenen
und abgeschlossenen Mengen. Wir setzen B(g,)n...nBlg,)=B(g,. ... g,)
Es ist (B(g,,...,9,)G/<gy+---+9,7) ein Unterraum von {X, G). Daher
interessiert man sich fir die Charakterisierung der Mengen der Form
B(g,. ...,g,) unter den Elementen aus B(G).

SATZ 4.1. Sei BeB(G).

{a) Genau dann gibt es ein neN und Elemente ¢,, ...,g,€G, so dal} B =
B(g,,..-,9g,) wenn fiir jeden Fdcher (Y,G/H) <(X, G)mit| Y| =4 gilt:
[BNY|#3.

(b) Wenn zudem fiir jeden endlichen Fdcher (Y,G/H)<(X,G) gilt:
2|BAY|=0mod|Y]|, so gibt es g, ...,g,€G mit B=B(g,..... g,

Ohne den Zusatz (b) ist dies [22,3.16], und mit dem Zusatz kann dies
mit Hilfe des Darstellungssatzes [21, 5.5] genau so bewiesen werden.

5. SIGNATUREN

Sei wieder 21 die Kategorie der kommutativen Ringe mit Eins. Zu Ae¥
sei W(A) der Wittring der nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearformen
auf endlich erzeugten projektiven A-Moduln. Mit Knebusch [17],[18]
nennen wir einen Homomorphismus o:W(A4) - Z eine Signatur von A.
Die Menge Sign(A) aller Signaturen von A versehen wir mit der Basis
3(4), die erzeugt wird von allen Mengen Z(p, n) = ?mmmmi\:_iﬁu n}
mit pe W(A)und neZ.

Das definiert einen Funktor Sign: A — R; A — (Sign(A4), 3(4)). Anderseits
hat man eine natiirliche Abbildung

(X (A), B(A)) - (Sign(4), 3(4)) namlich (x, P(x))—>o0

wobei a(p) = mmmsz.«;ii ® @)

Nach Dress [13] ist n surjektiv; = ist offenbar konstant aul Zusammen-
hangskomponenten von X(A) und Mahé [19] hat sogar gezeigt. dali n
einen Homdomorphismus zwischen dem Raum der Zusammenhangskompo-
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nenten von X(A) und Sign(A4) induziert. Sei jetzt A semilokal und
zusammenhingend. Dann besitzt jede Zusammenhangskomponente von
X(A) genau einen abgeschlossenen Punkt. Daher definiert n einen
Homdéomorphismus: X(A4)— Sign{4) Nach Schwartz [25] kann man
dies, wie folgt, direkt einsehen: GemiB Kanzaki und Kitamura [15] und
Knebusch [17] definiert jedes oeSign(4) eine kanonische disjunkte
Zerlegung: A = Q(o) U p(o)u — Q(g) wobei p(s) ein Primideal ist und fiir
Qo) gilt: Qo) + Q(o) = Q(0), Q(0)- Q(0) = Q(o). Es ist dabei Q(o)u p(o)
ein maximaler primer Positivkegel in 4 und die Abbildung Sign(4)— X(A):
g — Q(o)u p(o) ist invers zu n. Halten wir fest.

SATZ 5.1 (Schwartz). Sei A semilokal und zusammenhingend. Dann ist
n:X(A) - Sign(A4) ein Homoomorphismus.

Die Abbildung n|X(A4) ist nimlich bijektiv, stetig und X(A4) ist kompakt;
n ist aber im allgemeinen kein Isomorphismus zwischen (X(A4), $B(A)) und
(Sign(A4), 3(A)), weil 3(A) nur durch Einheiten definiert wird. Diese Feinheit
wird zu Beginn von §6 eine Rolle spielen.

Sei weiterhin A semilokal und zusammenhingend Setze g*(A4):=
{ac4*|o (a) =1 fir alle seSign(4)} und G(4):= A*/q*(4). Falls 2e4*,
ist zB. g¢%4)=A*~{Quadratsummen} [18]. Fir geG(4) und
oeSign(A) ist dann o(g): = a{g ) wohldefiniert, also Sign (4) = G* und es gilt.

SATZ 5.2 (Kleinstein und Rosenberg [16,6.4], Knebusch [18,2.5a]).
Der Raum (Sign(A), G(A)) ist ein Anordnungsraum.

Vornehm ausgedriickt: Man hat einen Funktor w: s — O; 4 — (Sign(A),
G(A4)) und Sign ~ /i ~w. Dabei ist Us die Kategorie der zusammenhingenden
semilokalen Ringe mit Eins. Um sich der zahlreichen Resultate, die Marshall
fir Anordnungsrdume hergeleitet hat, bedienen zu kénnen, muB man
wissen, wie die Ficher in einem Raum der Form (Sign(A), G(A)) aussehen.
Hierzu gilt der entscheidende.

SATZ 5.3 (Kenbusch [18, §7]). Mit den obigen Bezeichnungen sei (Y, H)
ein Fdcher in (Sign(A4), G(A)), so daB | Y| > 4. Dann gilt:
(i) p(o) = p(1) fiir alle ,1€Y;
(ii) Die von den P(g), o€V, induzierten Anordnungen von k(p(c)) bilden
einen Ficlier.
FOLGERUNG 5.4 (Knebusch [18. §9])
st (Sign(A)) < sup(st(Sign(k(p))))|pe Spek(A).

Nach Wadsworth [26] gilt hier iibrigens die Gleichheit, wenn A geome-
trisch ist. Letzteres ist aufgrund der Methoden dieser Arbeit offensichtlich,
wenn A iiber einem reell abgeschlossenen Korper R definiert ist.
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6. ERZEUGUNG UND CHARAKTERISIERUNG VON
POSITIVBEREICHEN

Fiir ganzen Paragraphen sei R ein reell abgeschlossener Korper und V eine
affine R-Varietdt der Dimension n, so daB V(R) Zariskidicht in V ist. Unser
Ziel ist, Mengen der Form S = S(a,, ...,a,) durch eine minimale Anzahl
von Elementen a; zu beschreiben. Das Hauptresultat hierzu ist Satz 6.3,
der sowohl hinsichtlich der Aussage als auch hinsichtlich des Beweises
sehr technisch ist. Zum besseren Verstindnis mochte ich vorweg den
wesentlichen Gedanken skizzieren: Nach §3, insbesondere Satz 3.1, wird
das Problem iibersetzt in die Suche nach einer minimalen Erzeugung der
korrespondierenden Menge p(S)in X(V). Hierzu gibt es noch keinen direkten
Zugang. Nehmen wir aber der Einfachheit halber an, dal3 V integer ist, so
betrachten wir fiir den Funktionkorper R(V)die Einbettung X(R(V)) < X(V).
Es ist p(S)n X(R(V)) eine Harrisonsche Subbasismenge im Raum der
Anordnungen X(R(V)) von R(V). Be kanntlich kann man eine solche durch
n Elemente erzeugen, n = trdg(R(v)/R) = dim V. Nach §3 bedeutet dies nun
wieder, daf} S von der Form S{a,, ..., a,) bis auf einen Fehler T kleinerer
Dimension. Sei T per Induktion in der Form T =T(b,,...,b,) dargestelit.
Dann gelingt es, mittels der Ungleichung von Hérmander—Lojasiewicz, die
Menge § durch Kombinationen der Form raM + &vw\. zu erzeugen. Auf
diese Weise erreichen wir eine Erzeugung von S durch n! Elemente. In
Wahrheit erhalten wir ein etwas besseres Ergebnis, indem wir zeigen, daf3
der oben erwdhnte Fehler auf Codimension 2 gedriickt werden kann. Hierzu
ist es erforderlich, Semilokalisierungen von V und deren maximal reelle
Spektren zu betrachten ansteile von Funktionenkérpern zu V und deren
Raumen von Anordnungen. Die erforderlichen Kenntnisse zu den maximal
reellen Spektren semilokaler Ringe wurden in §4 und §5 zusammengestellt.
Nun zu den Einzelheiten!

Sei X, ..., X, ein System von Koordinatenfunktionen auf V. Wir hatten
schon erwihnt, daB} eine offene semialgebraische Menge S = V(R) endliche
Vereinigung von Positivbereichen ist: S= S, w -~ US,. Jedes S, ist also von
der Form S, = S(a,,...,a,) mit a,eR[V]. Wir ergidnzen diese Aussage
durch

LEMMA 6.1. Seien U,.....U, <V, U, irreduzibel mit generischen Punkten
x;=x(U), so daB U, nicht im Zariskibschlu} von 88 liegt. Dann lassen sich
alle a; so wéhlen, daB3 a(x;) # 0 ist.

Beweis. Sei 0.E. x; nicht Spezialisierung von x; fiir i#j und sei etwa S, =
S,b,.....b,) und b (x,) = 0. Wir wollen b, durch ein Element a, ersetzen,
sodaBa,(x,) # 0, wobei aber immer noch § = Slay. by, ....byuS, U us,.
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Sei T =S\(S,u---uS,). Dann ist b, > 0 auf T. Sei ¢, 2 0 auf V(R), so dab
¢, genau auf dem Zariskiabschlul} von S und den x,, j # 1 verschwindet.
Nach der Ungleichung von Hérmander—Lojasiewicz [14], [9, §3] (im
folgenden mit H-L zitiert) gibt es Elemente /i, IeN, peR, p >0, so daB
a,:=b (1 +YXH" - pc| >0auf T, aber aus b (x) <0 folgt auch a,(x) <0
und a,(x,) # 0. Q.ED.

Die Positivbereiche S = V(R) haben unter den offenen semialgebraischen
Mengen die folgenden zusitzlichen Eigenschaften:

(A) S ~(ZariskiabschluB von 6S) = (.
Ist ferner U > V, U recl und irreduzibel, so gilt
(F) Fiir jeden 4-elementigen Ficher Y < X(R(U)) ist _V\DEW: +3;

hierbei identifizieren wir X(R(U)) mit {(x, P(x))e X(V)|x = x(U)}, x(U) =
generischer Punkt von U.

Die Abbildung p wurde in 3.1 definiert. Wenn zudem S von der Form
§ = S(a,,....a,)ist fiir ein bestimmtes ke N, so erfiillt jede reelle irreduzible
Untervarietat U < V die Bedingung

(F,) Fiir jeden endlichen Féicher Y < X(R(U)) ist 2*|Y np(8)| =
Omod| Y|

LEMMA 6.2 Sei U <V, U und V beide reell und irreduzibel, so dal} 0,
reguldr ist, x = x(U) = generischer Punkt von U. Sei S  V(R) offen, semi-
algebraisch und x nicht im ZariskiabschluBB von 8S. Erfiillt dann § die Bedin-
gungen (F) bzw (F)) fiir V., so auch fiir U.

Beweis. Sei d die Kodimension von U in V. Bekanntlich gibt es einen
diskreten Bewertungsring B von R(V) mit Zentrum U und Restklassenkérper
R(U) vom Rang d. Wir nehmen an, daB ein endlicher Ficher ¥ < X(R(U))
die Bedingung (F) oder (F,) verletzt. Nach dem Satz von Baer und Krull
1Bt sich jedes Element Pe ¥ auf 2¢ Weisen zu einem Element Pe X(R(V))
liften, und alle diese Liftungen bilden einen Fécher ¥ = X(R(V)) [2], also
| Y| =2%| F|. Ist ferner Pe Y eine Liftung von Pe Y, so liegt P im AbschluB
von P, wenn man P und P als Elemente von X(V) auffaBBt [3, 2.13]. Ist nun
(F) fiir U verletzt. so ist | Y| =42% und |Y np(S)|=3-2¢ (da U nicht im
ZariskiabschluB von 4§ liegt), was unmoglich ist, denn nach 4.1 ist
p(S)n X(R(V)) ein Teilraum von X(R(V)). Ist (F,) fir U verletat, so ist
2V, p(S)| £0mod | V] also auch 2¥| Y p(S)| =224 Fn p(S)| # 0 mod
247, Widespruch.
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SATZ 6.3 Sei S = V(R) eine offene semialgebraische Menge.

(@) Wenn S die Bedingung {(A) und fiir jede reelle irreduzible Untervarietdt
U < V die Bedingung (F) erfiillt, so ist S ein Positivbereich.

(b) Wenn auBerdem fiir alle m < dim V ein k(m)eN gegeben ist, so dal}
(F ) erfiillt ist fiir jede reelle irreduzibel Unvarietdt U mit dim U < m,
so gibt es eine Folge | <i, <...<i =dim V. sodal}i,, —i, 2 2 und
S von der Form S =S8(b,,....b) JNH:.N k< :mn_»:..\.v. Dabei i3t sich
erreichen, daB fiir alle xe V(R)\(S w 8S%) mindestens ein FC: < 0 ist fiir
jell, ... k}.

Beweis. Seien V,,...,V, die irreduziblen Komponenten von V. Auf der
Menge {V,|i = 1,...,d} bilden wir die Aquivalenzrelation, die erzeugt wird von
der Relation V{(R) n S:cﬂwwN. Wir vereinigen die Aquivalenzklassen zu
Untervarietiten W, von V. Dannist V=W, u... UW, und W, n W, c oSz,
Wir kénnen annehmen, dal V = Wi, ist fiir ein i, denn wenn wir die Behauptung
unter dieser Voraussetzung zeigen konnen, setzen wir S; =S nW, und §; =
S(b;,,...,by). Sei dann c;eR[ V] so, daB ¢; = 0 auf V(R) und ¢; = 0 genau auf
allen W, fiir j # i. Fir b;:=X{_ b, ist dann S = S(b,,...,b,).

Der Beweis wird jetzt per Induktion nach n =dim V gefiihrt.

dim V =0: V(R) ist ein Punkt und daher S von der Form S = §(b).

dim V =n: Die generischen Punkte der reellen Komponenten einer
Untervarietdt Wvon V, die nicht in 552 liegen, nennen wir besondere Punkte
von W. Ihre Gesamtheit sei mit W(bes) bezeichnet. In der endlichen Menge

M = V(bes) using V(bes) using sing W(bes) U ...

seien x,,...,x, diejenigen Elemente, die von keinem anderen Punkt aus M
spezialisiert werden. Jetzt bilden wir den zusammenhingenden semilokalen
Ring A, der aus R[ V] durch Lokalisieren nach x,, ..., x, entsteht, GemaB 5.1
identifizieren wir die topologischen Ridume X(A4) und Sign(A4) und nach §4
haben wir die Isomorphismen

P
(X(A), B(A4)) WIAS.«_, c X P X))
restringierter topologischer Rdume. Nach 6.1 ist nun Ew)ﬁxi:;x%
offen und abgeschlossen in X(A), also auch in Sign(4). Nach §5 ist X(4)
¢in Anordnungsraum beziiglich G(4) = A*/g*(A4). Mit 4.1 und 5.3 folgt, daB3
EMDQQ_ v X)) = Blg,,....g,,) ist fiir geeignete Elemente g, ....g, € G(A).
Wenn zudem (b) erfiillt ist. kann m = k(n) gewihlt werden. Indem wir mit
Quadraten von Nennern multiplizieren, konnen wir die g, durch Elemente
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d.eR[V] reprisentieren. Jetzt haben wir schon erreicht, daB S=
WE d). Sei T=(Susd,,....,d )NSnSd,,...,d,)). Nach 3.2 und
33 :m% wo_zm Verallgemeinerung eines Punktes x, im Zariskiabschluf3 von
T. Wir nehmen nun ohne Einschrinkung an, daf alle Funktionen d, auf T und
auch auf §S verschwinden, und zeigen die

1. ZWISCHENBEHAUPTUNG. Man kann erreichen, daty die Codimension
von TinV =2 ist.

Sei niamlich D eine irreduzible reelle Komponente der Codimension 1
im Zariskiabschiuf3 von T. Da der generische Punkt von D keinen Punkt x;
verallgemeinert, trifft D den reguldren Ort, d.h. D ist ein reeller Primdivisor
in genau einer Komponente, etwa V. D liegt nicht im ZariskiabschluB von
dS und alle d, haben gerade Ordnung beziiglich D, denn sonst wire mindes-
tens ein d, negativ auf einer offenen n-dimensionalen Teilmenge von S. Fiir
i=1,....m liegen also die inneren Randpunkte (siche §2) von S(d,) Zariski-
dicht in D, die Grenzpunkte von S(d,) aber nicht,

Fir jedes d, betrachte nun die Menge S;:= S(d)). S, erfiillt (F,) beziiglich
V, also nach Lemma 6.2 auch beziiglich D. Folglich ist §;n D = S(c;) fiir ein
¢,€ R[D] bis auf eine Menge kleinerer Dimension, und S(c,) ist Zariskidicht
in D. Wir représentieren ¢; als Element von R[ V], so daB c, auf den restlichen
Komponenten von T <n?or§:a9

Sei jetzt T, = (S(— ¢, VDME :Ca? ) S(— d})). Wir konnen ferner anneh-
men, daBl ¢, aul T, dberall dort verschwindet, wo auch d, verschwindet,
wihrend das Vorzeichen von ¢, auf D(R) bis auf eine Menge kleinerer
Dimension unveriindert bleibt. Sei d;=d(1 + Y X} + pc} fiir hinreichend
grofie /i, IeN, | ungerade und hinreichend kleines peR, p > 0. Nach H-L
(Ungleichung von Hormander—Lojasiewicz), angewandt fiir ¢, und d, auf der
Menge T,, ist dann d; > 0 bzw. <0 wo dies fiir d, zutrifft. AuBerdem ist d|
auf aS(d,)n D > 0 und auf 5(d,)n D <0 bis auf eine Teilmenge von D von
kleinerer Dimension (Bezeichnungen wie in §2). AuBerhalb von D hat d
dieselben reellen Nullstellen wie d,.

Nun ist S(d,.....d,)= S(d,.....d,) und S(d,,....d,)=S bis auf eine
Teilmenge E von D mit dim E < dim D. Indem wir nun d, durch d; ersetzen,
kénnen wir successive die reellen Komponenten der Codimension 1 des
Zariskiabschlusses von T beseitigen. Damit ist die Zwischenbehauptung
bewiesen.

ZWISCHENBEHAUPTUNG. Sei =V(d,,....d)) das gemeinsame
Nullstellengebilde der d,. Man kann E;.El%: daBd N(RY = dS%R)u W(R) mit
codim W 2 2. Dabei EF. es fiir alle xe V(R), x¢ S N(R), mindestens ein i
mit «\_.A,i < (.
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Fiir jedes i wihlen wir g,eR[V], g, 2 0, so daB3 ¢, in V(R) genau auf dem
Zariskiabschlull von S uU(V(d)n S) verschwindet. Nach der 1. Zwischen-
behauptung ist codim(V(d,) ~ S) = 2. Wir ersetzen d, durch d(1 + Y X" —
pq; mit geeigneten Elementen 4, leN und peR. Die Behauptung folgt jetzt
wieder mit H-L, angewandt fiir die Elemente ¢, und d, auf der Menge S

SchluB des Beweises. Sei W wie in der 2. Zwischenbehauptung, also
insbesondere dim W < n — 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist S W =
S(a,,...,a) fir geeignete Elemente a,e R{ W], und falls (b) erfiillt ist, kann
RES :“m“ ki), i,_, <n—2, gewihlt werden. Wir reprisentieren die a; als
Elemente von R[V], wobei alle a; auf 65 verschwinden mogen. Nach H-L
gibt es Elemente £, I,eN und p,eR, po > 0,s0daBfirallel 21,0 <p<p,
das Element

bl py=d1+ Y X\ + pa! > 0 ist auf ganz S.

Wir wihlen / so groB, daB alle Funktionen a /(1 + X" auf ganz V(R)
beschriinkt sind.) Zu jedem Punkt xe V(R)\(S U 657) gibt es auch ein Paar
ijund Elemente 0 < p < p .1 21,s0daB b, (L, p)(x) < Oist. Es kommt darauf
an p und [/ so zu finden, daB dies fiir alle x gleichzeitig erfiillt ist.
Dazu betrachten wir die Zo:mm m mit §, = V(R)(Su S\AEC%J ::a
zeigen: Zu jedem Ultrafilter Mmm m_g es eine Umgebung U(F) in ,w
Paari, jsowieeinp, eR, p, > o::a einl eN, moama?;:ob :s:oAz <p,
und [2>1,, | ungerade, gilt: b, (I, p) < o auf U(F). Da m_ kompakt ist, wére
damit die Behauptung bewiesen.

Zum Beweis hierfiur unterscheiden wir drei Arten von Ultrafiltern F.

(1) F beriihrt keine Untervarietidt im ZariskiabschluB3 voh S oder in
W. (F beriihrt eine Untervarietit U bedeutet, daBB T, n U Zariskidicht
in U ist fiir alle abgeschlossenen Mengen T, e F (vergl. [3, 4.4]).) Dann
gibt es nach der Nl. Zwischenbehauptung eine offene Menge T, €F, so
daB fiir jedes xe T, mindestens ein d(x) < 0 ist. Da F ein Ultrafilter
ist, konnen wir mzn,o_::m:, daf} mindestens ein d, <0 ist auf ganz T, .
Setze nun U(F)=T,. Nach H-L finden wir dann sogar fiir alle a,
die gesuchten Elemente p, und /, ’
F beriihrt nur Untervarietiten des Zariskiabschlusses von 85. Wie
eben ﬁ:an: wir eine offene Menge T,eF und ein d,, das auf T, <0
ist aber in T, ist d, = 0 genau auf den w::_zmz des Nm:m_nm@mnr_:mmow
von &S. Dort m:a aber auch alle a;=0. Wir konnen also wieder
UF)= ‘ﬁ setzen und finden wie ocos zu i und jedem j die gesuchten
Elemente p, und /|
F beriihrt eine Untervarietdt W, von W. die nicht im Zariskiabschluf3
von 4S5 liegt.

2

~

3

~—
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W, sei bereits die eindeutig cmm:::Eo grofite Untervarietdt mit dieser
Eigenschaft [3]. Sei T,eF offen. T, n W wird iiberdeckt von den Mengen
S(—a,) bis auf eine Menge kleinerer Dimension. Sei wieder ohne Einschréin-
kung d, <0 auf T,. Es liegt dann mindestens eine Menge T, nS(—a;) in
F.Fiireiniist alsod; + a; <0 auf T, nS(— a;) und hieran dndert sich nichts.
wenn wir d, durch d(1 + ZX7)* und a; durch taw. ersetzen fiir p >0 und
{ ungerade. Setze also U(F)=T,AS(—ay, p=1und I=1. Q.E.D.

FOLGERUNG 6.4. Sei S < V(R) ein Positivhereich. Dann ist S von der
Form S=S(b,.....b,), beR[V] und m<MC V12— Ll ~(-1f)=
1-:3-5----n wenn n ungerade bzw. 2-4-----u wenn n gerade.

Beweis. Fiir einen Funktionenkorper F > R vom Transzendenzgrad d ist
st(Sign(F)) = d [1]. Fiir eine Untervarietit U < V der Dimension d ist daher
(F ) erfiallt, woraus mit 6.3(b) die Behauptung folgt.

Fiir n < 3 ist also m < n und wegen st(Sign(F)) = trdg(F) sogar m = nn. Es
ist mir nicht gelungen, dieses fiir beliebiges n zu zeigen oder durch ein

Gegenbeispiel zu widerlegen.

FOLGERUNG 6.5. Sei n = 1. Dann ist jede offene semialgebraische Menge
S = V(R) von der Form S = S(b) fiir ein be R[V].

Dies ist sofort klar, da S beziiglich V (F,) und somit (F) erfiillt. Offensicht-
lich gilt auch (A). Dieses Ergebnis findet man zum Teil schon bei Witt [27].

FOLGERUNG 6.6. Sei V(R) glatt (das soll insbesondere implizieren, da die
verschiedenen Komponenten von V keine reellen Schnittpunkte haben). Die
offene semialgebraische Menge S < V(R) erfiille (A). Wenn S die Bedingung
(F) beziiglich jeder Komponente von V erfiillt, so ist S ein Positivbereich. Wenn
S die Bedingung (F,) beziiglich jeder Komponente von V erfiillt, dann ist § von
der Form S = S(b, . ....b,) mit m < k"2,

Dies folgt direkt aus 6.2 und 6.3

FOLGERUNG 6.7. Sei V(R) glatt und S < V(R) ein semipositivbereich,
Genau dann ist S ein Positivbereich, wenn (A) erfiillt ist fiir S.

Dies folgt direkt aus 6.6. Man beachte, daB (A) nicht automatisch erfullt
ist fir S.

Zum Schlufl noch ein Resultat, fiir das wir ausnahmsweise voraussetzen
miussen, daf3 R = R ist.

FOLGERUNG 0.8. Sei R=R und V(R) volistindig. Sei S < V(R) semi-
algebraisch und offen. Wenn es zu je zwei Punkten x.yeV(R) eine offene
Menge 0 = V(R) gibt mit x, ye0, sowie einen Positivbereich §', so daB SN0 =
S A0, soist auch S ein Positivbereich. Wenn zudem S’ jeweils von der Form
S(b') ist, so ist auch S von der Form S(b).
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Fiir die Vollstindigkeit von V(R) benutzen wir das folgende

BEWERTUNGSKRITERIUM [7]. Ist U <V irreduzibel und B> R ein
reeller Bewertungsring von R(U), so besitzt B ein Zentrum in U.

Dies ist gleichwertig damit, daBB V(R) = R" beschrinkt und abgeschlossen,
also kompakt ist fiir R=R.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt zunichst (A). Sei nun U <V eine
reelle Untervarietit und Y < X(R(U)) ein Ficher. Dann gibt es einen
Bewertungsring B, mit dem alle Anordnungen P,eY vertriglich sind, und
diese induzieren héchstens zwei verschiedene Anordnungen P, auf B [2].
Da R archimedisch geordnet ist, ist B trivial auf R. B besitzt also ein Zentrum
W < U und in W(R) gibt es Punkte x, y, so daB die zu den P, gehorigen
Ultrafilter f(P,) in _\\Qc gegen x oder y konvergieren [3]. Nach Voraussetzung
ist daher (F) bzw. (F,) erfiillt fiir U, und die Behauptung folgt aus 6.3.

Aus der zweiten Aussage des Satzes gewinnt man {ibrigens noch einmal
die Monomorphie Cl (V(R)) — H'(V(R), Z,) [4].

Ein Gegenbeispiel zum Satz fiir den Fall, daB R nicht archimedisch
geordnet ist, habe ich vor einiger Zeit miindlich verbreitet. Es wurde von
Schiilting [ 24] und Schwartz [25] verfeinert, so daf} S sogar endliche Vereini-
gung von glatten Zusammenhangskomponenten von V(R) ist.
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GUNTER F. STEINKE

THE AUTOMORPHISM GROUP OF LOCALLY
COMPACT CONNECTED TOPOLOGICAL
BENZ PLANES

. INTRODUCTION AND RESULTS

Let # = (P, )# II) be a classical Benz plane, i.e. the geometry of nontrivial
plane sections of the 2-dimensional sphere (Mobius plane), of an elliptic
cylinder in the real or complex 3-dimensional affine space (Laguerre plane)
or of a one-sheeted hyperboloid in the real or complex 3-dimensional
projective space (Minkowski plane); see [2, Chap. 1]. The point set P, the
set Jf of circles and the set IT of parallel classes carry natural topologies
induced from the surrounding 3-space so that # becomes a topological
Benz plane. It is well known that all (continuous) automorphisms of # form
a topological group which even is a Lie group: The connected component
of the identity is isomorphic to PSL,(C) (Mobius plane), to
(R* x SO,(R, 1)< R*> resp. (C* x SO4(C))o< C* (real resp. complex
Laguerre plane), or to PSL,(R) x PSL,(R) resp. PSL,(C) x PSL,(C) (real
resp. complex Minkowski plane) and has dimension 6,7, 14, 6, 12, respec-
tively.

We now consider locally compact connected topological Benz planes
2 =(P, x",TI) in general and their automorphism groups, ie. the group
of all homeomorphisms of the point space P which preserve parallelity
and concircularity of points. If one wishes to study topological Benz planes
by their automorphism groups following a similar program as it has been
carried through for topological projective planes, see [10] and [11], one of
the first steps is as follows:

THEOREM. Let # = (P, £, I1) be a locally compact connected topological
Benz plane and let I" = Aut(2) be the automorphism group of P endowed
with the compact-open topology. Then T is a locally compact topological
group with a countable basis, acting as a topological transformation group on
P. If in addition the point space P is of finite dimension then T is a Lie group
of dimension at most 6 (Mdbius plane), 2dim P (Laguerre plane), 3 dim P
(Minkowski plane), respectively.

In the finite-dimensional case this result is already known: Strambach
[14] resp. Schenkel [ 12] proved it for 2-dimensional Mobius resp. Minkowski
planes. In his dissertation Fortsch [4] proved the theorem in the finite-
dimensional case for all three types of Benz planes. However. in his proof
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