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Das Wills’sche Funktional

Von
H. Hadwiger, Bern
( Eingegangen am 13. Scptember 1974)

Abstract

On Wills’ Functional. Tho functional W(A4), dofined by J.M. Wills
for all convex bodios A in tho n-dimonsional Iduclidcan spaco, is & lincar

oxXprossion 1V(A)=E"(’:)-(‘l)— W, (A), whoro W, i1s tho “wh Quorinnf:
o\ w,

integral” and w, stands for tho volumo of tho p-dimensional unit badl, In
tho prosent noto soveral romarkablo proportios of W (A) aro oxplainoed.
Lspecindly, wo havo Wills’s conjocturo G (A) L W(A), whoro Q(A) is tho
numbor of points of tho n-dimensional unit lattico containod in A.

1. Definition und Integraldarstellung .

Sei nelN, Ii* der n-dimensionale cuklidische Raum mit dem
Ursprung oe ks, K, die Klasse der EKikérper, also der nichtlecren
kompakten und konvexen Punktmengen des En.

W, = W,(4) (+=0,...,n) Dbezeichne das w»-te Minkowskische
QuermaBintegral des Eikérpers 4e K, und w,= (/7 )/I'(14%/2),
» >—2, das Volumen der »-dimensionalen Einheitskugel. Mit dem

Ansatz
W(A) = Z (f)iw,,(A) (1.1)

Wy
0]

istoein von Jo MO Wrnns entdeektes Funktional geveben, das sich
dureh  zabilreiche  hochst bemerkenswerle  Eigenschaften  aus-
reichnet. In Publikationen erscheint der Ausdruck zuerst in [7),
Neite 601 s ist der Zweck der vorliezenden Note, einige mitteilens-
werte Tatbestinde zu erliutern, und auch die Bedeutung diescs

Iiikdrperfunktionals innerhalb der Geometrie der Zahlen aufzu-
zeigen.

! Dicse Linearform hat der Verfasser orstmals in cinem Brief von
J. M. Wills vom 21. 10. 1971 angetroffen.
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Fir einen Punkt peE» und ecinen Eikérper AeK, bedeute
r=r(p,A4) den Abstand des Punktes p von A. Bezeichnet dp die
Punktdichte, so gilt die Integralformel

W(4) = fe—m dp, (1.2)

wobel sich die Integration itber den gesamten Raum E» zu er-
strecken hat.

Diese Darstollung wird von J. Bokowski [1], Secite 15 erlintert
und stammt vom Verfagser®,

Ist >0, so crgibt sich auszehend von (1.2) leicht die Formel

W(AA) =2 [e-n2iridp, (1.3)

wo A4 den durch Dilatation beziiglich o aus 4 hervorgehenden
homothetischen Eikérper anzeigt. — Ist Ap fiir p >0 der duBerc
Parallelkorper von A der Spanne g, so liBt sich mit V(4p)= f dp,
erstreckt iiber den Bereich r(p,4) <p, durch Umrechnung von
(1.2) die Darstellung ,
o
W(Ad)=2=n fV(Ag)ge‘”deQ (1.4)
0
gewinnen, die zeigt, wic das Wills’sche Funktional W durch Inte-
gration iiber das Parallelvolumen gewonnen werden kann. Selbst-
verstindlich 1ift sich dies mit Hilfe der Steiner—Minkowskischen
Formel fiir .V (40) direkt verifizieren. Mit Riicksicht auf gewisse
weiterereifende Kntwicklungsmaglichkeiten wollen wir cinen ande-
ren Weg verfolzen, der zu unserer Integraldarstellung (1.2) fiihirt.
Sei f(r) in 0 <r <oo definiert. dort nichtnegativ und mono-
ton fallend und es gelte fiir 7o die asymptotische Bezichung
S (r) == o (r=7-1). Es cexistiert dann das Integral

= [f(r(p. A))dp (1.5)

fiir alle A€ Ky, Da r(p, 4) cine simultane Bewegungsinvariante ist,
filllt das Eikorperfunktional ¢ bewegungsinvariant aus, so daB

A, Belky A~DB=g¢(4d)=9¢(DB) (1.6)

ailt. Wegen der Monotonie von f muf3 of’f(,mlchtllch ¢ monoton
sein, derart, dafl die Aussage

A,]fe]\",ACB:bfp(A)S(],‘(B) (1.7)

2 Erstmals in oinem Bricf des Vorfassers an R, Schneidor vom 5. 6. 1972
erwithnt.
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zutreffend ist. Fiir pef» und Ce K, bezcichne p'=p'(p,C)=p|C
den FuBlpunkt des Lotes von p auf C.

Nun sei 4,B,Av BeK,. Wir unterscheiden die zwei Filic
(a) p'(p,AUB)ed und (b) p’(p,AuB)eB. Es gelten dann die
Aussagen :

(a) r(p, AV B)=r(p,A); r(p,An B)=r(p, B)
(b) 7(P:AUB)=7'(Z7,B); r(p,Ar\B)::r(p,A).

Dics it sich mit einfachen konvexgeometrischen Uberlegungen
bestiitigen. Die Auswirkung dieser Austauschbezichung auf das mit

(1.5) dargestellte Eikérperfunktional ist dic Additivitit von ¢,
so dal} die Sachlage

A, B,AUBeKy=@(AUB)+ ¢p(ANB)=q¢(4)+¢(B) (1.8)

besteht. Nach einem Satz aus der axiomatischen Theoric der ISi-
korperfunktionale, vgl. [3], Seitc 222, cxisticren Konstante
¢ 20 (v=0,...,n) derart, daB iiber K, dic Identitit

9°(A)=§cv Wy(4) (1.9)

giiltig ist. Um die Koeffizienten ¢, zu ermitteln, sctzt man anstelle
von A eine Kugel X, vom Radius p. Nach (1.5) ergibt sich zu-
nichst

P (Ko) =f(0)wno™+ nws f ye=1f(r)

und mit leichter Umrechnung

"

@ (K,) = f(0) wrz@"‘*““ﬂZ(v)”Mv 1(f)er,

1
falls als Hilfsgrofle das Moment
Mu(f)= [feryrrdr (n=0,1,...,n—1) (1.10)
0

eingefuhrt wird.
Andererseits ist nach (1.9) mit W,(X,) = wpo®~*

¢ (Ko) = wnd cro"™",
0

v y——— ——— o~ — oy op— o 2
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so daB co=f(0), c,=(:)vM,_1(f) (»=1,...,n) abgelesen werden

kann. Es ergibt sich also
=107+ (st
1

Wir withlen jetzt dio in unserem Sinn zuléissigo Funktion

f(r)=c-nr?, (1.12)

und erzielen so mit f(0)=1, My(f)=1/2rw,-1 nach Einsatz in
(1.11) aufgrund leichter Umrechnung mit vw, = 2aw,_» die Dar-
stellung

n

9 (4) =Z(’:)wi W, (4). (1.13)

0
So ist mit der Feststellung ¢(4)= W (4) und mit Riicksicht auf
(1.5) die Integraldarstellung (1.2) nachgewiesen.

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit der weiteren sich aus (1.4)
durch particlle Integration ergebenden Integraldarstellung

W(d)=V(4)+ [F(d,)e-7¢"dp (1.14)
0
ab, wobei I'(4,) dic Oberfliche des Parallelkérpers 4, von A
bezeichnet. Diese Formel gestattet die instruktive Lesung

W(4A)=V(4)+3TF*(4), (1.15)

wo I'*(4) als gewogenes Integralmittel der Paralleloberflichen von
4 interpretierbar ist. : :

2. Eigenschaften

Sei EtC E» (0<i<n) ein i-dimensionaler Teilraum von FOL
AeK, und A c Et. Wir kénnen A als Kérper der Klasse K: auf-
fassen und ihm das sich auf seinen Trigerraum &t bezogene Funk-
tional W'(A4) zuweisen. Im Ansatz ¢chen dann die sich anf don
It bezichenden Quermafintegerale W' (A) (n=0,...,4) nach Defi-
nition (1.1) ein. Eine bemerkenswerte, erstmals von J. M. Wills
erwihnte Ligenschaft der Lincarform 1V ist durch

W (A) = W' (1) (2.1)
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gegeben, welche darlegt, daB W dimensionsinvariant ist, so dafl der
Wert nicht von der. Dimension cines méglichen Einbettungs-
raumes abhiingt. Dies hat natiirlich fir die Geometric dicses
Eikorperfunktionals bedeutsame und angenchme Konsequenzen.

Offenbar geniigt es, unsere Aussage (2.1) lediglich fiir 1 =n—1
nachzuweisen. Soi peE", A C E»-1, p’ = p|E»-1 der Lotpunkt von
p in Er=l Ist h=r(p,p’), so gilt r(p,42=r(p’,4)2+ k. Mit
dp =dp'dh resultiert mit der Integraldarstellung (1.2)

W(4d)= fe—nr(p.A)’dpz JO? J’e—nr(p',A)’-nh”dp'dh,

wobei sich die Integration nach p’ hin iiber die Ebene En-! zu
erstrecken hat. Mit der Bemerkung

fc-ﬂ"zdh =1

folgt jetzt W (A)= W’'(4), wzzw.

Sclbstverstindlich ist W (nichtnegativ) definit. Als speziclle
Funktion ¢ ist W nach (1.6) und (1.7) auch bewegungsinvariant
und monoton.

Mit (1.8) ist W ferner additiv und es gilt also die wichtige Addi-
tionsformel

4,B,AVBeKy=W(AUB)+ W (AN B)=W(d)+ W (B). (2.2)

Seien weiter £* und E»-+ zwei total orthogonale und komplemen-
tire Teilrdume von E»(0<i<n) und es gelte 4,BeK,,AC E!,
B Er-i, Wird durch das Zeichen - die Minkowskische Addition
angezeigt, so gilt

W(A+ B)y= W (4) W (B), (2.3)
wonach also Win diesem Sinne madtiplilaliv ist.

In der Tat: Sei peff» und bedeuten ' == p |/ und Pl =p| k=i
dic Lotpunkte von p auf dic Teilriume Kt und £»-4, ferner r(p,4)
und r(p”, B) dic Abstinde der Punkte p’ und 7" von A und B, so
gilt die Bezichung

r(p, A+ BE=r(p', A) +r(p", BR.

Ausgchend vom Ansatz

W(4+ B)= [enr @, a+B'dp
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resultiert mit dp =dp’'dp” und der oben stehenden Additivitit

En—t

E(
W(A 4 B)= fc—nr<p'.A>2dp' J’e—nrm".m’dp",

und somit dic Behauptung (2.3), wobei noch die Dimensionsin-
varianz von W zu beriicksichtigen ist.

Nachfolgend begriinden wir noch eine Ungleichung und er-
withnen die fiir das Wills’sche Funktional giiltige Zylinderformel.
Lo sei A e Ny ind e hedeute einen in o angreifenden Iinheitavoltor,
Ll L der cine Richtong i 2 pozeigt, Wonn wir wie iihlich
Punkte und ihre i o anureifenden Ortavektoren mit dem gleichen
Zeichen anschreiben, so ist mit dem Ansatz

He:={xekr; (x,uy=t, —o0 <t < o0}

eine einparametrige Schar von (n—1)-dimensionalen Ebenen ge-
geben, die auf » orthogonal stehen. Es sollen nun Hy und H, die

beiden parallelen Stiitzebenen von A bezeichnen. Es gilt sodann
die Ungleichung

W (A)> (W (ANHy) + W(4NHy) + fW (AnH)dt, (2.4)
. V]

wo das Gleichheitszeichen fiir den geraden Zylinder A = A’ + A1
der Hohe £ und der Grundfiiiche 4'eK,, 4'C E, gilt. Hierbei be-
zeichnet J die Einheitsstrecke [0, %] der Richtung «. Diese Gleichheit
in (2.4) ergibt dic Zylinderformel

W(A)= W (4")(1 +h), (2.5)

dic vermdoge der Bemerkung W (h7)=1-+h auch aus dem Multi-
plikationstheorem (2.3) abgelesen werden kann.

Um den Beweis von (2.4) zu fithren, ist es niitzlich, das Partial-
funktional

T
w (A, T) L= J’(’,'nr(ﬂ'A)ndp

als Hilfsgrole einzufithren, wobei sich die Integration wie an-
gedeutet, lediglich tber einen passend gewithlten Raumteil 7'¢C En
erstrecken soll. Es sei jetzt

To:={pelkm;(p,u)<0}
Ty:={peln;(p,u)=h}
T = {pEE”;O<<P,u><h}’
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so daB also W(A)=W(4,To)+ W(A4,Ts)+ W(A,T) ist. Nun gilt
oftenbar
peTo=r1(p,4)<r(p, AN )

peTh=r(p, A)<r(p,Anll,),

so daB auf W(4,To) = (1/2) W(ANILy), W(A,Tw) 2(1/2) W (AN H))
geschlossen werden kann. Weiter gilt fir pel, (p,u)=t
r(p,A)<r(p,AnH,). Fir p=p’eH, setzen wir dp=dp'dt, wobci
dp’ dic Punktdichte beziiglich der Ebene 1, anzeigt. So resultiert
WA, T)= f: W(ANH,)dt. Zusammengefalit ergibt sich so die
Ungleichung (2.4), wzzw.

Nachfolgend fiigen wir noch cine weitere Darstellungsformel
fir das Wills’sche FFunktional an.

s scien E» und E? zwei total orthogonale Teilriume des £2»
und es gelte AC E®» und ZC Ef, wo AeK, ist und ZeK,‘f cinen
Einheitswiirfel in B} anzeigt. Bedeutet W) das n-te Minkowskische
QuermaBintegral der Eikorper im E2%, so gilt die Integralformel

1
2n 1 "
Ii’(A)-—;(n)(n+1)—a)— [PI’n[(l—t)A+tZ]dt, (2.6)
dic sich mit [3] Seite 215, Formel (51), leicht direkt verifizieren
lagt.

Abschliefiend erwihnen wir eine Vermutung, deren Bestitigung

die anschlieBend erliuterte wichtige ungeloste Frage kliren wiirde. -

Es handelt sich um die folgende Ungleichung: Sind 4, Be K, zwel
Eikorper, die einen Abstand d(d4, B)>1 aufweisen, so gilt fir die
konvexe Hiille ¢ =conv{4 v B)

W (C)> W (4)+ W (B). (2.7)

Trotz erheblichor Anstrengungen gelang es dem Verfasser nicht,
diese Schliisselbezichung nachzuweisen.

3. Die Wills’sche Vermutung

Nachfolgend soll eine Beziehung dargelegt werden. die zwischen
dem oben behandelten Eikérperfunktional W und dem Problem
der Gitterpunktanzahlschitzung bei Eikérpern besteht. Fir einen
Punkt peE» bedeute z,(p) die »-te Koordinate von p beziiglich
cines orthogonalen cartesischen Koordinatensystems im Raum £».
Das orthonormierte Punktgitter ist mit Z»= {pek®;x,(p)e 4,
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v=1,...,n} gegeben. Sci

H. Hapwigrnr

AekK, 30 bezeichne G(4)=card(4n Zn)

die Anzahl der zu 4 gehdrenden Gitterpunkte. Fiir diese Gitter-
punktanzahl gilt nun vermutlich die Ungleichung

G(4)<W(4). (3.1)

Diese Vermutung wurde erstmals in [7], Seite 60, Formel (5) in
einer gedruckten Note von J. M. Wirts formuliert, Gleichheit be-

steht fiir ein gerades Git

keN,1

terparallelotop P. Sei

<k<n,a,eN (v = Lo k) und

P:={peE”;O<x,(p)<a,,(v= 1,...,1:),x,(p)=0(v=k+ L,...,n)}

Es ist dann
N 3
G(P) =Il](

(zur zweiten Feststellun

k
1 +a) und W (P) =JT(1 + a)
1

g vgl. [3], Seite 216, Formel (53)), so daB

sich G(P)=W(P) oder die Giiltigkeit der Gleichheit in (3.1)

ergibt,

sichergestellt worden ; vgl. hierzu [4]3,

Fir » <6 ist die Rich
parallclen Achsen nachg

tigkeit u. a. fiir Rotationskérper mit gitter-
ewiesen worden ; vgl. [5]. Eine zusammen-

fassende Darstellung vieler Resultate und noch offener Fragen

findet sich bei J. Boxkov
daB fiir 2<n <5 die Sch

gilt, wobeij Pn = wz1/n jgt,
weisen liBt, wiirde die

VSKI [1]. Dort wird beispielsweise gezeigt,
dtzung

G(A)<V (4 on) (3.2)

. Da sich W(A)y<v(4 en) fiir alle n» nach-
Richtigkeit von (3.1) auch dicjenige von

(3.2) fiir alle Dimensionen nach sich zichen.
Aber abgesehen von der Bedeutung des Funktionals W figr

diec Geometrie der Zah
Studium von W auch a
lolinend zu sein.

L DN

ey

len im obengenannten Sinn, scheint das
ligemeiner fiir die Eikérpergeometrie sehr

¥ Nach AbschluB dosg Munuskriptes hat J. M. Wills mit Post vom 20. 6.
1974 dom Verfassor oino handschriftlicho Fassung cinor Bmvuisf'ilhrung von

Botko und Ovorhagen (Bor
vollstindig gelist haboen,

lin) zugostellt, dio das Problem im Fallo 2 = 3
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