a;‘j‘;,a‘,. e S

ot

3
%

F L.
3 A5

¢

)

E. Laxpav.

Uber die Darstellung definiter Funktionen durch Quadrate.
Von

Epyuyn Laxpav in Berlin.

Erster Teil.
Es sei o
flx) = nga® + a,2%* 1 + - 4 a,, o
elne ganze rationale Funktion 2/'**" Grades von z mit ratmnalen Zahlen-
koeffizienten. Diese Funktion sei definit, d. h. es sei fiir alle reellen x
o @z ‘
anders ausgedriickt, es sei
g r ay >0 .
und f(a) habe’ entweder keine reelle Wurzel oder jede reelle Wurzel in
deradel Vielfachheit. Dann folgt aus der Zerlegung von f(z) in Linear-
faktoren ohne weiteres eine Daletellung von f(x) als Summe von zwei
Quadmten ganzer ratlonaler Funktionen von x mit reellen Koeffizienten.
Denn wenu f(x) r Paare reeller glex(her Wurzeln*) und s Paare kon-
jugiert-komplexer Wurzeln**) besitzt, so erhilt’ man durch’ Zusammen-
fassung aller Linearfaktoren in drei Klassen™#*) eine Zerlegung S

]‘(Cb) = fxg(‘r\’ ‘/fo(x)‘i'fa‘l)‘ f (x)——f;,('l"?‘)
wo f1(2), fy(2) und fy(x) reelle Koeffizienten haben und f(z) den Grad 7,
f:(x) + f3tz)i den Grad s besitzt, und hieraus folgt we1ter.

f‘f*—/l (@) (@t = ([ @) 4 (10 e ) = g7 (x) + J«‘ﬂ
Die Zahlenkoeffizienten in g, (x) und g,(x) sind reell, blauchen Afxber
nicht rational zu sein. . e

Eine Darstellung von f(2) durch Quadrate rationalzahliger Funktionen
*) Eine 2«-fache reelle Wurzel wird dabel als o« Paare gleicher Wurzeln aur-
getabt. Es kann auch r==0 sein.
#* Ein Paar e-facher konjugiert-komplexer Wurzeln wird dabei als o einfache
Paare angesehen. ¢ kann auch =0 sein.
=% Hierbei kommt jeder reelle Linearfaktor in die erste Klasse, und jedes Paar
kon‘]uglert komplexer Linearfaktoren wird auf die beiden anderen Klassen verteilt.
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. . ] r.
hat zuerst Here Hilbert™i angegeben. Er hat nimlich bewiesen, daB f{.)
stets .ile Cnotient zweler Summen von Quadraten der verlangten Art dar-
stellbior 1st

Drara £ e ich®¥, den weitergehenden Satz hewiesen: wJede definite
ganze valtonabe Funktion von @ it rationalen Zahlenkoeffizienten liBt
sich ds ~irine von Quadraten darstellen, so daB die simtlichen Basen
diescr Uvirate ganze rationale Funktionen von .« mit rationalen Koef-
dzienton -yl ‘

3

I e spiiteren Arbeit™*) habe ich die Frage aufgeworfen und
fitr de Klonsten Werte von s == 2/ in Angriff genommen: Fiir jeden
Grad o wejenige Zabhl N <= Niye) zu bestimmen, welehe durch folgende
betder Fivenschaften charakterisiert ist:
P dede definite Funktiont 2" Grades LiBt sich in N Quadrate zerlegen.
S0 Nieat jede definite Funktion  w'*® Grades 148t sich in N — 1
Cuadrate werfesen,

Ph o bovies aa O daB

.\‘:\H:) = 4,
N2y,
NbH <o

Slsdwan zeigte Herr Fleek+t), an meine Methode zur Dlskussmn

der hiquadratisehen Funktion dnknupfend daB
Ny =5
ist.

Trotzeem nun N(4) nicht groBer ist als N(2), wiirde man wohl
erwarten, dall Noo mit o iber alle Grenzen whchst. Merkwiirdigerweise
gilt =57 jedoch der allgemeine Ratz, dessen Herleitung den Gegenstand
des ersten Leiles der vorliegenden Arbeit bildet:

welede depinite ganze Funltion w' Grades von x mit rationalen Zahten-
/wf//wnfu. tapt sicle als Swwme von welit (gua(lratcn Jamer rationalzahliger
Fundtioner voi o darstdlen

toidragen der Geuwetrier, Festsehrift zur Feier der Fnthiillung des GauB-
Weber Devionals in Gottingen | Leipzig, 199, S. 82—85.

“her o lie Darstellung detiniter bindrer Formen durch Quadratet, Mathe-
1005, 008 - 64

N

matise o Anaaden, Bl a7
Lner e Zerlecune det imtcr Funktionen in Quadrate, Archiv der Matlhe-
e ln” e Bdlv o4, S271—277.

b westen Teite dieser .»\rlwi st durchweg nur von ganzen rationalzahligen

matik ol Lesih,

Funkts nen e Bede. ohne daB dies immer besonders bemerkt wird.
vo e Duestellung detiniter bindirer Formen als Summen von Quadraten ganzer
rationaizahinees Formenw, Archiv der Mathematik und Physik, 3' Reihe, Bd. 10, 1906,

i b d deich hier der Leser qut S 27% 72 17—25 aufmerksam gemacht.

Matieno e Ausaben LN 18
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Mit anderen Worten, es ist stets

\ Nin) < %,
also
lim sup N(n) <8

n=x

‘ Ny L Nn+2)

und, da offenbar*)

ist, so existiert
lim N(»)

n= [ L. J

} i
und ist < &%) Welche der vier Zahlen N =D, 6,7, 8 die Eigenschaft
hat, daB Jedes f(z) im N Quadrate, aber nicht Jedes in ¥ — 1 Quadrate .
zerleghar ist, muB vorliufig dahingestellt bleiben.

Um nun den oben ausgesprochenen Satz iiber die Zerlegharkeit von
f(x) in acht Quadrate za beweisen, nehme ich zuniichst fix) irreduzibel
im Korper der rationalen Zahlen an. Darauf wird dann der allgemeine
Fall leicht zuriickfiihrbar sein. YVen‘n die deﬁmte Fuauktion f{z) irreduzibel

ist, so hat die Gleichung - ‘

)

keine mehlfachen Wurzeln, alao kelne reelle Waurzel, und bestnnmt daher
einen algebraischen Zahlkirper #*" Grades, der mit simtlichen konjugierten
Korpern imaginiir ausfillt. Daraus folgt, wie Herr Hllbert’ ”")’ uezelo't
hat, daB f(a) in der Form darstellbar ist ' “

1 (@@t E 4 @) 24 () Lo !
7y i) ’

(- flo =

wo q{x), yray, zla), o) ganze rationalzahlige Funktionen hmhstens

— 1tn Grades sind, also /l(x\ eine definite lunktmu hije hsttns n 2t
Gxades - L - v

- Essei lunadwt angegeben, wie Herr Hilbert gur hleu U‘m(r 1} gelangt.

Er benutzt folgenden Batz ohme genauere A\us?uhlunn seines Bewelses,

der erhebliche Se h\\lmwkuteu bietet und wesentlich auf Herrn Hilberts
Theorie del ulat v:pudmtlbchen /ahlk()rper"\ bm'uht ‘

*: Denn wenn die definite Funktion nt® Grades fmw = By, 4, >

nicht in N/ — 1 Quadrate zerlegbar ist, so ist offenbar die definite Funktion
w4 2w Grades 2%z == a 07t b agat cleichtulls nicht in N e — 1 Quadrate
v zerlegbar.

#5 Mit anderen Worten, fiir alle hinreichend groBen » hat Nin) einen und
denselben Wert, der <8 ist.
L e, S84—85.

,Cber die Theorie der relqti\'quadrati:chen Zahlkﬁrpm Jahresbericht der
I)eutscheu Mathematiker-Vereinigung, Bd. 6, 1899, 5. 83—04; . Uher die Theone des
relativquadratischen Zahlkérpers®, Mathematische Annalen, Bd. 51, 1899, 3. 1—127;
oUber die Theorie der relativ-Abel’schea Zuhlkirper, Nachrichten der Ixomnhchen

Dt A P R AL SRR W el ey
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wleae total positive Zall eines algebraischen Zallkirpers, d. h. jede
Zah] des Bérpers, deren konjugierte Werte in den reellen konjugierten
Korpern positiv sind, lipt sich als Summe von vier Quadraten  gewisser
Zahirn dvs Kirpers darstellen®.®) o
[ vorliegenden Falle sind alle durch die Gleichung R
(2 flx)=0 o i

P

bestimmten Kérper imaginir; jede Zahl des Korpers 1{8), wo 9 eine

Wurzel vou 2y ist, ist also total positiv: daher gibt es inshesondere fiir

-1 eine Zerlequng
2 2 2 2 e
Sl e

we oo .50 0 ganze oder gebrochene Zahlen in 1(9) sind. Diese sind als

ganze rationalzahlige Funktionen @(9), w(9), (o), o(@ von & darstell-
bar, deven Grad -Z, — 1 ist. Aus )

P=tg g = {wi®) | + (1)) + {o(8)]2 =0
folat. da 7 drveduzibel ist, daB die ganze rationalzahlice Funktion

Foop=14+1gui? + 1@ + (1)) + o)) ®
durch i teilbar ist
Fir) = f(x) f(2),

wud dies Jiofert die Gleichung (1). \U

Nacidem nun Herr Hilbert auf diesem Wege die Gleichung (1)
erhiaiten at, zieht ¢r daraus durch vollstiindige Induktion die Folgerung:
Es st senon bewiesen, daB jede definite Funktion n — 2% oder niedrigeren
Grades w5 (uotient zweier Quadratsummen  darstellbar ist. _Dann ilt
diex nach 1) fiir jede irreduzibele definite Funktion ste Grades, also fiir
Jede defimte Funktion 2 Grades (da, wie leicht gezeigt wird, jede

reduzibele definite Funktion, abgesehen von einem konstanten Faktor, ein'

Quacrat st oder uls Produkt eines Quadrates®) und einer oder mehrerer
irrednzibler definiter Funktionen niedrigeren Grades darstellbar ist).

Lelo iege den folgenden Schliissen auch die Gleichung (1) zugrunde,
schilicBe jedoch tolgendermaBen weiter: Es 1st, wenn

wrt s b e gl ey (z) = p(a), ay (@) = y(2), o (2) = olz),
«; (,\'x‘) =0, o {T) =0, U (1> =0

gesetzt wird.,

teselischurt et Wissenschaften zu Gisttingen mathematisch- physikalische Klasse,
120y, R0 3T0--5ud und Acta mathematica, Bd. 26, 1902, S. 99—131.

Lissar Surz o erwithnt Herr Hilbert auch in seinem Artikel wkheorie der
abrebwsenen Zahlkirpers o der «Eneyklopidie der mathematischen Wissenschuttens,
FETEONS BT

-

weiefies eventuell ~= 1 ist.

4 : +
[

B e Fadetan e Th em by b e

= o



276 E. Laxpac.

I ) A B

TG \r/ + a ‘+‘ o’

B) flay = T T e,
W Gt W= (Oh@,
wo f,(z) kleineren Grad hat als f(2)%). { o

Nun dividiere ich, wenn /,(x) nicht konstant ist, jede der acht Basen
im Zihler von (3) durch f|(x); dies ergibt ein Gleichungssystem

[al(i” = @)y (2) + By (2), [ B
(D) o . S
) = o) + o
wo Biz), - -+, Py(«) geringeren Grad haben als fi(x). Bx), - -, poi)
sind nicht simtlich = 0, da sonst
]‘(:1?) ’h T 982(1.})7 '
also f(2) reduzibel wire. ) ’ : b I
Aus (4) und (5 folgt modulo f;
BE+ B = et =f=0,

also

2 2oy L
U’) 51 4__1_‘3\ “’flf‘za - A
wo [, eine ganze rationalzahlige definite Funktion ist, die geringeren Grad
hat als f; und nicht identisch verschwindet. , T !

Nun bestcht die bekannte Identitiit |
() (e’ + o o)+ o+ F e (B2 48,5+ 85+ 8.+ 8,7+ By
+ B+ 5%

= e tafeto o3+ byt e B e By

>

+ (e fotanfl oy if-i_ €y By By By ¢ By— e B )
2 R (c‘;ﬁ B P By By b e B )
F (o Byt e iy — ey - L By G B o B By

Ty Py — Gy /3'. T 6 By By O By By )
U Bt e Py T Gy P G B g B —ug B ey By
T (= Py By T By — oy B By G By 6 B e By
+ (=g Byt e s — ey i ¢, B+ ¢ Pyt By — g By e By

Diese Identitit wende ich aut die vorliegende Bedeutung der Zeichen
*; Mit anderen Worten, ich benutze gar nicht den Hilbertschen Satz
~1=d:+ﬂ:—f—y:+6:
in vollem Umfange, sondern nur die eventuell leichter zu beweisende Tatsache, daB
gich — 1 im Kérper 1.8 als Summe von sieben Quadratzahlen darstellen 1d8t.
*) Ubrigens ist hier 5, (2 = 1; doch habe ich fiir die in der Folge notwendige
Wiederholung des SchluBverfahrens die Begrindung des Textes angegeben.
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wy, - By an. b ich multipliziere die Gleichungen (4) und (6) und
stelle das Produlit nach 71 als Summe von acht Quadraten dar. Die Be-’
trachtung der Basen dieser acht Quadrate zeigt, daB jede derselben
durch f, teilbar ist: z B ist modulo f;

ey B, e By B T ey ¢y s + @1 f7 + «ify
sl - wtr oS G gt e et =1[=0,

@Byt By — afly By — @y By oy B
| —0

. . ! e e 7
Gty e () T e g T Gy Gy T b Gy gy 0 Sl g s

4 P

Wenn dube: div Basen wmis 3£y, -+, 75/ bezeichnet werden, so sind
71, + .3 @iz rotionalzahlive Funktionen, und man erhiilt

I (P = 13
pEe et =1
PO Tl R o 8
K f )
wo f, kletmeren (i-ad hat als f]. : : L

Ist dieser (irad noch nicht 0, so wiederhole man dasselbe Verfahren.
Mar velangt alsdann schiieBlich zu einer Glelchung

A 812+"'+a\sﬁ
?

! c

wo ¢ eine positive Konstante ist, 8,12), - -, 05(x) ganze rationale Funk-

. P - . . . .
tionen vom Grade < | -#) Daraus folgt, wenn die ganzen rationalzahligen

5 P 0 4 . .
Funktionen ', . mit &, -, & bezeichnet werden,
¢ s 2

. o an2 ,
P s () et Y.
Da nun die Zabl ~ in vier Quadrate zerleghar ist®*), so ergibt sich
]"ul'l — ‘/‘12'T ,’l:;‘ - 15;"'%I:if+¢';2+1)?+024—02) (’\Elg(‘rzl_*ﬁ.”_*_és:l(x}‘),

also dureh Anwerdung von (1)

for = uF m e n o ot 700 £ 050+ gt () + 97 () £ g5 (%)
Nachdem nun die Zerlegbarkeit in acht Quadrate fiir irreduzibele

detimte Funktionen bewiesen ist, so folgt sie leicht fiir alle definiten

Funktionen.  Denu jede definite reduzible Funktion ist von der Gestalt

n

Mindestens cine derselben hat natiirlich den Grad .
)

< Vit ddere bekannten lieweise dieses Bachet-Lagrangeschen Satzes hat das
wanze Vertubren rrebe Ahnlichkeit.
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fla) = e(F)? Fy(@) F(a) - Fio),

wo I (x), -, F (z) definit und irreduzibel sind: da/nach dem Obigen
die Faktoren F| (TI), o+, F (2) in je acht Quadrate zerleghar sind, so
ergibt die wiederholte Anwendung der Identitit (), daB f(z) als Summe
von acht Quadraten darstellbar ist. —_’———/
Bekanntlich hat Herr Hurwitz*) bewiesen, daB fiir »> 8 (und
v=3,5,6,7) das Produkt zweier Summen von » Quadraten nicht als
Summe von r Quadraten darstellbar ist. Das Gelingen des Nachweises,
daB f(r) in eine feste (von n unabhiingige) Anzahl von Quadraten ganzer
rationalzahliger Funktionen zerlegbar ist, ist also nur dem glicklichen
Umstand zu verdanken, daf durch den Hllbertschen Sats die Aerle(r ar-'
keit von — 1 in sieben Qu.ulmte gewahrlelstet ist. Wiirde man z. B. nur
beweisen kinnen, daB — 1 stets in acht Quadrate zerlecrbar ist, so wiirde
das oben eingeschlagene Verfahren fiberhaupt keine von # unabhingige
ohere Schranke fiir die Anzahl der zur Darstellung von f(x) erforderlichen
Quadrate ergeben™®*). _ L

Es ist nun sehr zu wiinschen, daf Herr Hilbert ‘den Beweis seines
Satzes veroffentlicht. Der Satz scheint mir dadurch noch an Bedeutung
gewonnen zu haben, daB er die Erledigung unseres nur auf rationale
Zahlen beziiglichen Problems nach sich zieht.

Die im Vorangehenden auseinandergesetzte Methode gestattet also,
fiir jeden Korper, in welehem —1 als Summe von sieben Zahlenquadraten
darstellbar ist, das zugehirige f(z) als Summe von acht Quadraten ganzer
rationalzahliger Funktionen darzustellen; nach Herrn Hilbert gilt dies also
fiir jedes definite fiz). Ich mache aber besonders  darauf aufmerksam,
dab die obige Reduktionsmethode in allen Fillen, fiir welche —1 in drei
Quadrate zerlegt werden kann, sogar die Zerlegbarkeit von f(x) in vier
Quadrate ergibt; man brauncht ja nur auf die Gleichung

\ '4.’1)-?-0{.

dieselben Schliisse anzuwenden wie oben auf (3) und dabei fortwahrend
vou der Identitiit

+Uber die Komposition der quadratischen Formen von beliebig vielen
Variabeln®, Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
mathematisch-physikalische Klasse, 1%98 8. 309—316.

* Der Hilbertsche Satz, daB — 1 stets in vier Quadrate zerlegbar ist, ergibt
nicht mehr als die blofe Kenntnis, daB — 1 in sieben Quadrate zerlegbar ist; das
Produkt zweier Summen von je finf Quadraten kann ja mit Sicherheit nur als
Summe von acht Quadraten dargestellt werden.
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RN (1312+ﬂ22+532+ﬂ42) = (“1 ﬁ1+“2/32+“3/33+“4ﬁ4;’2
+ia gyt o By, fs)° + (—a ﬂa"“aﬁz*‘“sﬁl‘f‘%ﬂz)?

oy By By — e Py g By ¥ . .

N

Gebrauch 21 michen™. v A . )

Es ist viellsicht von Interesse, fiir eine spezielle Klasse von Kérpern
in elementirer Weise die Zerlegbarkeit vou — 1 in vier Quadrate dar-
zutun.  Iel verdanke meinem Freunde J. Schur einen solchen Nachweis
fiir den Kro steilungskorper der #'™ Einheitswarzeln (w 2> 3) und teile hier
diesen Bewsis in unwesentlich moditizierter Form mit.

Ohme Heschriinknng der Allvemeinheit kann m als ungerade Primzahl
oder =-4 ungenommen werden. Denn wenn der Nachweis hierfiir erledigt
ist, so erwibt sich filr jedes m =3, fulls p einen ungeraden Primfaktor
die Zahl 4 (fiir m = 2¢) bezeichnet, im Korper der p"
Binheitswiwrzeln eine Zerlegung

von m berw,

[ [ (é2+}32-1—}/2+52,

mnd diese =t gleichzeitig eine Zerlecung im Korper der m'® Einheits-
wurzelu.
Es handelt sich alse, da offenbar im Korper der 4** Einheitswurzeln
—1=¢=d
ist, nur un. den dureh die Gleichung

fol=14+z4+ - 4o 1=0

hestimmten Kéorper, wo p eine ungerade Primzahl ist.
t: p aabe die Form 20+ 3 oder Sv <4 5. Dann ist

p—-1 o
Dot =T} e )
0 :<11> = — 1 (mod p),
also
-1
22 L1 =1p.
Nun st
RS Hj-xp-lf, (1 o T A )
[ AR S 7 IPEPIRI S 0 S
p=1
{ e + .,.2 - —1+ php—1

1,‘1_1\
SRR IR L T RS ) B (\1 4 + ghr-

wlso, wenr: flir » vine Wurzel & von fir) = 0 eingesetzt wird,

Db suclog tiir jeden Korper, in welchem — 1 Quadratzahl ist, d. h. welcher
die Zuol (ootailrt. joo in zwel Quadrate zerlegt werden kann, ist trivial
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) ]
0= (14+8 (148 1;1-+{)‘j‘)'-4(1+{%3 : )+a-1,

also, da
pHIND
§ =t = (9 : )

. . y—1 . . :
ist und jeder der ! , Faktoren des Produktes eine Summe von zwel

-

Quadraten ist,

02062—*}—/32—}—1?—1,
. &—1 . 0(2 + [32,
pe1y?
e = (o) -t g

-1 ist also in zwei Quadrate zerleghar und folglich nach meinen all-
gemeinen Bemerkungen auf S. 278—279 f(2) in vier Quadrate®).

2) Die ungerade Primzahl p sef beliebig. Dann liflt sich jedenfalls
eine Primzahl ¢ so bestimmen, daB ¢ die Form v + 3 hat und daB ¢
Nichtrest modulo p ist. Dann ist

p-1

g = (lq)) = — 1 (mod p),

also
p=-1

g% +1="hlp,
G R e e W e T A e B e R
£—>1
=14z+ - 4ar® -]
= (14a+z*++ar O I+ a4 2l =be

—_ —1 — N
P 1_1 ’11';7“] P 71_

1
P (1+a“[ 2 _J{_‘lf;f-’./ - _:_‘.._i_x(’/—l” = ) +Ib1"1.
Nun ist nach 1)
ldat+a? 4+ +ort=Fa) 4 -+ Fia),

= Tlhrigens folgt fiir p=8r -+ 3 die Zerlegbarkeit von f'a in vier Quadrate
und ebenso tar p = %r -+ i die Zerlegharkeit von /) in fiinf Quudrate direkt daraus,
daf bekanntlich fiir p=3 ‘mod. 4

—1 - -
:“Xl_‘i_p‘\i-

N x¥
=4
) r—1

ist, wo X, und X, ganze ganzzahlige Funktionen von x sind. Denn, da fiir p=38v+43
bezw. p= 81+ 7 eine Gleichung p = a® 4 b* -+ ¢* bezw. p = a* -+ b* - ¢* + d* be-
steht, so ist fir) in vier bezw. fiinf Quadrate szerlegbar. Nur der Fall p=8v 41
ist schwieriger zu behandeln, etwa wie oben unter 2) im Anschlub an die Mit-
teilungen von Herrn Schur, wobei der Dirichletsche Satz von der arithmetischen

Progression angewendet wird.

[N
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also

Pt oo e Flipn o FEa) =GR+ 4+ G2,

JUEE ' p».__; p——l_l pAl_l ,1—1_1
1-40¢ - e T —— _.T_J:‘\{*Uv - e '12(\‘2"1 ; )+ R I"ig(l“ - )
K)o K.

Daber bat noeh +=0 die rechte Seite von (¥) die (resfalt einer Summe
vou vier Quadiraten plas #*#-1 Setzt man nun in 9) fiir 2 eine Wurzel
& der Gloichuns

f‘t',l'\‘ = ()

eirn, so <reiht sieh

( o — d.‘ — ,)2 _;._ 3—1.

¥
ls

t

PRI
1 = ;412—7;32—%;’2;62)<1‘} 2 ) i o T S Vs I

Zweiter Teil.

Die mm ersten Teil angewendete Reduktionsmethode fiihrt auch in der

swcorie iler definiten ganzen rationalen Funktionen zweier Variabeln
LU Ay g g Y Ay @ 4 g,y

mit heliebigen reellen Zahlenkoeffizienten zu einem neuen Resultat. Bisher

ist dariiber folgendes bekannt.

Herr Hilbert®) hat zuerst den Nachweis der merkwiirdigen Tatsache
getiihrt, daB ; (o, /) im allgemeinen nicht als Summe von Qu*ldraten ganzer
rationaler Fuuktionen von & und y mit reellen Koeffizienten darstellbar
ist. Spiiter hat Herr Hilbert**) bewiesen, daB sich flo, y stets als
Quotient zweier soleher (uadratsummen davstellen liBt. Er beweist. zu
diesem Zwecke —- unter Anwendung der Theorie der Abelschen Funk-
tionen —- zunichst den Satz®#): lede beliebige ternire definite Form+)
F von der #* Ordnung ist in der Gestalt darstellbar
PR RS

(1 H

wo ®, ¥, X ormen mit reellen Koeftizienten von der n — 2*® Ordnung
sind nue Hodie w4 Ovdnung hesitzt 5 i ’

~ 0 her e Darstellnng doﬁnitvr Formen 'Lls Summe von Formenquadraten®,

Mathemarische Annalen, Bd 32, 1888, 3, 342350
= TLe: tervire detinite l’x‘)rmen“. ;\cta mathematica, Bd. 17, 1893, S.169—197.
A Lo, XL

+ Do iede dednite ganze rationale homogene Furktion dreier Variabeln.
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Aus (10) schlieBt nun Herr Hilbert weiter: H ist eine definite Form,
148t sich also in der Gestalt
e O ¥t X

1

darstellen, wo n—§& der Grad von H ist. Die Wiederholung dieser
SchluBweise filhrt schlieBlich zu einem Bruch, dessen Nenner eine positive
Konstante oder eine “quadratische definite Form i"stf, Da letztere eine
Summe von Fomenquadﬁmn ist, so er\gibt ‘sich durch "Ausfithrung der
Multiplikationen fiir F eine Darstellﬂﬁg' als Quotient von zwei Quadrat-
summen
(11) po it O
’ o{+ T F;

Jede definite ternire Form oder, was dasselbe besagt, jede definite Funk-
tion zweier Variabeln ist also als Quotient von zwel (Quadratsummen
darstellbar. - [«

Dies Hilbertsche Resultat 1Bt sich ohne Miihe dahin ergiinzen, daf
oo, ) als Quotient zweler Summen von je vier Quadraten darstellbar ist;
denn es werden stets Summen von je drei. also von je vier Quadraten
miteinander multipliziert, und es greift die Identitiit (8) Platz.  Aus
SEI e = o L g
kann man ncch schlieBen: )
T L e L A B S i

I Il T R
Aber damit ist nicht viel gewonneﬁ. Sowohl in (11}, als auch in (12)
und (13" wachsen die Grade der auftretenden Funktionen in bezug anf
jede Variable selr an: sie haben die GriBenordnung »°.

Nun schlieBe ich aber, von (10) ausgehend, anders weiter und
werde —— unter der Voraussetzung, dab in der denniten Funktion »""

Grades f(x,y) das Glied mit 4" nicht den Koeffizienten Null hat*) —

A
t

zu folgendem Satz gelangen:
Sf G, i LBt sich als Summe von v ler Quadraten
2 2
fzw1 +- Yy, R
darstellen, wo Py, -+, ¥y ganze rationale Funktionen von y mit rationalen
reellen. Funltionen von x als Koeffizienten sind.* pooo

*y Durch eine ganze lineare Transformation der Variabeln 1aBt sich bekanntlich
bei einer Funktion mehrerer Variabeln stets erreichen, dab der Grad in jeder Variabeln
gleich dem Grade der Funktion ist.
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Dieser Suatz ist offenbar richtig fiir Funktionen 0%® und 2'** Grades.
Denn fiir

f@,y)=c

fla,yy = Vel
poran = gyt 4 Aoy + Ay (2,

18t
fiir
wo nach Vornussetzung o, eine positive Konstante und fiir alle reellen x

A2 r) — 44, () Ay (2) <0

ist, eratht sl

4 L Ay

4. FI A R I [l
s SRS F Ll L) e ) T Ay

ey ) RN
= =@ 1)+ ¥ () + @k (x)
o v.13‘ a'y 3/) + u"_’?(“"; y‘,) + u';;g(‘v: ?/)

Der Satz wige ir Funktionen ey, 2% ..y — 2t Grades als bewiesen
angenomyien erden. A
Nach (1t st die Funktion #*" Grades f(x,y)¥) in der Gestalt dar-
stellbar
(14 P S e e T
: 7 ;
WO @y, @y . ¢,/ Janze rationale Funktionen von x und y mit reellen
fzienten -ird und f; in 2 und y, also auch in y allein, geringeren
Grad hat als /7% 141 LBt sich auch so schreiben:

(1d ffhh ="+ -+ e’

Ieh dividiere nun, wenn /;(z, y) nicht schon von y unabhingig ist,
unter Bevorzugung der Variabeln y die vier Funktionen «,,- -, «, durch f].
Dies gibt
[“1 =mnh + Bis
(;1“’ . e
“‘4 = yfL + By
wo 3,.---, {3, ganze rationale Funktionen von y sind, in denen die Koef-
fizienten der Potenzen von y (ganze oder gebrochene) rationale reelle
Funktionen ven o« sind.  Hierbei haben 8, - -, 8, in y kleineren Grad
als /), also a fortior uls 7.

1. Wenn die vier Reste 3, 8., 85, B, identisch Null sind, ergibt
sich aus 1D

Tt et et ) = L

* ;e oy sunn .oals definite terndve Form Flrx, . z,, x,) geschricben werden.
SO CH S VER N Wielcrholung des folgenden Schlufiverfahrens ist es wichtiy
zu bemerken. defi nur o n der Tatsache Gebrauch gemacht wird, daB £, in y geringeren
Grad hat als ;. tiehs favon. daB dies anch fiir den Grad in x und » gilt,

Soboan b e



LS S S

234 E. Laxpav.

wo [, und f, ganze Funktionen von y sind, mit rationalen Funktionen
von z als Koeffizienten. Der Grad % von f, in y liegt zwischen {) (exkl)
und u (exkl), der Grad » — k von f, also gleichfalls. Nach der hekannten
Verallgemeinerung eines GauBschen Satzes ist also die ganze rationale
Funktion f(z, y) in zwel Faktoren F(z, y) und F,(x, y) zerleghar, die
in & und y ganz sind und in y die Grade /: und » — & haben. In
f(z, :’/) = Fl(xy ;1/) Fy(», .’/)
sind auch die Grade von F)(r,y) und F,(x,y) in beiden Variabeln be-
ziehlich % und » — %, da ja f(x, %) in beiden Variabeln auch den Grad »
hat. Die Koeffizienten von y* bezw. y*~* in F, (s, y) bezw. Fy(z, y) sind
Konstanten, von denen erstere ohne Beschrinkung der Allgemeinheit =1
angenommen werden kann. [ (x,y) und I,(z, y) sind ferner definit, da
F,(x,y) aus einer definiten Funktion f(x, y) durch Division mit einer
definiten rationalen Funktion von x (ndmlich dem Koeffizienten von y*
in f,x, ) entsteht. F,(z, y) und Fy(z, y) sind also Funktionen von z
und y, welche genau dieselben Voraussetzungen erfiillen wie f(x,y), aber
geringeren Grad haben als f(r,y); fiir solche Funktionen war der Satz
als bewiesen angenommen worden, so daB sich fiir f(@,y) eine Zerlegung
flo,y) = (@ 4 -+ el g+ o+ d) =o'+ + v

ohne Nenner in y ergibt.

2) Wenn B, ps, 3, B nicht sémtlich identisch 0 sind, so ist
B2+ B2+ B2 + B, nicht identisch 0, und es folgt aus (15) und (16)
modulo /| )

(31?_%""'%"13425“12'}""‘*'“4. :ffzzoy
d. h. der Quotient

(e o A

. /1
ist in y ganz und nicht identisch O, in « rational. f, hat in y kleineren
Grad-als f;. Aus (15) und
file=1p "+ -+ Py

folgt durch Muitiplikation nnter Benutzung der Identitit (3)

[r2fy = ( ey + &Py + s+ e By’ + (— o By + ey +ep— oy By)*

L (=g By — By @y B e By T @By — By + ey ).

Jede der vier Basen rechts ist durch f, teilbar, und man erhilt

v a a2
ffe=v+ -+
(17) f 139 “T"T’ 74 ,
/ ’z
WO i, ¥4, [ in 2 rational, in y ganz sind, und wo f, in y geringeren
Grad hat als ;.

i,

PR RN

e

[P

i o i AR5 A R, U .

pen.

N ik,
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rationalen Funktion von £ nimmt (17) die Form an

fi 612"!"""’5‘“542
F, ’

Durch  Erweiterung des Bruches (17) mit einer gewissen ganzen

wo d,.-- ¢, F, ganze rationale reelle Funktiofen von z und y sind,
und wo fooin y kleineven Grad hat als /1 vad a fortiori als /.

Ist dieser Grad von F, in bezug auf ¥ noch nicht 0, so liBt sich das
Verfuliren w ederholen, bis man schlieBlich zu einer Gleichung kommt

\ Sp oy BB Y A e B, y)

18, /(‘.I LY = i s

wo i Nevner eine (definite ganze reelle) Funktion von r allein steht.
[z, u: liBt sich also mit einer solchen definiten ganzen Funktion

von o allein multiplizieren, daB das Produkt als Summe von vier Quadraten

ganzer reelle: Funktionen von z und y darstellbar ist.

Aus (18) folgt schlieBlich wegen

v =gt + gt (@)

IO e gt gt )
wrr

=yl et y),

[l ) =

WO gy, ul, - vy, y) ganze rationale Funktionen von ¥ sind, deren
Koeffizienten rationale reelle Funktionen von z sind.
Dies wur die anf S. 282 ausgesprochene Behauptung.

Den 31, August 1905,




