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Résumé.  On donne une expression de la valeur optimale f.(b) du programme entier max{c'z|z €
Q(b) N N"} ol ©2(b) est le polytope convexe {z € R™ | Az = b,z > 0}. Elle est une
conséquence de la formule de Brion et Vergne qui évalue la somme 3 €Q(b)NN e’ . On
monire que comme en programmation linéaire, f.(b) peut étre obtenue par inspection des
colits réduits aux sommets du polytope. On donne aussi un résultat explicite qui relie f(tb)
a la valeur optimale du programme linéaire associé, pour des valeurs de ¢ € N suffisamment
grandes. (© Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The optimal value of integer programs

Abstract.  We present a formula for the optimal value fe(b) of the integer program max{c'z |z €
Q(b) N N*} where Q(b) is the convex polytope {x € R"|Az = b,z > 0}. Itisa
consequence of Brion and Vergne' s formula which evaluates the sum Z"edz.
As in linear programming, f.(b) can be obtained by inspection of the reduced-costs at the
vertices of the polytope. We also provide an explicit result that relates f(tb) and the cptima!
value of the associated continous linear program, for large values oft € N © Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Etant donnés 4 € Z™*",y € Z™,c € Z™, et le polyédre convexe Q(y) := {¢ € R* | Az = y,z > 0}
supposé compact, on considére la fonction f, : Z™ — R :

y = fe(y) = max {c'z|z € Qy) NN"} ¢y

dont la version somme f. : Z™ — R

y = foy) =Y {7z € Qy) NN} )

a été étudiée par plusieurs auteurs ces derniéres années, notamment par Barvinok et Pommersheim (1],
Brion et Vergne [2], Pukhlikov et Khovanskii [3]. En particulier, Brion et Vergne [2] donnent une formule
explicite de fc(y) comme une somme pondérée sur les sommets de Q(y), valide pour tout y dans une
chambre . Dans cette note on donne une version “max” de la formule somme de Brion et Vergne, c’est-a-
dire, une formule explicite de f.(y) pour tout y dans une chambre . On établit aussi un lien direct entre
fe(ty) et la valeur optimale du programme linéaire associé p?(ty) := maxzer~{c'z | Az = ty; z > 0},
pour y fixé et des valeurs de ¢t € N suffisamment grandes.
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2. Résultat principal (==~

On introduit tout d’abord quelques définitions utilisées dans [2]. Soit A € Z™*™ c € Z™,y € Z™ avec
n > m,et Q(y) C R le polyedre convexe
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Uy) = {zeR" Az =y; x>0} 3)

que I’on suppose compact. Par la suite, ¢’ et ¢’z dénotent respectivement le transposé du vecteur ¢ et le
produit scalaire habituel de deux vecteurs c et .

Onnote A = [A;]...]A,] o A; € Z™ est la colonne j de A, pour tout j = 1,...,n. Avec A :=
(A1,...,A,) soit C(A) C R™ le cone convexe fermé généré par la famille A. Un sous ensemble o de
{1,...,n} est une base de A si la suite {4;};c, est une base de R™, et I’ensemble des bases de A est
noté B(A). Pour o € B(A) soit C(0) le cOne convexe généré par {A;} c,. A touty € C(A) on associe
I’ intersection de tous les cones C'(o) qui contiennent y, ce qui définit une subdivision de C(A) en cOnes
M polyédraux. Les interieurs des cOnes maximaux de cette subdivision sont appelés chambres dans Brion and
N -—Vergne [2] (avec fermeture'notée 7). Pour tout y € ~, le polyeédre convexe 2(y) en (3) est simple. Pour une
A OQ chambre 7, soit B(A, y) I’ ensemble des bases o telles que C'(o) contienne v, et soit (o) le volume du
polytope {3, ;4]0 < t; < 1}. Pourtouth € yeto € B(A,y)onab = 2 jco Tj(0)A; pour des
scalaires (o) > 0. Le vecteur (o) € R% avec x;(¢c) = O pour tout j € o, est un sommet du polytope
Q(b). On note V' le sous espace {x € R™ | Az = 0}. Finalement, étant donné o € B(A), soit 77 € R™ le
vecteur ligne, solution unique de 77 A; = c¢; pour tout j € o. Le vecteur ¢ € Z"™ est dit régulier si c; # 0

pourtoutj =1,...,n,etc; — w7 A; # 0 pour tout o € B(A) ettoutj € o.

2.1. Laformule “somme* discréte de Brion et Vergne

Soit fc : Z™ — Ry lafonction définie en (2) ou I’ on suppose que ¢ € Z™ est régulier et a I’intérieur du
cone dual (R} NV)*. Soit A := (AZ™) C Z™. En utilisant la fonction génératrice de f., Brion et Vergne
[2] montrent que pour touty € ¥ N A

~ ec'z(cr)
fely) = > WUU(Z/»C) “)
z(c) : sommet de Q(y)
ol 0
iny . -
Us(y,c) := Z il ©) avec Vy(g,¢) = H (1 — e 2 Ak (g)eor T Ak), (%)
Vo(g:0)
9€G(a) kéo
et ot G(0) := (DjesZA;)*/A* (ob * dénote la dualité) est un groupe abélien fini d’ ordre u(c), avec

les caractéres %™ pour tout y € A; en particulier, en écrivant 4, = 5 jeo Uik A; pour tout k & o,

e?mAk(g) = e Xjes Uik On remarque le role particulier de ¢, — 77 Ay, k € o, qui est en programma-
tion linéaire, le coiit réduit de la variable hors base xj, par rapport i la base 7.

2.2. La version “max” de la formule de Brion et Vergne

On donne ici la version “max” de la formule discréte (ou périodique) (4) de Brion et Vergne [2].
THEOREM 2.1. — Soient A € Z™>", b € Z™,c € Z", avec c régulier a 'intérieur du cone (R} NV)*.

—

Soity € YN A et soit q le plus petit commun multiple (p.p.c.m.) de {1(0)}seB(a,v)- Supposons que Co =
{

1 o ey

max [c’x(a)+ lim - InU,(y,rc)|, v (y,¢) {[} (1 _e¥%)

c€B(A7) T T r =
S p<e = v
est atteint a un o € B(A, ) unique. ¢ & / . Qog (’ —-¢ L)
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Si Az = y n’a pas de solution © € N* alors f.(y) = —o0, sinon
fly) = max [c’x(a) + lim lln U,(y,rc)] (6)
z(c) : sommet de Q(y) r—oo T
, 1 '
= max [c z(0) + —(deg(Foy) — deg(Qay))] @
z(s) : sommet de Q(y) q

pour certains polynémes réels Py, Q 5, d’une variable. Le terme lim,_, o, U, (y, 7C) /1 en (6) ou (deg(Pyy)—
deg(Qsy))/q en (7), est la somme de certains coiit-réduits ¢y, — 7° Ag, k & 0.

Proof. — On utilise la formule /%) = lim, o0 (fre(y))"/" ce qui donne
1/r
! (o) 2imy
B0 = lim (Fe)Y = b ore'e %y (g)
¢ = lim (fre(y))”/" = lim Z Z
r r V ,
o o z(o) : sommet de Q(y) w(o) 9€G (o) (g,7¢)
1/r
= Hm > H,(y,rc)| . ©

z(o) : sommet de Q(y)

Avec rc au lieu de c en (5), on voit que V,, (g, 7¢) est une fonction de la variable v := e” et donc, 4 son tour,
H,(y,rc) est une fonction de v de la forme

Hy(y,re) = (1)) 3 e (g) , )
g€G(o) Z:] (51(079714) X (eT)aj(a',c))

pour certains coéfficients {J;(o, g, A), o; (o, ¢) }. Les coéfficients «; (o, ¢} sont des sommes de cofits réduits
ck — 77 Ag, k € 0, qui ne dépendent pas de y, comme d’ailleurs les coéfficients (complexes) {d;(c, g, A)}.
Soit v := €"/¢ ol ¢ est le p.p.c.m. de {1(0)}oeB(A,y)- Comme q(cy, — 77 Ay) € Z pour tout k ¢ o,

/ Py, (v

Ho(y,re) = 350) Qz% (10)

pour des polynémes réels Py, Qsy € Rlv]. Donc quand r — oo,
H,(y,rc) =~ (er/q)qc’z(cr)+deg(Puy)~deg(Qoy), (11)

de telle sorte que la limite en (8) est donnée par

max eC’m‘(v)+(deg(1’ay)—deg(Qay))/q7

z(o) : sommet de Q(y)

ce qui donne (6)-(7). 0O

Comme pour le programme linéaire associé p’(y) := maxzern{c'z| Az = y,z > 0}, la valeur optimale
fe(y) peut étre obtenue par inspection (mais plus compliquée, via (7)) des coiits réduits aux sommets.

En considérant maintenant le polytope dilaté Q(ty),t € N, on obtient le résultat suivant.

COROLLARY 2.2. — Soient A € Z™*™, b € Z™, c € Z", avec c régulier a l'intérieur du cone (R} NV)*.
Soity € yNA et soit £* € Q(y) un sommet optimal du programme linéaire pi(y) := maxzepn{c'z | Az =
y,x = 0}, ie, pi(y) = dz* = dz(c*), o* € B(A,~). Alors, pour t € N suffisamment grand

fe(ty) — pi(ty) = lim [% InU,- (ty,rc)] . (12)

T—00

En particulier, pour t € N suffisamment grand, la fonction t — f.(ty) — p}(ty) est périodique (constante)
de période u(c*), et est une somme de coiits réduits par rapport & la base optimale o* € B(A, 7).
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Proof. — Soitt € N et notons que p},(ty) = trpi(y) = trc's* = trc'z(o*). Comme dans la preuve

du Théoreme 2.1, et avec ty au lieu de y, on a

, ¢
f (ty)l/r - etc’z‘ Ua*(ty,rc) + Z (en z(d)> U,_-,(ty,?"C)

1/r

n(o™) ee= @) | T ulo)

sommet z(o)#T*
et au vu de (9)-(10), posant 6, := ¢'z* — c'z(0) > Oetv := /9,

1/r
ﬁc(ty)l/r — etc/z" Ug+ (ty,rc) + Z U—tqzsg Pf"ty(v)
,U,(O'*) sommet z(o)F#z* Qaty (’U)
En fait, §; > 0si o # o* parce que 2(y) est simple si y € v, et c est régulier. Donc, si £* est un sommet
optimal du programme linéaire associé, les cofits réduits ¢y — 7% Ay, k ¢ o*, par rapport 2 la base optimale
o*, sont alors tous non positifs, et en fait, strictement négatifs si ¢ est régulier. Alors, c'z* > c'z(o) si
o # o*. Donc, au vu du coefficient e7#9% et du nombre fini de sommets, quand r — 0o, le terme

U R b S VIS
Qaty(v) ,&»I k <‘(/ Ss

7 <ai > (<, )
est négligeable devant U, (ty, rc) pour t suffisamment grand, parce que les degrés et coéfficients de Py,

and @+, qui dépendent de ty, mais pas de la grandeur de ty (cf. (9)-(10)) sont tous bornés en ty. Le passage
a la limite quand r — oo, donne

sommet z(o)Fz*

ol () = gte's(e”) 1r)

lim Uy« (ty,rc)
T—00

d’ ot I’on déduit (12). Finalement, la périodicité vient du terme e?"*¥(g) en (5) pour g € G(0*). La période

est donc I ordre de G(c*), i.e., le volume du polytope {3 . t;A4; |0 < t; < 1} (ou le déterminant de la

matrice [4;]jco O
[4j]jeo+) g d’/ Ays

e

Références bibliographiques

[1]1 A.L Barvinok, J.E. Pommersheim. An algorithmic theory of lattice points in polyhedra, in: New Perspectives in
Algebraic Combinatorics, MSRI Publications 38 (1999) 91-147.

[2] M. Brion, M. Vergne. Residue formulae, vector partition functions and lattice points in rational polytopes, J.
Amer. Math. Soc. 10 (1997) 797-833.

[3] A.V. Pukhlikov, A.G. Khovanskii. A Riemann-Roch theorem for integrals and sums of quasipolynomials over
virtual polytopes, St. Petersburg Math. J. 4 (1993) 789-812.

M ad y, TR A

|
; Y@ Pu e
(l‘ Y- ) (- & ‘h) L~Qﬂ~‘1} E/M(A:"D

—_—

(Y‘\‘h KU Yy Uzl W—E(——QZT“P)

foti e €
)
é[ 1, ‘1-*'&@1*%3 ( bl‘it"‘gi +%> ( CH{« +Ooldy *%
— I -

En o wb
& D)

| e

/ ol <« 42 F0 1 =0



