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Résumé : Nous donnons dans cctte note une preuve élémentaire du Nullstellensatz réel effectif (dans la version
générale de Stengle). Les outils essentiels sont le théoréme de Polya-Habichg et des trucs & la Rabinovitch.

Abstract : We give an elementary proof of the effective real Nullstellensatz, based on the Polya-Habicht
theorem and on some tricks 2 la Rabinovitch.

Abridged English Version
Let K be an ordered field and R be its real closure. We denote by Kf{u] the polynomial ring

Klu;,u,,...,up]. The Stengle real Nullstellensatz ([Ste]) is the following theorem :

Theorem : Let [P; 20, ..., Pj 20,Z,=0,..,72,=0,S;#0, ..., S, 20 ] be a system of
signs conditions bearing on elements of K[u]. The two following assertions are
equivalent :
—  the system is impossible in R"
—  there exists an algebraic identitiy in K[u]: S?+P+Z =0, with S in the
multiplicative monoid generated by S, ..., S, P in the positive cone generated in K[u]
by K*, P, ., PJ- and Z in the ideal of K[u] generated by Z,, ..., 0

Now we give the main steps of the constructive proof (effective Stengle real Nullstellensatz).

Definition and notation 1 : A systemof signs conditions | P, 20, .., Pj 20,72,=0, ..,
4 =0,8;#0,..,5,#0] is said to be impossible if it is impossible in R™ and it is
said to be incompatible in K if we have a Stengle identity S>+ P +Z =0 for this system.
We shall use the following notation for an incompatibility:

LIP20,.,P20,2=0,.,2,=0,8,%0,..,8,=0]]
Notation 2 : The notation QH L and LH L) £, LH; L

means that we have an algorithm for constructing an incompatibility of type J H; | from
incompatibilities of types | H; | and | H, |

The two following propositions are tricks a la Rabinovitch.

Proposition 3 : ([Loml]) Let H(u,v) be a system of signs conditions, without the
variable x, and C(u) be a polynomial. Then :
LICw.x=1, Huw) { s L [Cw) =0, Huw

cons

Proposition 4 : ({(Lom1]) Let H(u,v) be»a system of signs conditions, without the
variable x, and C(u) be a polynomial. Then :
LiCw) =x*, Huwl { t L [Cw) 20, Huw] |

Corollary 5:  ([Loml]) Assume we know how to construct, for an ordered field K, an



incompatibility d HY for any impossible system H in which the only signs conditions
are equalities. Then we have also an effective Stengle real nullstellensatz (for the field K )

PP e T

TCI(;IC‘(I)llary 6 : Assume we know how to construct, for an ordered field K, an incompatibility

s

d P(u) =0 |, for any everywhere (in R") positive polynomial . Then we have also an

) effective Stengle real nullstellensatz (for the field K) T B - B

Theorem 7 : (from Polya-Habicht theorem, [Hab], [HLP])
Let P(u) be a polynomial in Q[uy, ..., u,] bounded below by a >0 . Then we have an
incompatibility in Q : | P(u) <0 ],27222222722222222772,

Theorem 8 : (improved Habicht theorem)
Let P(u) be a polynomial in Q[u;, ..., u,] everywhere positive. Then we have an
incompatibilityin Q: | P(u)<0 ] .

proof : Remark only that for a good exponent q the polynomial P(u) (1+Z; uiz)q verifies the
hypothesis of theorem 7. Q

Theorem 9 : (effective Stengle real Nullstellensatz for Q )
The real Nullstellensatz is effective in the general Stengle form, for the field Q .

preuve> From theorem § and corollary 6. 0

Theorem 10 : (effective Stengle real Nullstellensat:z )

The real Nullstellensatz is effective in the general Stengle form, for any effective ordered
field in which there is an effective sign test.

proof . From theorem 9 by parametrization. QO

Remark also that complexity bounds for the algorithm we have sketched here should be
computed and that they are elementary recursive: the number of arithmetical operations can be
bounded by an elementary recursive function in the degrees, the number of variables and the
number of signs conditions. This is better than the previous bounds given in [Lom2].

Version francaise

1) Introduction

Une version effective du Nullstellensatz réel sous sa forme générale est donnée ici en utilisant
des méthodes de construction relativement simples. Le calcul des bornes de complexité pour
I'algorithme correspondant n'est pas explicité, mais il donnerait pour résultat une borne, pour
les degrés et pour le nombre d'opérations arithmétiques dans le corps de base, élémentairement
récursive en le degré, le nombre de variables et le nombre de conditions de signes donnés de
départ. Ce résultat est meilleur que celui obtenu dans [Lom?2].

2) Quelques notions et outils de base

Soit un corps ordonné K, de cloture réelle R. Nous notons K|u] l'anneau des polynomes
K{uy,uy,...,u; ). Soit une partie finie F de K[u] :

— nous notons F? I'ensemble des carrés d'éléments de F .

— le monoide multiplicatif engendré par F est l'ensemble des produits d'éléments de



Fu {1}, nous le noterons M(F) .
~ le cone positif engendré par F est I'ensemble des sommes d'éléments du type p.P.Q? ou
p est positif dans K, P estdans M(F), Q estdans K[u]. Nous le noterons AaF).
— enfin nous noterons I(F) l'idéal engendré par F dans Kl[u].

Une condition de signe portant sur un élément x est une des relations x <0,x<0,x=0,
x>0,x20,x#0. Dans la suite, nous utilisons, sans perte de généralité, uniquement les
conditions de signes x=0,x>20,x#0.

Définition et notation 2.1 : Etant données trois parties finies de K[u]: F,, F_, F,,
contenant des polynomes auxquels on souhaite imposer respectivement les conditions de
signes 20, =0, #0, ondiraque F=[F,;F_; F,] estincompatible dans K sion a
une égalit€ dans K[u] du type suivant :

S+P+2Z=0 avec Se M(F,Y), Pe AF,), Ze IF.)
Nous utiliserons la notation suivante pour une incompatibilité:
L[P20,.,P20,7,=0,.,7,=0,8;#0,.., 8,01

Il est clair qu'une incompatibilité est une forme trés forte d'impossibilité. En particulier, elle

implique 1'impossibilité d'attribuer les signes indiqués aux polynomes souhaités, dans

n'importe quelle extension ordonnée de K. Dans [Loml], on appelait incompatibilité forte ce
qui est ici appel€ plus simplement incompatibilité.

Le théoréeme des zéros réels et ses variantes

Les différentes variantes du théoréme des zéros réel sont conséquence du théoréme général
suivant :
Théoreme : (Nullstellensatz réel sous forme générale)
Soit K un corps ordonné et R la cloture réelle de K . Les trois faits suivants, concernant
un systeme de conditions de signes portant sur des polynomes de K[u], sont équivalents :
I'incompatibilité dans K
l'impossibilité¢ dans R"
I'impossibilité dans toutes les extensions ordonnées de K
Ce théoréme remonte a 1974 ([Ste]). Des variantes plus faibles ont été établies par Krivine

([Kri]), Dubois ([Du]), Risler ([Ris]), Efroymson ([Efr]). Toutes les preuves jusqu'a ((Lom1])
utilisaient des méthodes non constructives.

Constructions d'incompatibilités

Notation 2.2 : La notation

G H L et LHyL) chns LH;l
signifie qu'on a un algorithme de construction d'une incompatibilité de type | Hy | a partir
d'incompatibilités de types | H; | et L H, |

Dans cette note, nous utiliserons les constructions élémentaires suivantes:

Proposition 2.3 : (([Lom1]) Soit H un syst¢tme de conditions de signes portant sur des
polynomes de K[u], Q un élémentde K{u], alors:

[L(H,Q<0)l et L(H,Q20)]] &= L H ]
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preuve> Notons : F,, F., F, les trois parties finies de K[u] contenant des polynomes
auxquels sont attribués les conditions de signes correspondantes dans I'hypothese H .
L'hypothése J[H,Q=>0]] signific qu'on a une égalité :
S+P+Z=0 avec Se MF)), Pe AR, U {Q)), Ze IF)
c.-a-d. encore :
S;+QP; +R,+Z, =0 avec S;e€ M(E,%), P;,R,e (F>), Z, e I(F.)
De méme I'hypothése L[H,Q<0]] signifie qu'on a une égalité :
S, -QP,+Ry+Z,=0 avec S, € M(F,%), P,,Rye OF,), Z,e I(F)
On réécrit les 2 égalités obtenues sous forme :
-QP =8+ R +Z; et QPy=S,+ Ry+Z, eton les multiplie :
d'olt  $..85 + [S{.Ry+ SR+ R.Ry + Q2P,.P,] + W=0 avec We I(F.)
ce qui est précisément une incompatibilit¢ | H J. O
Proposition 2.4 : (autorisation de rajouter l'inverse d'un non nul) ([Lom1}])
Soit un systéme de conditions de signes H(u,v), sans la variable x, et C(u) un
polynome. Alors on a la construction d'incompatibilités :
LICwx=1, Huw)] | kL [Cu) #0, Huv)] |
preuve> Nous reprenons des notations analogues a celles de la preuve de la proposition 2.3.
Nous notons uw’ au lieude u,v. L'incompatibilité donnée au départ s'écrit :
S(u’) + Zi qi.Qi(u’).Viz(u’,x) + (1 - C(u).x).V(u’,x) + Zj N;(u*).W;(u’,x) =0
avec S(u’) M(Ff), q; >0 dans K, Qw’) e M(F,), N;(u’) € F_.
S1 V estnul, on remplace x par 0. Sinon multiplions l'incompatibilité initiale par C*™ puis

remplagons chaque CX.x* dans chaque C™V; et dans chaque szWj par 1 modulo
(1 —C(u).x). On obtient:

S(u’).Clu)®™ + Zi qi.Qi(u’).Aiz(u’) + (1 = C(u).x).A(u’,x) + Zj Nj(u’).B;(w’) =0
Alors A(u’,x) =0. On obtient donc une incompatibilité du type cherché :
SW).Cw™™ + X; Q). A%W) + X; Njw).Bjw’) =0 Q

Remarque: Cette preuve est trés semblable au «Rabinovitch trick» (cf. par exemple l'exposé
classique de van der Waerden sur le Nullstellensatz de Hilbert). De méme, on aura :

Proposition 2.5 : (autorisation de rajouter la racine carrée d'un positif ou nul) ([Loml])
Soit un systeéme de conditions de signes H(u,v), sans la variable x ,et C(u) un
polynome. Alors on a la construction d'incompatibilités:

Licw=x*, Huw 1l &l 1cu =0, Huw 1l

On déduit des deux propositions précédentes les corollaires suivants.

Corollaire 2.6 : (le nullstellensatz général se déduit du nullstellensatz Jaible) ((Loml])
Supposons qu'on sache construire, pour un corps ordonné K, une incompatibilité¢ | H J
pour tout syst¢éme impossible H dont les seules conditions de signes sont des égalités.

Alors, on a aussi le nullstellensatz réel effectif sous sa forme générale (pour le corps K)

Corollaire 2.7 : (le nullstellensatz général se déduit d’une version particuliére du 17¢me
probléme de Hilbert) Supposons qu'on sache construire, pour un corps ordonné K, une

incompatibilit¢ | P(u)=0 |, pour tout polynome partout strictement positif dans R™ .



Alors, on a aussi le nullstellensatz réel effectif sous sa forme générale (pour le corps K).

preuve> Par le corollaire 2.6 on est ramené 2 traiter un systéme de conditions Pi(u)=0.0n
pose P(u) = X; Py(u)? . L'égalité P(u) =0 estimpossible. L'incompatibilit¢ | P(u)=0] se
relit facilement comme une incompatibilité | [ P(w=0,i=1,..,k]1l . Q

3) La preuve du résultat

Rappelons tout d'abord le théoréme de Polya [Pol]. L'inspection détaillée de sa preuve
montrerait sa nature constructive.

Théoréme 3.1 : (théoréme de Polya , [Pol], [HLP))
Soit P(u) un polynome homogene de Q[u, ..., u,] strictement positif dans le premier

orthant, ¢.-a-d. pour u; 20, ...,u, >0, X uiz # 0. Alors, on peut trouver un exposant p
tel que le polynome P(u) (X u;)P ait ses coefficients tous >0 .

Corollaire 3.2 : Soit P(u) un polynome homogene de Q[uy, ..., uy] strictement positif
dans le premier orthant. Alors on a une incompatibilité dans @ :

Ju20, ..,u,20,Z,u2#0 Pu)<0] )

Théoréme 3.3 : (théoréme de Habicht, [Hab], [HLP})
Soit P(u) un polynome homogene de Qluy, ..., uy] strictement positif en dehors de 0 .
Alors on a une incompatibilit¢ dans Q : | [ Z;u?#0,Pu)<0] ] .
Soit P(u) un polynome de Q[uy, ..., u,] minoré parun a >0 . Alors on a une

................

preuve> Dans le premier cas, on obtient une incompatibilité | [ P(u) <0, Z; u?#0] ] en

raisonnant cas par cas (cf. proposition 2.3) & partir des identités fournies par le théoréme de
Polya dans chacun des orthants.

Hum ... Le cas non homogene s'en déduit facilement 7272722272277 a

Théoreme 3.4 : (théoréme de Habicht amélioré)
Soit P(u) un polynome de Q[uy, ..., u,] partout >0 . Alors on a une incompatibilité

dans Q: [ Pu)<0].
preuve> 11 suffit de remarquer que, pour un certain exposant q le polynome
P(u) (1+Z; y;2)4
vérifie les hypotheses du théoréme 3.3. a
Théoréme 3.5 :

Le nullstellensatz réel dans sa forme générale est effectif pour le cas du corps Q.

preuve> Se déduit du théoréme 3.4 et du corollaire 2.7 QO

Théoréme 3.6 :

Le nullstellensatz réel dans sa forme générale est effectif pour tout corps ordonné explicite
avec test de signe explicite.

preuve> Considérons un systeme de conditions de signes, H(u) , portant sur des polynomes
de K[u] et incompatible dans R". Remplagons tous les coefficients par des parameétres ¢ .
L'impossibilité du systéme avec parametres H(c,u) (o tous les coefficients non nuls sont
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€gaux & 1) est vraie lorsque ces paramétres vérifient certains systémes de conditions de signes
Hjy(c), ..., Hp(c), que l'on peut calculer par élimination des quantificateurs. Un de ces
systemes, par exemple H;(c) est justement vérifié par les coefficients dans K (ici, on
suppose que K est un corps ordonné explicite avec test de signe explicite). On a donc
I'impossibilité du systeme [ H(c,u), H;(c) ] ou tous les polynomes sont a coefficients dans
Q . On peut appliquer le théoréme 3.5. On termine en remplagant les parametres ¢ par les
coefficients dans K correspondants. a

Plus généralement, la preuve fournit un algorithme ou l'entrée est le syttme H(c,u) etou la
structure du corps K peut étre représentée par un oracle qui donne le signe de Q(c) si Q est
un polynome a coefficients entiers qui représente la question posée a l'oracle.
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