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A1(d;8,1) = 86..(2d,A00(d.(5+1);8 — 1))
3,(d,8,s42) =(d - s - 1).8-s-2)+d que nous notons 8, ci-dessous
Ajy 4(d;d,5+2) = Ay q( 48, ; [421(31381,5),81,8,] )
A21.a(d;8,5+2) = Ay (d;8,5+1) + 25
A2y p(d;8,5+2) = Ayg( Aoy u(d;0,542) + 28 -5-2)); §)
B21(d;8,5+2) = 8 o( Ay o(d;3,5+2) , Ary 1(d;8,5+2) )

preuve> Nous renvoyons le cas n=0 3 la finde la preuve.

Voyons le cas général.

Tout d'abord, si s=0, I'implication forte *( P2§0 = P= 0)* admet pour fonction A la
fonction d— 2.d (prop. 14.4.1)) et elle se relit :

"(PU)P(V) K0 = P@)=0)*.
Sis=1, PX,U)= C(X).U - D(X). On raisonne selon le signe de C(X).
Avec C(X)=0:
On a une implication simple qui ne coiite rien : [C(X) = 0, P(U).P(V) 0] = PZ)?<0
obtenue en écrivant P(Z)2 = P(U).P(V) (mod C(X) ). Puis, comme pour s =0, I'impli-
cation P(Z)2 0= P@)=0, qui accepte pour fonction A la fonction di—s 2d.
Avec CX)#0: . .
On a tout d'abord I'existence potentielle (CX)#0> 3T 1=CX).T )
avec pour fonction A: Ay (d;3-1)
L'implication simple 1= C(X).T = P(X,T.D(X)) =0, ne coiite rien.
Elle fournit donc (prop. 17’)kl'existence potentielle : .
(1=CX).T=>3Z P(X,Z)=0)
avec pour fonction A la fonction d.(6+1).
En combinant ces deux existences potentielles, on obtient :
"(C)#0 = 3T,Z P(X,Z)=0)* avec Ia fonction A : Ang(d.(3+1);8-1)
I1 ne reste plus qu'a regrouper les deux cas CX)=0 et C(X)#0 (majoration 15,¢).

Nous passons 2 la partie "récurrence sur s " de la preuve. Nous supposons P de degré s+2
en Z.

Nous cherchons tout d’abord une majoration By1,(d; 8, s+2) valable pour le cas o P est
unitaire. 11 s'agit, pour tout systtme H de csg ot ne figure pas la variable Z , d'expliciter la
majoration correspondant 2 la construction:

"(H> PX2)%0)" &, *(H = PX,U)MPX,V)>0 )*
L'implication forte de I'hypothese, supposée de degré d > §, (sinon, P n'y figure pas
explicitement) s'écrit :

h

S1(X) + ZQi(X).Biz(X,Z) - P(X,2).G(X,Z) + Z N;(X).C(X,Z) =0
i=1

i=1

avec Qi(X)€ Cp(F>UF,) et N;(X) € F_ . Les polynémes B;(X,Z) et Ci(X,Z) peuvent
€tre pris modulo P en Z (parce que P est unitaire), auquel cas degz(G) s . Apres cette
réduction modulo P nous obtenons une implication forte ¥ dont le degré est majoré par :
8,(d,8,5+2) = (d—s-1).(6-s-2) +d que nous notons &; dans la suite
L'implication forte ¥ se relit tout d'abord : .
(H= GX,2)%0) de degré majoré par §,
Ce qui fournit, par hypothése de récurrence, une implication forte:
"(H = GX,U).G(X,v)>0)"* de degré majoré par Ay1(81:8,,5)



Annexe : majoration explicite des degrés 43

En remplagant Z par U et V limplication forte ¥ se relit
(H = PX,U.GXW>0)*, *(H= PXV).GX,V)>0)"

de degrés majorés par , . On obtient donc l'implication forte:

*( H = [G(X,U).G(X,V)> 0, PX,U).G(X,U)> 0, P(X,V).G(X,V)> 0 ])* (1)
acceptant pour fonction A :d’ —— Ay, ,(d’;[A4,(81;64,5)).81,0,]).
En combinant I'implication triviale [ A.C>0,B.D>0] = A.B.C.D>0 avec l'implication :
[ABCD>0,AB>0] = CD>0 (cf.14.4.c) on obtient une implication forte :

*( [AB>0,A.C>0,BD>0] = CD>0)" )
Avec pour A, B, C,D : G(X,U), G(X,V), P(X,U), P(X,V) , une fonction A acceptable
est: d’+—— sup(d’.6,/8, d’+2(8,-9)) (majoration 14,4,b)
Il reste a combiner par transitivit¢ (1) et (2) pour obtenir :
*(H = PX,U).PX,V)>0)"
avec pour fonction A : Ay, ,( sup(d’.5,/8,d’+2(8,-9)) ; [A;,(8,:8,,5)).8;,8,] ), et donc de
degré majoré par : A4 ,(401;[42;(8;;9,,5)),6,,8,]) (partie réciproque dans la proposition 14 :
remplacer d’ par 46 ).
En définitive, nous avons obtenu, pour P unitaire de degré s+2 en Z, l'existence potentielle:
*(P(U).P(V) €0 = 3Z P@)=0)*

avec pour fonction A : Ay ,(d;8,542) = Ay ,(43;; [A91(8130,,5),81,8,]) .

Nous passons maintenant au cas non unitaire, et nous raisonnons selon le signe de C(X),
coefficient dominant en Z de P(X,Z): P(X,Z) = C(X).Zs+2+ R(X,Z)

Avec C(X)=0:

On a I'implication simple, de degré absolu < 2.8

" [C(X) = 0, PU).P(V) € 0] = RU)R(V) <0 (3)
obtenue en écrivant  R(U).R(V) = P(U).P(V) (mod C(X) ). avec donc pour fonction A
la fonction d — d + 26.
Par ailleurs on a I'existence potentielle (hypothése de récurrence) :

"(RURWV) 0 = 3Z R@)=0)" (4)

qui admet pour fonction A : A,,(d;d,s+1).
Enfin on a I'implication simple qui ne colite rien :

[CX)=0,R(Z)=0] = P(Z)=0 (5)
Par transitivité de ces trois existences potentielles, on obtient :
"(ICE)=0, PU).PV) 0] = 3Z P2)=0)" (6)

avec pour fonction A : Ay ,(d;8,5+42) = Ay(d;8,5+1) + 28

Avec C(X)#0: onpose P;(X,T.Z) = TRX,Z) + VAMES
On a tout d'abord l'existence potentielle
(CX)#0= 3T 1=CX).T )"
avec pour fonction A : A,(d;d)
Par renforcement simultané de I'hypothése et de la conclusion, on obtient l'existence
potentielle ;
*( [CX)*+0,PUMP(V)L0] = 3T [1=CX).T, P(U).P(V)£0] )* @)
avec la méme fonction A : Ayy(d;d)
On a l'implication simple, de degré absolu < 2.(8 — s —2)
[1=CX).T, PU).P(V)L0] = P;(U).Pi(V)LO0 8
obtenue en €crivant : P,(U).P,(V) = P(U).P(V) (mod 1-C(X).T).

Par aillenire 'evictence natentielle (fac nnitaira) ¢
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(PLUMP(V) €0 = 37 P2)=0)" ©)
a pour fonction A : A1 4(d;8,5+2).

En combinant (8) et (9) on obtient une existence potentielle avec pour fonction A :
A1 u(d;8,542)+2(8 ~ 5 - 2),
Et on peut rappeler Thypothése 1=C(X).T dans la conclusion :
*( [1=C(X).T, P(U).P(V) 0= 3z (1= C(X).T, P;(Z) = 0] )* (10)
(méme fonction A)
Enfin on a I'implication simple qui ne coiite rien :

([1=CX).T, Py2)=0) = pz)=0)* (11)
Par transitivité des existences potentielles (7), (10) et (1 1), on obtient :
b 3
([CX) %0, P(U).P(V)0] = 32 P(Z)= O)* (12)

avec pour fonction A
Ay p(d;8,5+2) = Aoo( Ay o(d;8,5+2) + 2(8 ~ s — 2));9)
I ne reste plus qu'a regrouper les deux cas C(X) =0 6) et CX)#0 (12) au moyen de la
majoration 15,c) pour obtenir la majoration finale :
AZl(d;S,S'f'z) = 66,(:( A21,a(d;8’s+2) , A21'b(d;8,s+2) )

Voyons pour terminer le cas n = Q. Les initialisations sont faciles. La récurrence s'obtient par
relecture du cas général. Le calcul est simplifié parce qu'il n'y a pas a raisonner selon le signe
(=0 ou #0) du coefficient dominantde P et I'inverse du coefficient dominant est dans K

donc ne nécessite pas d'existence potentielle. En particulier, contrairement au cas général, la
récurrence n'introduit pas de nouvelle variable. QO

Théoréme et majorations 22 : (autorisation de rajouter une racine sur l'intervalle ou le
signe change) Hypothéses et notations comme au théoréme 21.
On a I'existence potentielle
*( [PUM.P(V)<O0] = 3Z [ P(Z)=0, P(U).P(V)<0, (Z- W.(Z-V)<0] )3'<
et une fonction A acceptable, notée Azz,a(d;ﬁ,s) , peut étre calculée au moyen des
formules récurrentes suivantes:
Ay o(d;8,0) =23, A4(d;8,1) = Ay ((d+4).6: 8, 1 )
A22,2(d;8,5+1) = A, ( g .(d.8, ( Ay a(did-1,5)44).8); 8, s+1).
On a également les existences potentielles :
“([PU)<OKP(V), UCV] = 3Z [PZ)=0, P(U)<0<P(V), UCZ<V])*
*( [PAU)>0>P(V),UKV] = 37 [P(Z)=0, P(U)> 0> P(V), U<Z<V])*
Et une fonction A acceptable est donnée par:
Aqy(d;d,s) = Ay a(2.d+2;8,s).
preuve> Voyons tout d'abord la premiére existence potentielle, qui se démontre par récurrence
sur s .
Si s=0 on alimplication forte ([ P(U).P(V)<0] = 1=0)* de degré 2.8 ce qui
montre que A, ,(d;8,0) = 2.5 .
Avec s~1: tout d'abord, le théoreme 21, avec renforcement de I'hypothése puis rappel de
I'hypothése dans la conclusion fournit I'existence potentielle :
"(PU)P(V)<0 = 3Z [PU)P(V)<0, P(Z)=0 1)* (1)
avec pour fonction A : A, (d;§, s+1 ).
Si s+1=1,notons A le coefficient de Z dans P(7) I'mnlicatian frra -
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*( [ P(Z)=0, PU).P(V)0] = [PZ)=0,PU).PV)X0,(Z-U).(Z-V)X0] )*
obtenue en écrivant : A2.(Z - U).(Z-V)= P(U).P(V) mod P(Z), accepte pour fonction
A: d—— dd+40 (comme 14.4.d).

Supposons s> 1. Nous démontrons maintenant l'existence potentielle :
*([P(U).P(V) <0,P(Z)=0]1= 37’ [P(Z")=0,PU).P(V)O0, (Z' - U).(Z" - V)< 0])*
cas par cas, selon le signede (Z-U).(Z-V).
Si (Z-U)Z-V)£0.
L'implication : [P(U).P(V)# 0, P(Z) = 0] = (Z~ U).(Z- V)% 0 admet pour fonction A :
d+— d.d . (petit calcul sans difficulté)
Et I'implication [(Z—U).(Z-V)L0, Z-U).(Z-V)F 0D (Z-U)(Z- V)0 est
triviale. Donc l'implication :
[P(U).P(V)X0,P(Z)=0,(Z-U).(Z-V)L0] = Z-U).(Zz-V)<0
admet pour fonction A :d+——d.3 .
Si Z-U).(Z2-V)>0.
On considére une nouvelle variable T et le polyndme R défini par :
R(X,Z,T):=(PX,T) - P(X,Z)) /(T - Z)
qui est de degré total <8-1, etdedegré <s en T.
Notons pour alléger R(T) pour R(X,Z,T) et P(T) pour P(X,T).
Notons H(X,Z) pour [PU).P(V)<0,P(Z)=0,(Z-U).(Z-V)>0].
(c'est I'hnypothese de l'existence potentielle que nous voulons démontrer)
On a une implication forte :
*(Hy(X,2) = RU)R(V)<0)" )
obtenue en écrivant :  (R(U).R(V)).((Z-U).(Z-V))= P(U).P(V) (mod P(Z))
ce qui fournit la fonction A: d +—— (d+4).6 (comme 14.4.d)
Comme R(T) estdedegré <s en T on applique 'hypothése de récurrence. On obtient :
*( R(U).R(V)<0 = 32 [R(Z’)=0,RU).R(V)KO0, (Z'-U).(Z - V)<0] )* (3)
avec pour fonction A: Ay, ,(d;0-1,5).
En combinant (2) et (3) et en rappelant une hypothése dans la conclusion, on obtient :
*(H(X,2) = 32 [R@)=0,P@)=0,Z - U)Z -V)<0])* @
avec pour fonction A : (Ay (d;6-1,5)+4).8.
L'implication
*( [R(Z)=0,P(Z)=0, (2’ -U).(Z - V)<0] =
[PZ)=0,@ -U)Z -V)<O)" (5
est une implication simple qui ne coiite rien.
En combinant (4) et (5) on obtient : .
(Hy(X,2) @ 327 [PZ)=0,(Z -U).(Z - V)K0)])
avec pour fonction A: (Ap, ,(d;d-1,5)+4) . 0.

En regroupant les deux cas (Z-U).(Z-V) 0 et (Z-U).(Z-V)> 0 onobtient :

*([P(U).P(V) <0,P(Z)=0]= 3 Z’[P(Z")= 0, P(U).P(V)<0,(Z - U).(Z’ - V)X O])*
avec pour fonction A :
A22,b(d;8’5) = 86,3( d.6 , ( A22'a(d,8—1,3)+4 ) .o )

Enfin en combinant le dernier résultat avec (1) :

*( PU).P(V)<0 = 3 Z’ [P(Z")=0, P(U).P(V)<0, (Z’ - U).(Z - V)K 0])* (6)
avec pour fonction A: Ay ( Ayp(did,s); &, s+1). Ceci fournit la relation récurrente
cherchée.
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Il nous reste 2 calculer Ay .
D'aprés 1a proposition 14.4.¢ (en prenant pour A et B - (Z-U)et (V=-2))
[ P(Z)=0, P(U).P(V)< 0 ,(Z-U)(Z-V)<0,U< V] =

[P(Z)=0, PU).P(V)<0, U<CZ<V]
accepte pour fonction A: d+—— 2.d+2.

Par ailleurs, on a I'implication triviale : P(U)<0<P(V) = P(U).P(V)0
D'ou, par transitivité avec (6) : Ap(d;8,8) = Ayy ,(2.d42; 8, 5). a

Tableaux de Hormander et C'®

Proposition et majorations 23 : (Tableau et algorithme de Hormander)

Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .

Soit L= [Py,P,, ..., P.] une liste de polyndmes de K[Y] .

Soit P la famille de polynémes engendrée par les éléments de L et par les opérations

P> P et (PQ)r— Rst(P,Q) . Alors :

1) P est finie.

2) On peut établir le tableau complet des signes pour P en utilisant les seules informations
suivantes : le degré de chaque polyn6me de la famille; les diagrammes des opérations
Pr— P’ et (P,Q)—s Rst(P,Q) (ot deg(P)> deg(Q) )dans P; etles signes des
constantes de P.

Si s majore les degrés des P, , le nombre de coefficients d'éléments de P, et donc aussi

le nombre de points du tableau de Hérmander est majoré par : Ay (s,k) = (k+1)2s

preuve> D'apres la preuve le la proposition 23 » pour obtenir P, il suffit de répéter s fois
les deux opérations "dérivation” et "reste”. Un calcul précis ne donnerait guére mieux que la
majoration Ay (s,k) qui sera obtenue plus loin, et A laquelle nous renvoyons. o

Pseudo-restes : Dans un tableau de Hormander paramétré, on a intérét & remplacer les restes
par des psudo-restes. Rappelons que le pseudo-reste de P(X,Y) par Q(X,Y), de degrés
respectifsen Y égauxa p et q < p est défini comme égal au déterminant polynomial de la
matrice ayant pour lignes les polyndmes :
Q, QY, .., QYPY P &crits sur la base Y?, .., Y, 1 (on est dans KIXIYD.

On a alors une égalité : S(X)P‘q”.P(X,Y) = Q(X,Y).T(X,Y) + R(X,Y) ou S(X) estle
coefficient dominant de Q . Nous appellerons degré de la pseudo-division de P par Q le
plus grand des degrés totaux des trois polyndmes S(X)P9*! p(X,Y), QX,Y).T(X,Y) et
R(X,Y). (il suffit de prendre le plus grand de deux d'entre eux)

Lemme et majorations 26, avec parametres : (évidence forte et existence potentielle
pour les faits élémentaires lisibles sur un tableau de Hormander paramétré).
Soit K un corps ordonné. Soit P une famille de polyndmes de K[X;,Xj,...,.X ][Y]
stable par les opérations "pseudo-reste" et "dérivation”, modulo un syst®me de conditions
de signes Hg(X;,X,,....X) , systéme qui fixe également la forme précise du tableau de
Hormander de la famille P (les polyndmes figurant dans Hy sont d'une part les
polyndmes constants, c.-a-d. sans Y , de la famille P, d'autre part les polynémes dont
l'annulation garantit le degré d'un pseudo-reste).
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1) les points du tableau de Hérmander, définis a la Thom par leur construction méme,
vérifient 'existence potentielle pour leur codage a la Thom, sous I'hypothése Hsy .

2) la comparaison (pour l'ordre) de 2 points consécutifs du tableau est fortement évidente
a partir de Hy et de leur codage a la Thom.

3) en chaque point du tableau, les signes de tous les polyndomes de la famille sont fortement
évidents a partirde Hy et du codage a la Thom du point considéré.

4) sur chaque intervalle ouvert minimal du tableau les signes de tous les polyndmes de la
famille sont fortement évidents a partir de Hy , du codage a la Thom des extrémités de
l'intervalle (sil'intervalle est non borné, seule I'extrémité finie intervient) et du fait que le
point est situé entre les extrémités.

Soient, pour la famille P, m le nombre de polyndmes non constants (en Y ), m; le

nombre de polyndmes de degré 1 (en Y), & une majoration des degrés (totaux) des

€léments de P et des degrés des pseudo-divisions, et s une majoration des degrésen Y ,

soit enfin h le nombre de points du tableau de Hérmander. Les fonctions A correspondant

aux points 1,2,3,4 dulemme sont données par les formules récurrentes suivantes :

Initialisations :

Agg 1(d;d,8,my) = Ay (Ay(d;0,1);8, 1)

026.2(8,5,my) = 896 3(8,5,my) = 8y¢ 4(8,5,m;) = 45

Az 2(d;8,8,my) = Agg 3(d;8,5,m;) = Agg 4(d;0,5,m) = Ayg 4 ,(d;8,5,m;) = 8¢(d; 43) ;

Récurrences : m2m,;

Aog1,4(d;8,8,m) = Ay 3(8¢(d, 2.8); 8,5,m)

Ag.1.(d;0,8,m) = Agg 1 ,( Agg q 4( Agg 2(d;8,8,m) ;8,5,m) ;8,5,m)

Agg.1.p7(d;8,8,m) = Agg 1 o( Aqg(d;d) ; 8,5,m)

Agg,1.(d;8,8,m) = Agg 1( Ags 1 p( Aga( Ao 4(d;d,5,m) 5 8,5 ) ; 8,5,m ) 5 8,5,m)

Agg1.c'(d;8,5,m) = Agg 1(Agg o(Az6.1.b'(B22(A26 4..(d;8,5,m);8,5);0,5,m);0,5);8,5,m)
A6,1(d;8,5,m+1) = sup( Agg ) (d;8,5,m) , Aggy +(d;8,5,m) )

Agg,2(d;d,5,m+1) = Ajg( Agg 1 o Agg 3(d;8,5,m); ,5,m); &)

Az6.3.4(d;8,5;m+1) = Agg 1 ,(Agg3(d; 8,s,m); d,s,m)

A26,3,4'(d;8,5,m+1) = Agg 1( Agg 2 Bs 2(A26,4(d;B,5,m) ; 8,5,m+1); 8,5,m+1); 3,5,m)
Age3(d;0,5,m+1) = sup( Agg 3 (d;d,5,m+1) , Agg 3 ,(d;0,5,m+1) )
Agg.4,a(d;8,8,m+1) = Ayg 3(d;5,5,m+1)

A26,4(d;8,5,m+1) = Agg 3( Agg 3(d;3,5,m+1) ; 8,5,m+1 )

Quelques résultats supplémentaires:

826,2(8,5,m) = Ayg 5(28;8,5,m)

826.3(0,5,m) = Ayg3(28;8,s,m)

026.4(8,5,m) = Ay 4(28;8,5,m)

Enfin, I'existence potentielle simultanée de tous les points du tableau de Hérmander, pour

leur codage a la Thom, sous I'hypotheése Hy , accepte pour fonction A :
Aqg(d;d,5,m,h) = itérée h fois de la fonction d+——> Ay 1(d;d,s,m)
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preuve du lemme>
Précisons tour d’abord g signification exacte des fonctions : Ay 1
A26,4»,':1 :
- La fonction Az,1(d;8,5,m) est une fonction A pour toute existence potentielle :
% *
(Hy = 308 [Hyw, HgB) ])
ou a et B sont 2 points consécutifs d'un tableau 7, .
-~  Lafonction Ag2(d;8,5,m) est une fonction A acceptable pour I'implication forte
* *
([Hy, Hy(a), HyB)] = alf )
ol & et B sont 2 points consécutifs d'un tableau T .
- Lafonction A2 3(d;d,s,m) est une fonction A acceptable pour I'implication forte
* .
([Hy Ho@)] = PYa)1,0)* (=0, 1, .., deg(P)— 1)
ou o estun point d'un tableay T s €t P un polyndme de numéro < m.
- La fonction Ap6,4(d;8,5,m) est une fonction A acceptable pour 'implication forte :
* y : )

([Hy, Hy(a), Hp(B), a<Z<B] = [ P9(Z) %0 (=0,1,..,deg®P) - 1) ])*
ou o et B sont 2 points consécutifs d'un tableau 7, et P un polyndme de numéro < m.
La fonction Aje.4,.(d;8,5,m) est la fonction A analogue lorsqu'il s'agit d'un Z au dela d'une
extrémité du tableau.

D262+ Byg3 s Dygy s

Remarque : dans les trois derniers cas, on peut récupérer une majoration des degrés des
implications fortes considérées en appliquant la réciproque dans la proposition 14 :
d76,i(3,5,m) = A26i(26;8,5,;m) :i=2, 3,4,

Pour l'initialisation, on considére uniquement les polynémes de degré 1, et on n'a pas besoin
de récurrence. . .
Une existence potentielle (Hy = 3Ja  Ha(@) 1)
se réduit a : (Hy = 3a P@)=0])" (avec P de degré 1)
qui admet pour fonction A ; Ay1(d;8,1). Et donc par transitivité : .

(Hy = 30, [Hy(o), Hy(B)])
avec pour fonction A: Ay (Ay(d;5,1);8,1).
Les majorations de degrés 026,2(8,8,m1) = 8 5(3,5,m,) = 826,4(8,5,m;) = 45 sont faciles.
A partir de 12 on obtient les fonctions A par la proposition 14. (on note que dans le cas 264,
une seule des deux inégalités est utilisée).

La récurrence :

On introduit ensuite les polynémes de degré > 1 de P una un, par degrés croissants. Une
étape de la récurrence consiste donc 2 introduire les racines (non déja présentes) d'un polyndme
P . On fait donc une preuve par récurrence sur m . Nous supposons donc que P a le numéro
m+1 parmi les polyndmes non constants rangeés en ordre de degrés croissants. Nous posons
p = deg(P). Onaalors m>m, et 2<p<s.

Nous commengons par calculer une majoration de degré pour l'implication forte donnant le
signe de P en un point de ‘T, . Clestun point A codé ala Thom par Hy(A) a partir d'un
polynéme Q,(X,Y) de coefficient dominant S(X) . On a donc la condition de signe S(X)c 0
dans Hy(X), et la condition Qu(X,A) =0 dans H,(L) . Soit R le pseudo-reste de la
pseudo-division de P par Q, .
Par hypoihése de récurrence (3), on a une impl*i‘cation forte

([Hy, L) ] = RXA)10 )" avec la fonction A : Agg3(d;8,5,m)
On a une égalité :

S(X)'PX,Y) = QuX,Y).T(X,Y) + R(X,Y) avec les degrés < §

Ceci donne lieu. apres multinlication nar R(Y VY m s o 214 e oo
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forte sous forme normale, assurant le signe de P(X,)A), et de degré majoré par 2 d:
([R(Xl)tO QXMN=0, SX)c0] = PXMT 0)
D'ou par transitivité : . .
([Hg, LA ] = PXAMT0)
acceptant pour fonction A : Agg(d;8,5,m) = Ay 3(dg(d, 2.8); 8,5,m).

Nous passons au point 1 du lemme .
Soit { une racine de P située sur l'intervalle ouvert minimal ]Jo,B[ de ‘I, .Onadonc:
*([Hg, Hy(@)] = P(@>0)" et *([Hg, HgB)] = PB)<0)" ou vice-versa,
avec la fonction A : Agg; 4(d;d,s,m)
Et I'hypothese de récurrence (2) donne :
( [Hg, He(o), Hg(B)] = a<P ) avec la fonction A : Agg5(d;d,s,m)
On adonc: . .
( [Hy, Hy(), HeB)] = [P(@)>0,P@)<0, a<f] ) 6]
avec la fonction A : Ayg p(d;8,5,m) = Agg 1 o( A 1,a( Azg2(d;8,5,m) ;8,5,m) ;8,5,m)
Le théoréeme 2*2 donne : .
([P)>0,PP)<0, a<B] > FZ[a<Z<B,P(Z2)=0])
avec pour fonction A: A,,(d;,s) . Et par transitivité on obtient :
] % ..
([Hg, Hy(), HgB)] = IZ[a<Z<B,P2Z)=0]) (1)
avec pour fonction A: Aggp( Axy(d;d,s) ; 8,5,m)
Par ailleurs, par hypothése de récurrence 4,ilyades 1, € {<,> } (i=1, .., p) tels que :
* i . L
([Hg, Hg(o), Hg@), a<Z<B] = [ POZ) 5, 0 (=1,.,p-1 ] (i)
avec pour fonction A: Ay 4(d;0,s,m) .
Notons aussi que pP(Z) T, 0 estdans Hy.
Enfin, on a, par hypothese de récurrence (1) :
* * )
( Hy = 3a.p [Hule),HgB)] ) (iv)
acceptant pour fonction A: Ayg,(d;d,5,m) .
Enfin par transitivité (iv), (ii) et (iii) donnent :
* %
(Hy = 3Z,0p [ H(2), Ho(e), Hg(B) ]) v)
acceptant pour fonction A :
A26,1,c(d;5,s,m) = A26,1( A26,1.b( A22( A26'4(d;8,5,m) , S,S ) N 5,s,m ) ’ 5,S,m )

Voyons ce que nous modifions 2 I'argument précédent lorsqu'on rajoute une racine de P sur
un intervalle extrémal, par exemple ]a,e<[, en supposant par exemple que P(a) > 0 et que le
coefficient dominant de P, soit C(X), est affirmé <0 dans Hy . La notation ]HIB(B)
signifie maintenant [ P(X,B)<0; POX, B)<0,i=1,..s]. Lexistence potentielle d'un
tel B est assurée par le corollaire 20bis (majoration 20 c)
La ligne (iv) accepte donc maintenant pour fonction A : Agg1( Agg,(d;d,s) ; 8,5,m ).
Laligne (i) peut mamtenant étre obtenue a partir de :
*( [Hg, Hy@) ] = P(@)> 0 )"

et de "([P@>0, Hg®1 = B> ) (théoreme 10 (2,d)
Laligne (i) accepte donc maintenant pour fonction A:

Azg.1.5°(d;8,5,m) = Agg 1 o( Ayg(d;d) ; 8,5,m)
Ce qui donne pour la ligne (ii) la fonction A:  Agg; 1(A2(d;d,5);0,5,m)
Enfin, la fonction A pour la ligne (iii) est maintenant : Ao 4 ,(d;d,s,m).
Finalement la ligne (v) accepte maintenant pour fonction A:
Ags.1,0(d;8,5.m) = Agg 1(Agg 4(B26 1 b (Ar2(As6 4.,4(d;8,5,m) ; 8,5 );8,5,m);8,5)8,5,m )

Nous concluons Ansg 1(d;8,s,m+1) = sup ( Aye 1 (d;3,5,m) , Agg 1 +(d;d,5,m) ).
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Voyons le point 2 qy, lemme :
Il nous suffit de calculer une majoration pour un nouveay couple tel que (o.,{).

Appelons T’; lesigne € ou 2 associé i T; . Supposons par exemple que 1, est < .
On a les implications fortes :

. "([Hy, Ho@)] = P0)>0)* e
( [Hy, Ho@] = [PYa) 1,0, (=1,..,p-1)])*
avec les fonctions A : B26,1,a(d;8,5,m) et Ayg 4(d;8,s,m).
Par ailleurs  P®Xq) 1, 0 est dans Hy.
Donc via le théoréme 10 (2,b) : *( [Hy, Hyo), H(O)] = a<t)*
avec pour fonction A : Ay ,(d;8,s,m+1) = A10( Ags,1,a( Bog 3(d;8,5,m) ; 8,5,m ) ; d)

Voyons le point 3 du lemme
Nous avons déja la fonction A : Ag,1,4(d;d,s,m) pour une évidence forte assurant le signe
de P en un point quelconque o de T, . En combinant avec I'évidence forte déja obtenue
pour le signe des dérivées de P on obtient :

"([Hy, Hy©)] = (PO 1,0, G=0,1,...p-1) N
avec pour fonction A : Agg3,(d;8,s,m+1) = B26,1,a( Ax63(d; 8,5;m ) ; §,5,m )

Il nous faut en outre la majoration de degré pour l'implication forte : .
( [Hy, H(©] = [Q¥C) 6;0,(=0,1, ... deg@-1)])
avec Q dans B, et € une racine de P rajoutée dans la tableau, .
Ona: ( [HZa Ha(a)’ HB(B)’ HC(C)] > a<C<B )
avec pour fonction A : Ag2(Aggo(d; 8,5,m+1) ; &,5,m+1 )
% .

et: ( [Hg, Hy(o), Hg(B), a<{<P] = [QUY) 6,0, =0,1,... deg(Q-1)])"
avec pour fonction A : Ay 4(d; 8,5,m)

* i .
donc: " [Hy, He(0), Hy(®), He®] = [QV) 6,0, =0, 1, ... deg@@~1)] )"
avec pour fonction A : Ay o( Ax62(Ax64(d; 8,5;m ) ; §,s;m+1) ; §,5,m+1 ).
Comme : *( Hr = 3Fo,f [Hy(o), Hg(B) ] )*
qui accepte pour fonction A : Ay 1(d;0,8,m)
onobtient: “( [Hy, H(®] = [QVQ) 6,0,G=0,1,...deg@~1)])*
avec pour fonction A :
A26,3,0(d;8,8,m+1) = Agg 1 ( Ayg 2( Agg2(Agg4(d s 8,5,m ) ; 8,5,m+1 ) ;8,sm+1); 8,5,m).
Il reste & poser :

A26,3(d;8,s,m+l) = sup( A26,3'a(d;8,s,m+l) s A26‘3’a-(d;8,s,m+l) )

Voyons le point 4 du lemme -

11 se déduit du point 3 en utilisant Ie théoréme 10 (5), et cela donne la fonction A :
By6.4(d;8,5,m+1) = Agg 5( Az6.3(d;d,5,m+1) ; §,5,m+1 )

Pour un point au dela d'une extrémité du tableau on utilise 10 (2,c) , et cela donne la fonc-

tion A : A26,4,0(d;8,5,m+1) = Ayg 3(d;8,s,m+1).

Enfin la majoration concernant I'existence potentielle simultanée des points du tableau de
Hormander s'obtient par la transitivité des existences potentielles. Q
Proposition et majorations 27 : (Tableau de Hormander paramétré)
Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .
Soit L=[Q,;,Q,, .., Qil une liste de polynmes de KiX;, Xy, ..., X.Y].
On peut construire une famille finie F de polynémes de K[X;, X, ..., X,] telle que,
pour tous Xy, X5, ..., X, dans R . en nosant P.(V)= O./v < o N 1 ed
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complet des signes pour L=[P; ,P,, .., P,] est calculable A partir des signes des
S(Xy, Xg, ..., X;) pour S€ F.
Supposons que la liste L posséde k €léments de degré en X majoré par & et de degré en
Y majoré par s . Considérons la famille G , formée de tous les coefficients de tous les
polyndmes de tous les tableaux de Hormander possibles, construits sur L , en remplagant
l'opération "reste" par l'opération "pseudo-reste”. Une famille ¥ convenable peut étre
extraitede G. Alors:
le degré de chaque polyndme de G et de chaque pseudo-division est majoré par :

8,7(8,5) = 8.(s+1)! , sauf si n=0 (donc 3 =0) et alors 0,7(0,8) = s.
le nombre d'éléments de la famille G est majoré par : Ayq(s k) = (k+1)2S

preuve>
Voyons d'abord le nombre d'éléments de G . Pour cela considérons l'ensemble des
polynémes  formels, dont les éléments sont des couples (P,p) ou
P e KX, X;, ..., Xp][Y] et p est supérieur ou égal au degréen Y de P. On dit que p
est le degré formel du polyndme formel (P,p)l. On a aussi la notion, claire sans plus de
précision, de coefficient formellement dominant d'un polyndme formel.
Sur cet ensemble des polyndmes formels sont définis les trois opérations suivantes :
~ dérivation (no problem)
- troncature (on remplace p par p— 1 eton supprime dans P le coefficient de degré p )
- pseudo-reste formel : le pseudo-reste formel de (P,p) etde (Q,q) est sans intérét (ou
encore trivial) si P=Q ousi p <q (on le prend alors nul), et dans le cas contraire, il est égal
au déterminant polynomial de la matrice ayant pour lignes les polyndmes Q, Q.Y, ..., Q.YP,
P écrits sur la base YP, ..., Y, 1 (son degré formel étant pris égal & q— 1).
11 est alors clair que la famille G est la famille des coefficients formellement dominants de la
famille obtenue 2 partir de la liste L en la saturant pour les trois opérations ci-dessus.
Dans la définition de cette "famille saturée” nous pouvons introduire une notion de profondeur.
Un polyndéme de L a la profondeur O . Un polyndme de profondeur h donne par dérivation
ou troncature un polyndme de profondeur h+1 . Et un pseudo-reste formel non trivial de deux
polyndmes de profondeurs <h , I'une des deux au moins étant h, est de profondeur h+1.
On voit qu'un polyndme de profondeur h est de degré formel € s— h. D'autre part un
polyndme de profondeur < h+1 est ou bien un ¢lément de L ou bien obtenu a partir d'un ou
deux polyndmes de profondeur < h par dérivation, troncature ou pseudo-reste formel non
trivial. Si on note @(s,k,h) le nombre de polyndmes de profondeur < h, on a donc la
majoration :
0G5, kh+1) S k + 2.0(s,k,h) + (@(s.k.h) = @(s,k,0) =k + @(s.Jh) + ¢(s,k,h)?
11 ne reste plus qu'a vérifier par un petit calcul de récurrence sur h la majoration :
2h
¢(s,k.h) < k+1)“ -1

Voyons maintenant la question du degré. L'opération dérivation ne change pas les degrés des
coefficients. Les coefficients du pseudo-reste de P et Q de degrés en Y s’ et s <s’ sont
des déterminants extraits d'une matrice & s’-s”+2 lignes, et dont les entrées sont des
coefficients de P et Q . Dans le calcul de pseudo-testes successifs, les degrés en Y des
diviseurs successifs sont strictement décroissants, et le degré en X est au plus multiplié par
s’—s”+2 i chaque étape. D'ol (petit calcul) la majoration 8,7(3,5) = d.(s+1)! .0

1 ey e e e oA, oae deord formel’ ce que nous appelons polyndéme
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R'emarque : I.Jne majoration pour Az3(s,k) peut étre obtenue en répétant grosso modo le
raisonnement ci-dessus, sans le mot ‘formel’ et en supprimant l'opération troncature, ce qui
donnerait 2 la place ¢ une fonction y vérifiant W(s,k,h+1) <k + y(s,k,h)?

Théoréme et majorations 28 : (Tableau de Hérmander paramétré, implications fortes et
existences potentielles)  Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .
Soit L= [Q.Q,,.., Q] une liste de polyndémes de KX, X5,....X][Y] .

On construit la famille finie F de polyndmes de K[X;.X,,....X,] comme 2 la

proposition 27 .

Soir H(X},X5,...X, Y) un systéme de csg portant sur des polyndmes de la liste L .

Soit un élément = (g)sc 5 de {=1,0,+1}%. On note Hy(X1,Xp,....X,) le

systeme de conditions de signes | S(X1.Xp,. X)) =05; S€ F]. On suppose qu'il

eXiste Xy,Xs,....x; € R vérifiant Hy(x1,Xg,...,x,). Alors :

ou bien V X1:X2,...,up € R ( Hy(x1,%,....%) => Iye R H(xq,X5,....%,,y)) et

alors : *( Hy(X,. Xy, X)=> 3 Y H(X 1, X2, X0, Y) ) (lu dans K )

ou bien V x),x,...x,,y€ R ( Hy(X1:X20ee0%p) €t H(X1Xg,0X,y) ) = 120

ctalors: ([ Hg(X;, Xy, X,), H(X1. X2 X0Y)] = 1=0)" (dans K )

Dans ce demnier cas, avec (8,,k) comme i la proposition précédente, le degré de

l'implication forte construite est majoré par :

975(8,8,k) = Az6( 878 o(8,8,k) ; d;,s,kg.k; ) ol :
dy =857(8,5), ko=An(s,1), k; = Ayp(s2), ky = A(s.k) , et
828,4(8,8.K) = 87 ( 836,4(dy,8.k1) , 863(d15.ky) , Ky )

preuve>

Nous cherchons une majoration de degré pour l'implication forte :

([ Hg(X. X5 X0) ) HX X X V)] = 120 )"

Le degré et le nombre de csg dans Hy sont majorés par 8y7(8,s) et Ayy(sk).

En fait, les conditions de signes vraiment utilisées pour fixer un tableau de Hérmander

particulier n'excédent pas Ags(s,k) (il suffit en effet d'assurer les degrés des pseudo-restes et

les signes des constantes)!,

Nous posons donc d; = 8,,(3,s) et k, = Ay3(sk).

Le nombre de points dans le tableau de Hrmander est aussi majoré par k; .

Si o estun point du tableau de Hrmander, on a I'implication forte :

"([Hy(X,,Xp..X,) , Hy(ar), H(X, X Xp@) ] = 1=0)*

de degré 863(d;,s.k;) avec k; = Aq3(s,2) : il suffit en effet de considérer le sous-tableau de

Hormander obtenu 2 partir du polyndme P dont o est racine et du polyndme Q dans

H(X1,X2-..Xn,Y) qui fournit la contradiction.

Si Jo,B[ est un intervalle minimal du tableau de Hormander, on a l'implication forte :

([ Hp(X1,XpX,), Hy(), Hp(B), a< Y<B, H(X, Xy, X, Y)] = 1=0)F
de degré 8y 4(d;,s,k;). (méme raisonnement, en se rappelant que ce qui se passe sur
l'intervalle est contrdlé par ce qui se passe au borne, sans coiit supplémentaire)

Donc, par une disjonction de cas en cascade :

"([Hg: (Hgop,i=1,...h); H] = 1=0)*

1 Fr Fart w1io moae svmm s o s e o oy
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avec pour majoration de degré :
Bag,a(8,5.k) = 875( 826,4(d1,5.K1) 5 826,3(d1,8.K1) s ka )
On a enfin I'existence potentielle :
*(Hy = () [He0),i=1,...h])" (avec h<ky)
qui accepte pour fonction A : Agye(d; dy,skg.k;) : en effet chaque existence potentielle
séparée (i fixé ) peut étre établie sur le sous-tableau de Hérmander obtenu a partir du
polyndme P dont o, estracine.

Donc la majoration souhaitée est :
828(8’891() = A26( 828‘3(8’s9k) s dlas9k0ak2 ) .

Théoréme et majorations 29 : (nullstellensatz, positivestellensatz et nichtnegativestellen-
satz réels effectifs)  Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .
Soit H(X;,X2,....Xy) un systéme de csg portant sur une famille finie de polyndmes de
K[X,.X5,....X,] . Ce systéme est impossible dans R si et seulement si il est fortement
incompatible dans K . En termes plus formalisés :
Si ¥ H(X X5 Xp) = 1=0 )*  (dans K) , alors lescsg H sont impossi-
bles a réaliser dans n'importe quelle extension ordonnée de K .
Si V xy,X2,...X, € R H(x1,X,...,X;) est absurde,
alors : *( HXXpoXy) = 1=0)" (dans K).
En outre, si k est le nombre de csg dans H(X;,X5,....X) et d le degré maximum, alors
on peut calculer une implication forte “( H(X;,X,...X,) = 1=0)" (dans K) de
degré majoré par 8,9(d,k,n) oll 8y est défini par les relations récurrentes :
8,9(dk,1) = 8,4(0,d,k)
dy9(d.k,n+1) = 87 o( sup{ Sz9( 857(d,d) , Aga(dk) ,n), dy5(d,d.k) } , Agy(d,k) )
preuve> La construction de 'implication forte se fait cas par cas, selon les signes des
polyndmes de la famille ¥ , (disjonction de cas en parallele). Par ailleurs, lorsque les signes
de tous les polyndmes de ¥ sont mis dans 'hypothése de I'implication forte, ou bien ces csg
sont fortement incompatibles et on est ramené au cas d'une variable en moins (avec d et k

remplacés par 3,7(d.d) , Ay3(d,k)), ou bien elles ne le sont pas et on fait appel a la majoration
donnée 2 la proposition 28. O
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Récapitulation, majorations plus grossiéres et plus lisibles

Nous donnons maintenant le récapitulatif des majorations obtenues, en établissant des formes
plus visibles.

Si @ est une fonction qu'on peut itérer, nous noterons (p[k] la fonction obtenue en itérant k
fois @ . Nous introduisons une notation particuliére pour l'itérée de I'exponentielle:

E(xK) = 9Mx) obr g(x) = 2°

De méme si 1 est une bijection, nous noterons -1 13 bijection réciproque. Nous notons
lg(a) le logarithme en base 2 , c.-a-d. ox) o o(x) = 2*,

Si une fonction y croissante est du méme ordre de grandeur! qu'une fonqtion ¢ croissante,
mais avec une expression Plus compliquée, pour obtenir une majoration plus lisible de q/[k] il
suffit d'arriver & majorer ¥ par une fonction de la forme : 1 =110 ®ot puisqu'alors y¥
est majorée par :

Exemples:
Exemple 1 : ¢(x) = x2 , Ux) =a.x: )
y(x)<ax? = ylklx) < (ax)?/a.
Exemple 2 : o(x) = x2 ,» TX)=ax+b: .
V() Sax’+2bx+ 0 -b)a = yHx)<@x+ b)? /a — b/a

Exemple3: ¢(x) =2* , 1(x) =ax +b:
Yx) <227 071® by o i) < E(axebk)/a - bfa.

Exemple 4: @(x) =2* , 1(x) =ax®+b,a> Lb20,a>1
W(x) € (28X +b-lgta) _ b/2)/* = yK(x) < (E(ax®b,k)/a — b/a)e < E(a.x%+b k)

Dans la suite, nous parlerons de fonctions @, T et M en nous référant toujours implicitement
au schéma développé ci-dessus.
Les majorations 5
86,a(d1.dp) = d; + d,
86,5(d1.d) = dy.d,
86,c(dl’d2) = dl.dz
86'd(d1,d2) = dl.d2+ d2
86(d1,d2) = dl.d2 + Sup(dl,dz) < (d1+1).(d2+1) -1

! notion informelle intuitive, non précisée,
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Les majorations &,

87 4(d;,dp,d3) = (d;+ dy).ds

8,(dy,dp,ds) = dy.dy+ d,.dy+ dy.ds

87,p(d1,d3,1) = 87,(d;,d;.d3)

87 p(dy,d3,h+1) = 87 ,(87(dy,d3,h),d;,d3)
La fonction &, est obtenue en itérant la fonction : (dy,dg,d3) = (87 4(d;,dy,d3),ds,d3)
puis en faisant d, :=d; .
Sid;22, on majore y parla fonction n =1 oot avec ¢ et T définies par :
¢(d;,dz,d3) = (d;.d3,dy,d3) , N(dy,dy,ds) = (dy+ 2.d5,dy,ds) , d'oli :

87,5(d1.d3,h) <3.d1.ds" (saufsids =1, et alors < (h+1).d; )

87.(dyk) = yid)) avec wy(d) = §; ,(d;,d;,d,) < 2.d,2

h
87 .(dy,h) < (2.d))% |. (cf. exemple 1 avec 7(d;) = 2.d; )
8 1

Les majorations g
58(d1,d2,1) = 56(d1,d2)
dg(d;,dp.k+1) = 84(d;,84(d;,d,,k))
La majoration &g est obtenue en itérant la fonction : (d;,d,)+—> (d;,06(d;,d9)).
En considérant 1t(d;,d;) = (1+dy,1+ dy) et ¢(d;.d;) = (d;,d;.dy) , on obtient :
n(dl’dZ) = (dl’ (d1+ d2)2 - dl) 2 (dl’ 86(d1,d2) ) (Sl dl et d2 2 2) et donc :

85(d;,dok) < (1+d))X.(1+dy) - 1

Les majorations A
(fonction A pour les évidences fortes résultant des formules de Taylor mixtes)

Ao(d;8) = 8¢(d,25)
A1o(d;8) < (d+1).(28+1) - 1

Les majorations Ayy  (fonction A d'une implication forte)
A14(d;dl’k) = 88(dlad’k)
Ay4,.(d;[dy,dy, ...di]) = 86(dy,...(84(dy,d))...) £ (1+d;).(1+dy)...(1+dy).(1+d) - 1

Aqg(d;dy k) < (1+d X (1+d) - 1
A14(d;[dy,dy, .. dil]) € (14dp).(14dy)...(1+dy).(1+d) - 1
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Les majorations Ay
(fonction A pour | ‘existence potentielle de | inverse d'un non nul, et pour Il'existence d'un
point oi un polynéme q le signe de son coefficient dominant)
Aro(d;8)=d +d.5 + &
B20.4(di0,8) = Ay ,(d;8,0) =d et pour setd>0
Ay o(d;8,5) = Agp( d.(8+1).( 1+258) ; 6 )
Ayp(d;8) = (1 +d).(1+8) - 1

420,2(d;8,5) < (d+1).(8+1)2.(255+1) _ 1

Les majorations Ay (fonction A pour l'existence potentielle d'une racine d'un polynéme qui
change de signe)
sans paramétres
Az o(d;0) = 1
A o(d;1) = d
Ary 0(d;s+2) = Ayl 2d; [A91 0(d;s),d,d] )
C.-ad.: Ay o(d;s+2) < (2d+1).(d+1)2.(A21,0(d;s)+1) ~ 1. On établit par récurrence :

_Ag10(d;s) < (d+1)5.(2d+1)sdiv2 _ g pour s 21

avec parametres (d =38, sinon A,,(d;8,s) = d)

Ayy(d:8,0) = 2d

An(d8,1) = 8¢ .(2d , Agy(d.(5+1); 5— 1))
8,(d,8,542) =(d ~s - 1).d-5s-2)+d que nous notons 8, ci-dessous
Agp u(d;8,5+2) = Ay a(48;; [A21(8138,5),8,,8,] )
A1 o(di8,5+2) = Ay (d;,541) + 28
o1 p(d:8,5+2) = Agg( Ay (d:,542) + 25— 5~ 2)) ; )

81(d;8,5+2) = 8 ( Ayy o(d;8,542) , Ay 1(d;8,5+2) )

Ona: Ay(did,1)= 2d(d+1)8(5+1) - 2d8% -1 <2 d+1)2.(8+1)2 - 25 .
On majore §; par d5-1. En appliquant les formules de récurrence on trouve :
Ay1(d;8,2) <16 (d+1)0.(8+1)7 - 28
et on tente une majoration de la forme :
Ag1(d;8,5) < 2%) (d+1)BO) (§41)X9) _ 2§
On trouve alors que B,y conviennent s'ils vérifient les formules récurrentes :
a(s+2) € 2+ a(s+1) + a(s)
B(s+2) < 3 + B(s+1) + B(s) +y(s)
Y(s+2) < 4 + y(s+1) + B(s) + Y(s)
Ceci est vérifié, avec l'initialisation pour s=1 et 2, sion prend :
als) =2° , B(s) =2~ (s43) div 2 , y(s) = 2*! + (s4) div 2
d'ou par exemple :

891(d;8.9) < (2.(d+1).(5+1)) 2" (§+1)® div 2
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Les majorations A,, (fonction A pour l'existence potentielle d’une racine d’un polynome sur

un intervalle on il change de signe)
Ay (d;3,0) = 2.8, Ap 4(d;d,1) = Ay ((d+4).6;6,1)
Agp o(d;8,5+1) = Agy( O6,,(d.O, (A (di8-1,5)+4).8); 8, s+1)
Agp(d;d,8) = Agp (2.d+2; 8, 5).
On a donc : Agy o(d;8,5+1) = Ay ((Agg 4(d;8-1,5) +5).8); 8, s+1) avec a l'initialisation :
Ay o(d;8,1) < 2.(d+5)2.82.(8+1)? - 28 < 2.(d+5)%(8+1)* - 5 et on tente une majoration de la
forme:
Ay o(d;8,5) < 2%°® (@+5)F'® @+1)T® _ 5
On trouve alors que o’, B’, ¥, conviennent s'ils vérifient les formules récurrentes :
o’(s+1) £ afs+1) + a’(s).p(s+1)
B'(s+1) < B(s+1).p°(s)
Y(s+1) £ y(s+1) + Y’ (s).p(s+1)
On majore 7(s) par (5+1)2s+2 . On vérife que Il'initialisation et les formules récurrentes sont
vérifies sionprend :  B'(s) = 26" DG g (s) = 2 M2 () = 262

En conclusion :

gy o(d;8,5) < 2%® (@+5)P O G+1)YO -5 avec a’(s) = 9 1+(s+27°12
Bi(s) = 26 DEHDR2 gy = 64272

Ayy(d;8,5) 27 (d+3,58°® B+1)T® _ 5 < ((2d+7) (3+1) )T

Probléme : peut-on améliorer de maniére sensible les majorations 21 et 22 pour l'existence
potentielle de racines réelles ?

Ceci n'est pas certain.

Pour obtenir une telle amélioration, il semble qu'il faudrait "dérécursiver” la preuve d'existence
de la cloture réelle d'un corps ordonné (telle que donnée dans [LRY]). Ceci est peut-€tre possible
sur la base d'une analyse approfondie des suites de Sturm-Habicht, ou de généralisations des
formules de Taylor mixtes.

Il semble par contre que les majorations qui vont suivre, particulierement mauvaises, soient
directement imputables a l'algorithme de Hérmander, qui donne lieu 2 une explosion des degrés
en E(d,n). On peut donc sérieusement espérer les améliorer sur la base d'une stratégie qui
serait inspirée des algorithmes qui testent “rapidement” si un semi-algébrique réel est vide.

La majoration A3 (majoration du nombre de points d’un tableau de Hormander)
Ap(sk) = k+1)%



Théoréme des zéfos réel effectit et vanantes

Les majorations Ay et 8y (évidence Jorte et existence potentielle pour les faits élémentaires
lisibles sur un tableay de Hormander paramétré)

Initialisations : A26,1(d;8,5,m,) = 81(45,d;68,1);8, 1)
826’2(8,s,m1) = 826_3(5,s,m1) = 826_4(8,s,m1) =48
A26,2(d;8,5,m;) = Az6,3(d;8,5,m)) = Az6,4(d;8,5,m,) = A26,4,0(d;8,5,m,) = §(d; 48)
Récurrences : m > m; (en ne mentionnant pasles §,s dans les Ag,..(d;8,5,m)
A261.4(dm) = Apg3(85(d,25) ; m )
Aos,1,6(dm) = Agg A26,1.4( A6 2(dm) ; m ) ; m )
A26,16° (M) = Agg ) (A1o(d: 8) ; m )
Aas,1,0(dim) = Ay i A26,16( Aga( Agg 4(dim) ; 8,5 ) ; m );m)
Bzg,1,c°(d;m) = A26,1(Azo,a(Azs,1,b'(Azz(A26,4.a(d;m);5,5);m);5,8);m)
= Ag1(d;m+1) = sup( Az61.6(dsm) , Agg ;. (d;m) )
Bgga(dim+1) = Ao A26,1,a( A6 3(d;m) ; m ) 5 §)
A263,4(d;m+1) = A26,1.a( A263(d;m) ; m)
A26,3,2(dm+1) = Ayg i 8262 Ag62( Agg 4(dim) ; m+1 ) : me+1 );m)
© Agea(dme) = sup( Agg 5 ,(dim+1) Asg 3 0(d;m+1) )
= D aa(dim+) = A 5(dim+1)
" Basaldimel) = Ajg 3( Agg 4(dim+1) ; met1 )
= Ax(d;m,h) = itérée h fois de la fonction d +—s A6 1(d;m)
026.2(8,5,m) = A6.2(28;8,5,m)
d26,3(8,5,m) = A26.3(28;6,5,m)
376.4(8,8,m) = Ajg 4(28;8,5,m)
Notons 0(d;3,s,m) = sup (A ;(d;d,s,m); i=1,2 »3). Considérons & et s comme des
paramétres fixés. On peut alors noter -
0,,(d) = 6(d;d,s,m) , H(d) = §4(d,25) , Ayp(d) = Ays(d;d,s) , Ayo(d) = Ao(d;d)
Les formules récurrentes donnent alors les conditions suffisantes :
Agg 1(d;m+1) < On006,0pn0 Bhono6, o A2,06,00, (d)
Agga(d;m+1) < A0 Bpopnog,
Az 3(d;m+1) < OmoApob 0opno0 0n0A,008 opno 0,006, (d)
il suffit donc d‘avoir :
9m+1(d)semoGmouoemouoemoAzzoemoem(d) (1)
Sion prend :
Od) =poposy, @, 6,,,=6_, cad Oy = 6,77
alors I'inégalité (1) sera vérifice,
Ona 6,(d) < (25+2)276) (d+4)B') _4
On en déduit : 0, < 28+2)@MBHE (4 g1 _
on en déduit : 0m(d) <Q8+2)NEM (ygyBism) _ 4
ol Yy(s,m) = 27™(+2%2 ,By(s,m) = 27™(s+1)(s+2)/2

Onendéduit: | 8, ,(8,s,m) < §%1(s:m) (i=2,3,4) ol oy(s,m) = 2""+D? (§5 5 5y

et A26(di8,5,m,h) < (8.)* ™M o 1y (s,m,h) = 207422 (g 5 > 2)
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Les majorations 8,7 et Ay; (tableau de Hormander paramétré)
3,7(d,s) = d.(s+1)! , sauf d,7(0,s) =5
Agr(s.k) = (k+1)¥

Les majorations 8¢
(Tableau de Hormander paramétré, implications fortes et existences potentielles)

3,8(d,5,k) = Agg( 898 4(d,s k) ; dy,s,kg.k; ) ol :
d, =9057(d,s), kg=Axn(s,1), k; =Ax(s,2), ky=Ax(s,k), et
828,a(d,8.k) = 87 1( By6,4(d1,5.k1) , B6,3(dy,5.ky) L kg )
Cela conduit a une majoration du type :

d,5(d,s,k) < E( s+lg(s)+lglg(k+d)+cte , S )

Les majorations 8,9 (nullstellensatz et variantes, majoration des degrés)

d,9(d.k,1) = 895(0,d k)

S29(d.k,n+1) = 8; ( sup{ dy9( 827(d,d) , Aps(d.k) , n), Sp(d,dK) } , Apy(d.k) )
Cela conduit & une majoration du type :

8,9(d,k,n) < E( d.1g(d)+glg(k)+cte , 4+n )













