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UNE ETUDE HISTORIQUE SUR LES
PROBLEMES D'EFFECTIVITE EN
ALGEBRE REELLE

Henri LOMBARDI

Introduction

L'effectivité en algebre réelle a une longue histoire, qui s'est considérablement accélérée dans

les quinze derniéres années. Nous nous proposons dans cet article d'en retracer quelques
étapes essentielles. Nous discuterons cependant peu les questions de complexité, qui sont
'enjeu de nombreux travaux actuels. Nous préférons en effet discuter plus en détail des
problemes d'effectivité du point de vue des mathématiques constructives, dans l'espoir de
convaincre le lecteur de l'utilité de cette démarche générale. Nous supposons le lecteur familier

avec la théorie d'Artin-Schreier, le 17¢Mm¢ probléme de Hilbert et le théoréme des zéros réel, ‘
ainsi qu'avec quelques définitions et résultats de base de la logique mathématique.K e

Nous citons maintenant les étapes marquantes, selon nous, de cette histoire.

Le premier succeés marquant en algebre réelle effective a été le théoréme de Sturm ([Stu]), qui
donne un algorithme explicite pour calculer le nombre de racines réelles d'un polyndéme sur un
intervalle, ceci uniquement par des calculs dans le corps des coefficients du probleme.
Sylvester a ensuite amélioré la méthode de Sturm ([Syl]). Bien qu'il ne formule pas le résultat
de maniére explicite, sa méthode permet de calculer dans la cloture réelle du corps des
coefficients d'une famille de polyndmes donnée (polyndmes en une variable).

Mais apres ces premiers succes, un grand vide.

En 1900, Hilbert formule une séries de problémes illustres, dont le 17¢Mm¢ : un polyndme réel en
plusieurs variables qui est partout positif ou nul, peut-il toujours s'écrire comme somme de
carrés de fractions rationnelles ?

Une solution hautement non constructive, avec intervention lourde de 1'axiome du choix, est
fournie par Artin-Schreier, a travers la théorie des corps formellement réels (on dit aujourd'hui :
corps réel). _Leur théorie est un énorme marteau pour enfoncer un clou de taille moyenne.
Néanmoins, la puissance de la méthode impressionne, et elle dominera longtemps : les grands
théorémes d'existence en algébre seront systématiquement prouvés par le théoreme de Zorn, et
on s'intéressera bien peu, pendant longtemps, aux méthodes plus explicites, parce que trop
laborieuses. Un théoréeme essentiel qui fait tenir debout la théorie d'Artin-Schreier est qu'un
corps réel peut étre ordonné. Ce théoréme, connu comme hautement non constructif, et
semblant incontournable, a longtemps découragé les tentatives de fournir une version effective
de la théorie.

o]



2 Une étude historique sur les problémes d'effectivité en algebre réelle

En 1941, Ia these de Hollkott ([Hol]), passée inapergue, donne une preuve constructive de
l'existence de la clbture réelle pour un corps ordonné discret (c.-a-d. ou les lois de composition
et le signe d'un élément sont donnés de maniére explicite).

En 1951, A. Tarski ([Tar)) publie le résultat (annoncé en 31) fondamental de complétude et
décidabilité de la théorie formelle des corps réels clos, en généralisant la méthode de Sturm.
En 1954, A. Seidenberg ([Sei]) propose une preuve "géométrique” du méme résultat.

En 1955, A. Robinson ([Rob]) donne une solution récursive (mais pas entiérement
constructive) du 178Me probleme de Hilbert, basée sur le théoréme de Tarski.

En 1957, G. Kreisel ([Kre1)]) publie une idée de preuve du méme résultat, qui cette fois-ci
fournit un algorithme primitif récursif, et qui est constructive (pour autant qu'il n'y ait pas de
trou dans la preuve). Ce résultat, combiné avec celui de Hollkott, donne donc Ia version cons-
tructive de la théorie d'Artin-Schreier, pour le cas des corps ordonnés discrets.

Les problémes de complexité des calculs concernant les ensembles semi-algébriques définis sur
Q0 sont abordés systématiquement par Collins en 1975 ([Col]) et ont fait I'objet de nombreux
travaux depuis.

En 1964, Krivine donne un premier théoréme des zéros réels ([Kr]).

En 1974, G. Stengle publie le théoréme des zéros réel dans sa forme la plus générale ([Ste]),
mais sans preuve constructive.

En 1981, C. Delzell, s'appuyant sur le théoréme de Stengle construit une solution continue
pour le 17¢me probléme de Hilbert. Clest, & peu de chose prés, la solution constructive du
probleme dans le cas de polyndmes 2 coefficients réels. 1 est remarquable qu'aprés la solution
constructive du théoréme fondamental de I'algebre par Brouwer dans les années 20, il ait fallu
attendre jusqu'en 1981 la solution constructive d'un probléme non trivial d'algebre réelle
lorsque les coefficients sont des nombres réels généraux et non des réels algébriques. 1 est
¢galement significatif que ce travail ait eu lieu sous I'impulsion de Kreisel.

En 1989 enfin, aprés avoir reconstruit le résultat de Hollkott, avec M-F Roy ([LR}), nous

donnons une solution constructive du théoréme de Stengle ([Lom]), pour le cas des corps \

ordonnés discrets. Ce résultat permet notamment de rendre le travail de Delzell entierement

constructif. ?W_( ‘
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1) Algébre réelle discréte 3

1) Algeébre réelle discréte
(théorie des corps ordonnés discrets)

Précisions concernant la terminologie, et quelques résultats
classiques

Lorsqu'on discute de problemes d'effectivité, il faut d'abord bien s'entendre sur la nature des
objets qu'on manipule. L'algeébre réelle concerne les problémes liés aux polyndmes 2
coefficients réels. Plus généralement, nous parlons de corps ordonnés et de polyndmes 2
coefficients dans ces corps. Mais du point de vue des calculs effectifs, la situation n'est pas du
tout la mé€me si on consideére tous les nombres réels "classiques”, ou si on considére seulement
les nombres réels "effectivement construits" (c.-a-d. limites de suites de Cauchy explicitement
calculables et explicitement convergentes), ou encore si on se limite aux nombres réels
algébriques (racines de polyndmes 2 coefficients entiers).

Pour y voir clair le mieux est de préciser d'une part les théories formelles considérées, d'une
part, la sémantique utilisée d'autre part.

Théories formelles

Préliminaire

Toutes les théories formelles que nous considérons sont basées sur le calcul des prédicats du
premier ordre, classique ou intuitionniste.

On rappelle que le calcul des prédicats classiques peut étre identifié & un fragment du calcul des
prédicats intuitionniste : chaque prédicat n'est utilisé que précédé d'une double négation, les
seuls connecteurs logiques utilisés sont T et A et le seul quantificateur utilisé est V . Une
formule de ce fragment est démontrable intuitionnistiquement si et seulement si elle l'est
classiquement. Et toute formule classique est classiquement équivalente 2 une formule du
fragment. L'inconvénient majeur est le trés faible contenu sémantique constructif des formules
du fragment.

En outre au moment de la formalisation d'une théorie mathématique, il y a en général des
divergences d'opinion (notamment entre mathématiciens classiques et constructifs, mais pas
seulement) sur les axiomes, prédicats et symboles fonctionnels A choisir pour traduire la
pratique concréte,

Ici, nous précisons diverses théories formelles rendant compte des diverses notions de corps
ordonnés, (et non a des théories formelles  prétentions "totalisantes” telle que ZFC (théorie
des ensembles avec axiome du choix)), ceci dans le but de rendre clair quelles structures nous
étudions et de quel point de vue.

Théories intuitionnistes
Théorie intuitionniste des corps ordonnés discrets : notée COD;. On peut prendre pour
axiomes ceux des corps ordonnés, en rajoutant un axiome précisant que l'ordre est discret :
x>0 ou x=0 ou x<0
Théorie intuitionniste des corps réels discrets. Les axiomes sont, outre ceux des corps, les
axiomes de réalité :
1 + une somme de carrés =0 est absurde
(il faut un axiome pour chaque "longueur" de somme)
et I'axiome correspondant au caractere discret du corps :
x#20 ou x=0

Y o YRRV Y 2.2 s o Y



4 Une étude historique sur les problemes d'effectivité en algébre réelle

Théorie intuitionniste des corps ordonnés réels clos discrets. Obtenue 2 partir de COD; en
rajoutant les axiomes correspondant 3 :

un polyndme qui change de signe sur un intervalle possede une racine sur l'intervalle
(il faut un axiome pour chaque degré). Nous notons la théorie CORCD; .
Cette théorie possede un algorithme d'élimination des quantificateurs. La théorie est compléte,
en particulier, pour toute formule F , on a le théoreme “ F V F”. (cf. par exemple [LR]).
Théorie intuitionniste des corps réels clos discrets. Elle est obtenue partir de CRD; en
rajoutant les axiomes correspondant 3 :

tout carr€ est une puissance 4

un polyndme de degré impair possede une racine
Le premier des axiomes cités ci-dessus €quivaut a : pour tout X, X Ou -x est un carré.
Nous notons la théorie CRCD . Cette théorie est “équivalente” i la théorie CORCD; . (cf.
par exemple [LR] pour une preuve constructive).
En outre, chaque fois que nous avons un modele constructif (cf. le paragraphe "sémantiques")
K" pour l'une de ces théories formelles T » Nous pouvons considérer les théories T’(K) ,
(avec T’ contenant le symbole < si K est ordonn€) ol chaque élément de K est rajouté
comme constante de la théorie formelle, et ol sont rajoutés les axiomes (concernant ces
constantes) qui explicitent la structure de K .

Les tiéories formelles classiques correspondantes : CO, ,CR, , CORC,, CRC, (pour
lesquelles le caractére discret reléve du tiers exclu).

Sémantiques

L.a sémantique concerne d'une part l'interprétation des symboles logiques (connecteurs et
quantificateurs), d'autre part l'interprétation des symboles non logiques (variables, constantes,
prédicats, symboles de fonction). Nous nous étendrons peu sur la premicre partie. Les régles
de la logique intuitionniste vérifient ce qu'il faut pour que tout théoréme ait une interprétation
sous forme d'une construction, le plus immédiatement sensible étant que tout objet "démontré
exister" peut étre construit selon une procédure directement reliée a la preuve d'existence. Les
regles ce la logique classique, a contrario, répondent & une notion de vérité purement abstraite
dans un univers "a la Zermelo-Frankel” suppos€ exister au moins de maniére idéale,
conformément 2 la philosophie du "réalisme platonicien"1.

Voyons maintenant la question de l'interprétation des symboles non logiques, ou "théorie des
modeles”.

Du point de vue classique, un modele d'une théorie formelle est fournie par : un ensemble
(domaine du modele) qui est le domaine des variables (les quantifications sont relatives i ce
domaine), et une interprétation pour chaque constante, chaque symbole de fonction, chaque
prédicat. Un symbole de fonction est interprété par une fonction au sens de la théorie des
ensembles (un graphe fonctionnel, arbitraire) n'impliquant aucune procédure de calcul
explicite. Si le modele considéré par le mathématicien classique est trop sophistiqué, il est
possible qu'aucune sémantique constructive ne puisse y faire face (pour le moment du moins) :
voir a ce sujet la difficulté a fonder constructivement I'analyse non standard, malgré une
heuristique constructive de cette théorie (cf. [HR)).

Du point de vue constructif, le domaine de définition doit étre "construit”, et les symboles de
fonctions sont toujours interprétés comme représentant des fonctions calculables.

Cependant les notions de construction, d'effectivité ou de calculabilité sont des notions

' Quam a ceux qui se réfugient derritre unc position formaliste “voici des jeux particuliérement amusants, ne

cherc hone c11rtr st voe B Thnc foem o oo 4.
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premieres non définies.

On peut donner une interprétation constructive pour le point de vue classique concernant les
fonctions en considérant simplement que le résultat du calcul peut étre fourni par un oracle.
Ainsi, & tout théoréme de mathématiques constructives correspond "sa signification concréte”
qui est un algorithme récursif a oracles2. Ceci permet de comprendre comment les théorémes
de mathématiques constructives peuvent s'appliquer méme dans des contextes non constructifs.
Le plus souvent (en fait dans toutes les mathématiques couramment pratiquées) I'algorithme est
uniformément primitif récursif, c.-a-d. a une structure globale indépendante des réponses des
oracles et n'utilise comme boucles que des boucles Répéter (éventuellement emboitées) ol le
nombre d'itérations est calculé avant I'exécution de la boucle. Le mot uniformément fait
allusion 2 la structure de I'algorithme, qui ne dépend pas des réponses des oracles questionnés
en cours de route, et qui est donc "uniforme”.

La courte discussion précédente aura peut-étre convaincu (2 tort selon nous) le lecteur classique,
que la calculabilité des mathématiciens constructifs est au fond identique a la notion classique de
récursivité.

Mais,

- d'une part, le mathématicien constructif n'exclut pas en principe I'existence d'algorithmes
effectifs quoique non récursifs (la récursivité est I'effectivité "mécanique"),

- d'autre part, le fait qu'un algorithme est récursif (et pas seulement partiellement récursif)
sous entend qu'il aboutit toujours 2 un résultat, orle V' 3 sous-jacent 2 cette phrase demande
déja pour étre interprété une notion d'effectivité a priori lorsqu'on n'adhére pas au réalisme
platonicien (actuellement trés majoritaire) selon lequel un Univers idéal 2 la Zermelo-Frankel
existe bel et bien,

- enfin, contrairement a la sémantique classique, ol un algorithme récursif 2 oracles peut
etre prouvé exister par des moyens purement idéaux, les méthodes constructives excluent par
avance une telle preuve, et tout algorithme prouvé constructivement est implicitement écrit (avec
la preuve de sa convergence) dans la preuve, donc arrive avec une complexité limitée a priori3.

Analyse de la théorie d'Artin-Schreier telle qu'exposée dans
Van der Waerden (2°™ édition anglaise de Modemn Algebra)

Dans la seconde édition de “Modern Algebra’ ([VdW]), Van der Waerden n'utilise pratiquement
pas 'axiome du choix, et se limite 2 I'utilisation de choix dénombrables en cascade (I'analogue
formel est I'axiome du choix dépendant, accepté par A peu prés tout le monde). Dans la préface,
il justifie cette approche en estimant que I'axiome du choix est un élément étranger a l'algebre,

Nous nous situons dans la lignée de Bishop. C'est le point de vue constructif minimal, qui a l'avantage dec ne
jamais entrer en contradiction flagrante, ni avec les mathématiques classiques, ni avec les différentes autres
variantes dc mathématiques constructives. Une discussion impliquant les principaux courants des mathéma-
tiques constructives alourdirait beaucoup trop notre exposé. On consultera [BR] pour un exposé
“fulgurant” des principaux points de vue constructifs, ou [Bee] pour un exposé trés détaillé,

Par exemple le théoréme des zéros réel général de Stengle implique classiquement I'existence d'un algorithme
récursif explicitant I'identité algébrique cherchée et qui aboutit toujours : essayer toutes les écritures
possibles dans le corps des coefficients jusqu'a tomber sur une identité algébrique du type voulu. Cette
preuve non constructive fournit un algorithme, mais de complexité inconnaissable.

Un autre exemple, plus dramatique, est lorsqu'on démontre classiquement I'existence d'un algorithme récursif,
mais qu'il n'y aura jamais de méthode constructive pour trouver l'algorithme : c'est par exemple le cas du
‘théoréme’ « tout réel présenté récursivement 2 la Cauchy peut étre présenté récursivement 2 la Dedckind »,
mais l'algorithme dans 1a conclusion dénend dir fait de cavair o 1o rénl mct ratirmmel mos et ol Fate st
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€t en remarquant que l'algébre ‘dénombrable’ est en général suffisante pour les besoins
mathématiques.

Van der Waerden démontre I'existence de la cloture algébrique seulement pour les corps
dénombrables. La cloture algébrique est obtenue en énumérant les polyndmes a coefficients
dans le corps et en rajoutant leurs racines au fur et a mesure (p. 194-195). Néanmoins cette
solution n'est pas entiérement constructive dans la mesure ol les choix en cascade exigent, 4
chaque fois, de factoriser le polyndme considéré dans l'extension précédemment construite. Ce
qui n'est pas toujours faisable par un algorithme. Cette construction peut cependant fonctionner
de maniére entiérement satisfaisante dans un corps dénombrable de caractéristique nulle ol les
polyndmes sont décomposables en facteurs premiers. Ce travail est réalisé dans la section 42,
p. 134-137 (the field-theoretical operations in a finite number of steps).

On sait aujourd'hui qu'il est possible de donner une construction d'une cloture algébrique dans
le cas général d'un corps dénombrable discret. 11 faut cependant beaucoup plus se fatiguer, et il
n'est en outre pas toujours possible de construire un isomorphisme entre deux clotures
algébriques obtenues 2 partir de deux énumérations distinctes du corps (cf. [MRR])4.

Pour cbtenir une cléture réelle dun corps réel dans le cas dénombrable, Van der Waerden
énumere la cldture algébrique, et rajoute au corps de départ des éléments de la clbture
algébrique, en les testant les uns apres les autres, en imposant & chaque étape que I'extension
reste réelle. Il semble imposible de rendre cette ‘construction’ vraiment effective parce qu'on
ne voit absolument pas comment le critére de réalité (savoir décider si un €lément est ou non une
somme de carrés) pourrait passer d'une extension 2 la suivante (alors que pour la factorisabilité
des polyndmes, ¢a marche au moins en caractéristique zéro).

Curieusement (pour nous), Van der Waerden, p 232., estime que cette ‘construction’, quand
elle est utilisée pour obtenir une cloture réelle de @) » st plus satisfaisante que la prise en
considération directe des nombres réels algébriques, qui, dit-il, réclame «a transcendantal
detour» (un détour transcendant par IR ). Ainsi, il situe le hiatus entre construction
satisfaisante ou insatisfaisante d'une cloture réelle 2 l'endroit «dénombtable / non dénom-
brable»7, alors qu'il faut le situer a I'endroit «corps réel / corps ordonné».

Remarquons pour terminer que Van der Waerden ne mentionne pas que l'existence et unicité de
la cloture réelle d'un corps ordonné dans le cas dénombrable implique, sans recours i I'axiome
du choix, I'existence et unicité dans le cas général® puisqu'il n'y a aucun choix 3 opérer pour
recoller entre elles les clotures réelles des sous-corps de type fini du corps considéré. Cet
“oubli” est bien entendu cohérent avec le fait signal€ ci-dessus : son extréme réticence a I'égard
du non dénombrable.

Une étude détaillée sur le probleme de la clbture réelle dans la théorie des ensembles classique
sans axiome du choix est faite par T. Sander ([Sa]). Notre travail ([LR]) est dans un cadre
différent : nos méthodes sont entidrement constructives, (et en outre sans recours i aucun

Une contrepartie formelle classique de ce phénomene est Fimpossibilité de prouver I'existence de la cloture
algébrique d'un corps dénombrable dans la théorie des ensembles classiques sans aucun axiome de choix
dénombrable (cf. [Sa]).

5 Dun point de vue constructif, I'infini est une notion purement négative. La comparaison entre IN et IR
est alors une comparaison, non de la grandeur de deux objets insaisissables, mais de la complexité logique
des constructions qu'ils impliquent. Ainsi un détour par IR pour démontrer un théordme concernant un
infini dénombrable n'est en fait bien souvent rien d'autre qu'un détour par des énoncés dutype V' 3 portant
sur des entiers naturels. Ce serait le cas ici. De toute maniere, quoique plus compliqué que IN |, I'infini IR
peut €ire traité de maniére constructive comme I'a montré Bishop (cf. [BB]).
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choix, méme dénombrable), mais nous ne discutons pas la question de ce qui pourrait étre
cohérent avec ZF a condition de nier I'axiome du choix dénombrable.

Sturm et Sylvester : comment calculer dans la cloture réelle du corps
des coefficients

Dans la théorie d'Artin-Schreier, le théoréme de Sturm joue un role marginal (cf [VAW]) et sert
seulement & démontrer l'unicité, & K-isomorphisme unique prés, de la cloture réelle d'un corps
ordonné K . Néanmoins, la preuve d'unicité donnée dans [VdW] utilise la factorisation d'un
polynéme dans K[X] et n'est donc pas entierement constructive.

En fait les théorémes de Sturm et Sturm-Sylvester permettent de calculer dans la clture réelle
de K sans jamais avoir & calculer de factorisation de polyndmes. Nous expliquons maintenant
rapidement comment. (cf. [BKR], [CR], [GLRR] pour plus de détails) .

Le théoréme de Sturm-Sylvester permet en effet de calculer le nombre de racines d'un
polyndme P rendant un polyndme Q >0 sur un intervalle donné.

A partir de 1, et vu le lemme de Thom, on arrive & calculer le signe de Q(E) si & est une
racine de P spécifiée a la Thom :

Soient P, Qy, Qp, ..., Q, des polyndmes de K[X], [o], Gy, ..., Oy] une liste de signes
stricts. Supposons que K possede une cldture réelle R . On peut déterminer le nombre de
racines de P (dans R ) qui attribuent les signes oy, 0,, ..., G, aux polynémes Q1 Qs .oty
Qy de la maniére suivante : on considere la famille des polyndmes R; formée des 3" produits
de Q; prisalapuissance 0,1 ou 2. Puis on calcule pour chaque R; le nombre de racines
de P rendant R; positif, le nombre de racines de P rendant R; négatif et le nombre de
racines de P rendant R; nul. Enfin, on en déduit Gy, Oy, ..., O, en résolvant un systéme
linéaire (en fait on peut se ramener 2 un calcul nettement plus court). Ceci donne en particulier
un test dans K pour savoir s'il existe une racine de P dans R vérifiant un codage a la Thom
particulier, puis pour calculer le signe de Q(£) si & estune racine de P dans R codée 3 la
Thom dans K. Donc on sait calculer dans I'extension ordonnée K[E] de K. Enitérant le
processus, on peut calculer dans la cloture réelle de K . Signalons que I'utilisation du lemme
de Thom simplifie 'exposé et abaisse la complexité du calcul, mais n'est pas indispensable,
puisqu'une racine de P peut aussi étre spécifiée comme unique racine sur un intervalle
construit avec les racines de P’.

Tarski, Seidenberg, Cohen : comment décider tous les problémes du
premier ordre en algébre réelle discréte

Le travail de Tarski et ses retombées. Tarski ([Tar] 1951, annoncé en 1931) se base sur les
idées de Sturm et Sylvester. Il donne un algorithme qui transforme toute formule du premier
ordre (pour la théorie CORC, ) en une formule sans quantificateur équivalente. Les termes du
langage des corps ordonnés sont tous égaux a des polyndmes en plusieurs variables. Les
formules sans quantificateur de cette théorie, ramenées sous forme normale sont donc
équivalentes a des disjonctions de «systémes de conditions de signes portant sur des polyndmes
en plusieurs variables». Le probléme de I'élimination des quantificateurs se ramene alors au
probleme de I'€limination d'un quantificateur existentiel devant un systéme de conditions de
signes portant sur des polyndmes en plusieurs variables.

La méthode de Tarski est en fait trés naturelle : le théoréme de Sturm permet d'éliminer un
quantificateur existentiel devant une égalité 3 0, une généralisation du théoréme de Sturm
permet d'éliminer un quantificateur existentiel devant un svsteme de conditione de < onac
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un nombre de variations de signes calculé a partir de la suite des restes "3 la Sturm" initialisée
avec deux polyndmes P et S arbitraires (au lieu des polyndmes P et P’ dans l'algorithme
classique de Sturm).

La portée de la méthode de Tarski, le principe de transfert qu'elle implique, son applicabilité a
des corps réels clos non archimédiens, n'ont cependant pas €été rapidement assimilés par les
algébristes (a I'exception de Seidenberg).

Du point de vue algorithmique, Hormander ([Hor], 1983) propose une méthode au fond
analogue & celle de Tarski, mais d'une simplicité conceptuelle remarquable (cf. la preuve du
principe de Tarski-Seidenberg dans [BCR] chap. 1). Le prix 2 payer est une plus grande
complexité en temps et en espace. Le théoréme de Sturm extrait en effet quelques informations
pertinentes d'un énorme tableau de Hormander : bénéfice, €légance et rapidité, contrepartie,
moins grande lisibilité de "ce qui se passe en fait".

Du point de vue de la complexité, on a mis beaucoup de temps 2 s'apercevoir que la méthode de
Tarski pouvait étre 1a base d'algorithmes au fond pas si mauvais que cela (cf. [BKR] et [CR))
qui ont en outre 'avantage de fonctionner dans le cas non archimédien.

La méthode "géométrique” de Seidenberg .
Dans [Sei] (1954), Seidenberg propose une nouvelle approche, beaucoup plus géométrique, du
probleme de la décision des questions "d'algébre élémentaire” (c.-a-d. des questions d'algébre
réelle lorsqu'elles sont formalisables dans la théorie des corps ordonnés). Il insiste en outre sur
le principe de transfert. Sa méthode est une méthode pour décider si une variété algébrique
réelle est vide ou non, et fournit comme sous produit une méthode d'élimination des
quantificateurs (ceci quel que soit le corps réel clos considéré). Nous donnons une traduction
des quelques lignes oi il explique le principe de sa méthode :
« Au départ, nous avons eu une idée pour une preuve pratiquement immédiate dans le cas
du corps des nombres réels, et qui de toute maniére rend tout 2 fait claire la méthode de
décision. ... Nous nous demandons s'il y a un point réel sur une variété V
f1(x1, X0, oo, X3) = 0, f5(xy, X, .., X)) = 0, ..., f(X1, X9, i, xy) = 0
Dans le cas du corps IR, cela est vrai si et seulement si il y asur V un point réel plus prés
de l'origine que tous les autres (au sens large). En arrangeant les choses de maniére que
l'origine ne soit le centre d'aucune sphére contenant une composante de V de dimension
2 1, la condition de minimalité détermine une sous variété W de V , de dimension plus
petite que V (si V est de dimension > 1) et contenant un point réel si et seulement si V
en contient un. On est ainsi ramené A décider si une variété de dimension 0 contient un
point réel : par des projections appropriées, on se raméne au cas d'un espace ambiant de
dimension 1, cas qui est traité par le théoréme de Sturm».
On vout que I'utilisation du théoréme de Sturm est ramenée 4 1a toute dernicre étape.
Comme le remarque Seidenberg, cette méthode (celle qu'il a découverte au départ) s'applique a
posteriori pour tout corps réel clos, mais il a été obligé de la raffiner (et de la compliquer) dans
la mesure ol il se plagait dans la situation ol il ne savait pas encore que, pour n'importe quel
corps réel clos, toute variété possédant un point réel en possede également un A distance
minimale de l'origine.
Seidenberg remarque aussi que sa méthode est a priori moins coiiteuse que celle de Tarski, et
pourrait avoir des applications en algorithmique concréte. Ce qui est assez pertinent, puisque
des idées géométriques de méme nature sont a I'oeuvre dans les travaux de complexité donnant
les meilleurs résultats actuels ([Gri], [HRS)).
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Cohen : une méthode semi-algébrique (cf. [Coh] 1969)
D'aprés Hérmander ([Hor] p. 371), son algorithme est basé sur un manuscrit de Cohen datant
de 1967. En 1969, Cohen publie une preuve’ a la fois trés élégante et trés proche de
I'algorithme de Hormander®. La preuve est si courte que nous pouvons la reproduire presque
en entier (nous introduisons une ou deux modifications de terminologie mineures par rapport 2
son article). Soit R un corps réel clos. Cohen appelle relation polynomiale une relation dans
R" définie comme combinaison booléenne de conditions de signes portant sur les polyndmes 2
coefficients entiers en les n variables considérées®. Il appelle fonction semi-algébrique
effective, une fonction f : R® —— R , définie de telle maniére qu'on ait un algorithme primitif
récursif qui calcule, a partir d'une relation polynomiale arbitraire A(y,ty,tp,...,t;) une autre
relation polynomiale B(X;,Xy,...,Xp,t1,t,...,t) telle qu'on ait I'équivalence dans R :
A(f(X X250 Xp st tgne s ty) € B(X1, X000, X st 1050 ly)
en abrégé : A(f(x),t) < B(xt)
En considérant la relation y =t on voit que, entre autres choses, le graphe de f doit étre semi-
algébrique défini sur Q, et le but est en quelque sorte de montrer que toute fonction semi-
algébrique définie sur Q est semi-algébrique effective. Cohen remarque que les fonctions semi-
algébriques effectives sont stables par composition, et qu'elles contiennent les fonctions :
+,— , x , signe.
Il considere ensuite le polyndme générique de degré < d , en une seule variable x ,
P4(cq,Cys ...aCq » X) = Py(e,x) (les c; sont les coefficients).
Le lemme suivant est presque immédiat :
Une fonction f est semi-algébrique effective si et seulement si on connait une procédure
primitive récursive qui calcule a partir de d une relation polynomiale B(c,x,s) avec
I'équivalence dans R : signe(Py(c,f(x))) =s < B(c,x,s)
Il démontre ensuite, par récurrence sur d , le Théoréme n°d suivant :
Le tableau complet des signes du polyndme générique P4 est donné par 2d+2 fonctions
semi algébriques effectives (la premiére donne le nombre de racines, les d suivantes
donnent les racines en ordre croissant!® | les d+1 suivantes donnent les signes sur les
intervalles successifs!!)
La preuve récurrente de Cohen est facile (cela fonctionne comme la construction du tableau de
Hoérmander). On pourrait en donner une autre basée sur les théorémes de Sturm et Sturm-
Sylvester. Enfin il en déduit le théoréme de Tarski sous la forme suivante
On a une procédure primitive récursive qui calcule, A partir d'une relation polynomiale
A(X,X2,...,X,) une autre relation polynomiale B(xj,...,x;) avec I'équivalence dans R :
I x; AX[,XgsX,) & B(x,,....X,)
I suffit en effet de considérer les tableaux complets de signes pour les polyndmes intervenant
dans A considérés comme des polynémes en la variable x; . Ces tableaux vont dépendre des
parametres X,,...,X, , mais via des fonctions semi-algébriques effectives, ce qui permettra de
les gluer en un seul grand tableau sur lequel, chaque fois que sa "forme générale” est fixée,
Fexistence d'un x; vérifiant A(x,,X,,...,x,) sera immédiate a tester. La "forme générale” de

7 Elle sert en fait de mise en Jjambe pour une preuve de décidabilité dans la théorie des corps p-adiques, qui lui
permet d'établir un algorithme primitif récursif 13 ot Ax et Kochen avaient, dans une séric d'articles
célebres, éabli des résultats de décidabilité avec une preuve a base d'ultrafiltres.

8 qu'il faudrait peut-8tre rebaptiscr algorithme de Cohen-Hormander.

9 1 s'agit donc d'une relation semi-algébrique définie sur @ .

10

¢n prenant n'importe quoi pour remplacer les racines en surnombre.
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11



10 Une étude historique sur les problémes d'effectivité en algébre réelle

ce grand tableau dépendra de X2,...,X, Via des fonctions. semi-algébriques effectives, ce qui
permet de conclure.

Nous terminerons en remarquant que le saucissonnage des ensembles semi-algébriques "3 la
Collins" (cf. [Col}) peut €tre vu comme une traduction de I'algorithme de Cohen dans un
langage plus ensembliste, dans le contexte ot un ensemble semi-algébrique est fixé au départ et
ou on l'analyse par projections successives sur des espaces de coordonnées de dimensions
décroissantes.

Notons pour terminer ce paragraphe «Tarski-Seidenberg-Cohen» que les trois méthodes
s'appliquent pour décider des problemes d'algebre réelle élémentaire dans un corps K donné
mais en supposant implicitement que l'on sait décider le signe de tout élément du corps des
coefficients du probleme i résoudre.

Hollkott : Preuve constructive de l'existence de la cldture réelle d'un
corps ordonné discret

Le probleéme de la preuve constructive de I'existence d'une cloture réelle pour un corps ordonné
arbitraire n'est pas résolu par la décidabilité de la théorie des corps réels clos. Une théorie
formelle peut fort bien étre prouvée constructivement compléte et décidable sans pour autant
qu'on puisse en construire un modele : le cas de la théorie formelle intuitionniste des corps
algébriquement clos discrets avec constantes dans un corps discret donné constructivement,
mais non constructivement énumérable, fournit un “contre-exemple" au théoréme de
complétude de Godel. (cf. [MRR] sur I'impossibilité construire "en général" une cloture
algébrique pour un corps discret).

Dans le cas de la théorie des corps réels clos, ce qui fait marcher la construction, c'est I'unicité.
Une fois qu'on a un algorithme pour calculer dans la cléture réelle "censée exister", il suffit
d'arriver 3 démontrer, sans utiliser I'existence de la cloture réelle, que I'algorithme fonctionne
toujours, c.-a-d. n'aboutit jamais a un blocage ni & une contradiction. Les objets que manipule
alors l'algorithme ne sont rien d'autre que les €léments d'une cldture réelle. En fait, ce plan de
preuve est difficile 2 mettre en oeuvre!2, méme avec l'algorithme de Hérmander (le plus simple
de tous).

La thése de Hollkott ([Hol], Hambourg, 1941) est restée longtemps ignorée. La date et le lieu
de sa production en sont sans doute la cause principale. En 1967, Zassenhaus ([Za]) rend
partiellement compte des résultats de Hollkott, sans signaler le fait, essentiel pour nous et pour
Hollkott lui-méme, qu'il ne s'agit pas seulement de calculer dans la cloture réelle, mais surtout
de donner une preuve constructive de son existence. La preuve, extrémement algorithmique,
est difficile & suivre. Il y a une récurrence sur le degré du polyndme dont on veut introduire la
racine, portant sur plusieurs théorémes simultanément.

L'idée de base est simple : si on a construit une extension ordonnée de K contenant toutes les
racines de P’ alors on sait "ol sont" les racines de P et on peut construire une extension
ordonnée contenant une racine de P . Néanmoins, pour faire fonctionner correctement cette
idée de base, il faut beaucoup se fatiguer. Il faut savoir que le théoréme des accroissements
finis est valable pour P et P’ (sous forme : P’ positif implique P croissant), alors que la
preuve ordinaire utilise déja I'existence de la clbture réelle. D'oi l'introduction du théoréme des
accroissements finis "jusqu'au degré d" dans la liste des théorémes 4 démontrer par récurrence.

12 Le lecteur pourra se convaincre de la difficulté de la tiche en essayant de démontrer "directement” que dans un
corps ordonné, I'algorithme de Sturm n'attribue jamais un nombre de racines strictement négatif 3 un

Py Y
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Par ailleurs, pour construire K[£] oul & est une racine réelle de P , on se rend compte qu'on a
besoin non seulement de l'extension L contenant les racines réelles de P’ mais également
d'autres extensions obtenues en rajoutant des racines de polyndmes a coefficients dans L et,
fort heureusement, de degrés strictement inférieurs a celui de P .

Dans [LR] nous avons utilisé les mémes idées que Hollkott, sans connaitre son travail. Notre
preuve est plus abstraite et beaucoup plus lisible. Une simplification notable est obtenue par une
preuve du théoreme des accroissements finis dans tout corps ordonné : une identité al gébrique
explicite le taux d'accroissement de P sur un intervalle comme barycentre a coefficients
rationnels positifs de valeurs de la dérivée en des points "rationnels" de l'intervalle. Mais
surtout, I'introduction de la notion de corps ordonné d-clos (corps ordonné ol tout polyndme
de degré inférieur ou égal & d vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires) permet de bien
maitriser conceptuellement les récurrences 2 tiroir de la thése de Hollkott. Récurrences 2 tiroir
en fait inévitables et qui expliquent pourquoi la preuve constructive a "tellement"” tardé. Dans la
version frangaise détaillée de [LR], nous explicitons sur quel bon ordre se passe cette
récurrence lorsqu'on la "dévisse" complétement.

G. Kreisel : Sommes de carrés effectives

En 1955, a la demande d'Artin, Kreisel fournit un al gorithme (uniformément) primitif récursif
qui résout le 17¢me¢ probléme de Hilbert. Nous rendons compte ici de l'article "Sums of
squares” ([Krel] 1957), simples notes données 2 un colloque!3. On pourra aussi consulter
[Kre2] pour quelques commentaires sur [Krel].
Le 178me probléme de Hilbert peut €tre vu comme un cas particulier du théoréme des zéros réel
de Stengle ([Ste]). I dit que si une question concernant des signes de polyndmes est toujours
vraie (lorsque les variables parcourent la cléture réelle du corps des coefficients) alors cela doit
se manifester par une identité algébrique (de la méme maniére le théoreme des zéros de Hilbert
dit : si une famille de polyndmes ne s'annule jamais simultanément dans la cléture al gébrique du
corps des coefficients, cela se manifeste par une identité algébrique qui explicite 1 comme
€lément de l'idéal engendré par les polynomes).
L'idée de base, qu'on ne retrouvera que 32 ans plus tard dans [Whi] et [Lom], est de partir
d'une preuve formelle du résultat (ici : un polyndme donné est toujours >0) et de transformer
cette preuve formelle en un algorithme de calcul de I'identité algébrique.
Kreisel considere le polynéme générique de degré d a n variables g.4(cx) (creprésente les
coefficients et x les variables), et il commence par remarquer que, d'aprés Tarski-
Seidenberg!4, la formule exprimant :

"8n.d(€,X) est positif ou nul pour tout x" 15
est ¢quivalente 4 une formule sans quantificateur qui peut étre mise sous forme normale
disjonctive :

13 Notes que je n'ai commencé 2 pouvoir décrypter qu'aprés avoir résolu la question du théoréme des zéros
effectif par une méthode somme toute apparentée. 1l me semble aujourd'hui que la preuve de Kreiscl doit
pouvoir étre adaptée au théoréme des z4ros.

A. Robinson ([Rob]) a déja utilisé le principe de Tarski-Seidenberg pour donner une solution récursive
(mais sans borne de complexité) pour le 17M€ probléme de Hilbert, sans avoir recours au théoréme d’homo-
morphisme d'Artin-Lang. Dans [Kre2], Kreisel donne un argument en faveur du fait que les preuves "a la
Robinson" via la théorie des modgles (non constructive) donnent néanmoins licu & des algorithmes dont la
complexité peut &tre bornée en termes de I'ordinal gg dec Gentzen. Il resterait a préciser dans quelle mesure
l'argument de Kreisel est constructif ou non. Dans [Sco2] (p. 70-71), Scowcroft développe une discussion
analogue, et semble-t-il plus convaincante, au sujet du théoréme des zéros de Stengle.

14
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" tel systéme de conditions de signesl6 est vrai"
ou "tel systtme de conditions de signes est vrai"
ou etc...
Les coefficients d'un polynéme f particulier!? partout positif ou nul vérifient donc un de ces
syst¢mes de conditions de signes, systéme que nous notons H(c) ou plus simplement H .
L'implication
( H(c) = v x gna(€,x)20)
est donc démontrable dans la théorie classique des corps ordonnés réels clos . Si, a partir de la
preuve formelle de cette implication, nous pouvons construire une preuve formelle de I'impli-
cation :
( H(c) » n.d(C.X) est égale a telle somme de carrés de fractions rationnelles )
nous aurons gagné.
Pour cela, nous devons tout d'abord nous débarrasser de la relation d'ordre, et passer dans la
théorie des corps réels clos "tout court”. Dans H nous pouvons supposer que les conditions
de signes sont toutes de la forme Qi(c) 2 0, 0u Ry(c) =0, ou Si(c) # 0 . Nous remplagons
toute condition de signe Q,(c) > 0 par Qy(c) = yizl ou y; estune nouvelle variable. Nous
notons H* = H’(c,y) le systéme ainsi obtenu. Par ailleurs le second membre de I'implication
est maintenant: C’: Vx 32 gnd(c,x) = z* .
Si nous examinons maintenant la preuvede ( H’ = C’) dans la théorie des corps réels
clos (sans relation d'ordre), nous pouvons regrouper les axiomes non logiques utilisés, en
nombre fini, en trois sous groupes :
- les axiomes purement universels de Ia théorie des anneaux commutatifs : Ay
(1l sont en nombre fini)
—  unaxiomederéalité: A,:
Vu Vu,.Vu, 1+ u, 2+ uyt 4 u2#0 (un seul suffit)
= des axiomes existentiels : Aj
a) Yuz0 3z uz=1,
b) Vu3dz (u=2z° ouu=_z2 ), etdes axiomes
) Vau V.. Vu,,, 3z 24 u.z +up 2l 4 Uy =0
(pour un nombre fini de valeurs de r, mais le r maximum utilisé suffirait)
On a donc une preuve dans le calcul des prédicats classique pour le théoréme -
(H et Aj et A, et A3) => C
Par ailleurs on a aussi une preuve pour :
(Ayet T A et Ag) = Vx 3 up Juy . Fug g g(x) = u,%+ 2.+ u 2
(s1 g, 4(x) est un carré, c'est clair, sinon, —&n,d(X) €st un carré non nul et on utilise ] A, et
I'existence d'un inverse d'un non nul).
Donc cela fournit une preuve dans le calcul des prédicats classique pour :
(H” et Ajet A;) = Vx 3 up Juy . Jug g g(x) = u 2+ uy?. + u,’
Il faut maintenant arriver 2 faire fagon des quantificateurs existentiels dans I'hypothése. Pour
cela on rajoute des symboles fonctionnels, le symbole 1 (1(u) est abrégéen ul) pour l'inverse
d'un non nul (par convention l'inverse de 0 est pris égal a2 0), un symbole p ol p(u) note
une racine carrée de u oude —u, et un symbole p, ol Pr(uy,uy,...,us, 1) note une racine
d'un polyndme de degré impair (il y a besoin d'un symbole par degré considéré). Chaque
axiome utilisé dans A3 peut alors étre remplacé par un axiome purement universel (par

exemple le a) devient: Y u#0 uu! =1 ). On appelle Aj;’ le nouveau systeme

16 portant sur des polyndmes en les coefficients de f.

17 LCS Cmfﬁcienfg eONt MAaIiNtarnamt dace 2312 . ETHE
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d’axiomes obtenu. D'oli une preuve dans le calcul des prédicats classique pour :
(H'(cy) et Ajet Ay’) = Vx Ju; Juy.. Jug ggx) = u2+ w2+ ug

avec le langage étendu par les symboles fonctionnels cités.

En appliquant le premier e-théoréme de Hilbert on peut alors décrypter la preuve en une

construction de termes t1(e.y.x) , o(ey.x) ..., t(c,y.x) (i=1,2,..N) du nouveau

langage, avec une preuve de

(H'ey) et Apet Ay’) = Vg0 =47+ 404+ 1,2
On remarque que puisque I'axiome de réalité n'est plus dans les hypotheses, le symbole p

peut €tre interprété aussi bien comme donnant une racine carrée de u qu'un racine carrée
de —u.

2

Il s'agit maintenant de voir comment transformer ces expressions obtenues en une seule somme
de carrés de fractions rationnelles.

Pour ce qui concerne le connecteur ou on remarque que siona f=X aiz ou f=% bjz ,
alors (f~ X a).(f- L b?) =0 quiserééerit £(Z a2+ b?) = 2+ L a2 Ce qui
domne : f=(f+Za’).(Za™Zb)! ou -1=Ca)Eb)!.

Parailleurs —1=(Z 4" ou —1=(Zb?) implique -1 =12 a2 b a? b* .

Au fur et 2 mesure qu'on va décrypter I'écriture de gnd(X) comme somme de carrés utilisant
les symboles 1, p et p, en une somme de carrés utilisant des symboles 1, p et p, de
moins en moins imbriqués, on obtient parallélement 'alternative selon laquelle — 1 s'écrit
comme une somme de carrés, qu'on désimbrique parallelementa f. A la fin du processus, on

obtiendra que g, 4(x) ou —1 estégal 2 une somme de carrés de fractions rationnelles, ce qui
permettra de conclure.

Voyons comment on élimine un symbole de racine carrée p non enfoui dans d'autres p ou
Py . On a donc une expression "somme de carrés de fractions rationnelles en p(s)". On se
ramene au cas “somme de carrés de polyndmes en p(s)" en utilisant "la quantité conjuguée”.
Par ailleurs, on se souvient que p(s) peut étre interprété comme Vs ou +-s, et cela donne
en fait deux égalités : 'une f=2X (a+Z bys)? etlautre f=X (c+Z d-s ).
On utilise maintenant un raisonnement cas par cas, ce qui est 1égitime puisqu'on sait traiter les
ou. Si Xab;#0 ona 2Vs =(Z ab).(f - Z a2 —s T b?) ce qui permet de faire
disparaitre Vs de la premiére expression. Si X ajb; = 0, on essaie avec la deuxieme. Si
Zabj=%cd;=0, onobtient f=Xa2+sZb?=3 cj2— s 2 djz , d'ou :

~LEbHE dH = - £.(T a+Z ¢+ (E aHE P
et on peut conclure, en séparant encore quelques cas, que f ou — 1 s'écrit comme une somme
de carrés d'expressions "moins imbriquées" que celles du départ.

11 faut traiter de maniére analogue le cas des symboles p; - Cette fois-ci, un raisonnement par
récurrence sur r est nécessaire.

II faut enfin vérifier que les variables y;, qui avaient été introduites pour remplacer les 20 par
des = yi2 peuvent n'apparaitre que sous forme de carrés dans I'expression finale, ol on les
remplace alors par Q;(c), ce qui donnera une expression comme sommes de carrés de fractions
rationnelles pondérés par des éléments positifs du corps des coefficients une fois qu'on aura
spécialisé les c; .

Méme ainsi explicitée, la preuve de Kreisel nous semble encore un peu obscure. Notamment, il
n'est pas tout A fait clair de savoir comment on se débrouille avec le symbole 1 (qui représente
I'inverse d'un élément, avec 1(0) = 0 par convention) : la réduction d'une écriture comportant

~ ~ L
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en effet probleme du fait que u.1(v) n'est €gald uw.l(vw) que lorsque w est non nul ou u.v
nul.

Whiteley : Une approche constructive du théoréme des zéros réel

via le calcul des séquents

Walter Whiteley démontre avec une facilité déconcertante une version faible du théoréme des
zéros réel :
Soient fi(x) , ..., f(x), g(x) des polynémes a coefficients entiers. Si on a une preuve
de l'implication [ fi(x) =0 et.... et fx)=0] = g(x) =0 dans la théorie formelle
des anneaux intégres réels alors on peut construire un nullstellensatz, c.-a-d. une identité
algébrique du type :
L a(x)fi(x) = mgx)P + X bj(x)2 (m et p sont des entiers > 1)
Plus précisément, Whiteley utilise un calcul des séquents a la Gentzen!8, et il donne un
algorithme qui transforme une dérivation du séquent :
fix)=0,..,fx)=0 ~ g(x) =0
en une construction de l'identité algébrique de type voulu.
La partie la plus difficile consiste  réduire la dérivation a une "forme normale" ou les coupures
sont limitées a des formules atomiques. II s'agit 1a d'une extension du Hauptsatz de Gentzen,
pour le cas d'une théorie avec égalité et axiomes "atomiques".
Les identités algébriques sont ensuite faciles 3 construire "le long d'une dérivation normale”
(comme dit Whiteley, les Nullstellensatz sont des feuilles qui poussent naturellement sur I'arbre
d'une dérivation normale). L'algorithme de Whiteley (en entier) est primitif récursif.
Il sembie que le calcul naturel serait particulierement bien adapté i ce genre de démonstration
(cf. [Pra] corollaire 3.2.2.5 p. 256).
La principale faiblesse du théoréme de Whiteley est qu'il ne fait que la moitié du travail. Il
manque en effet un algorithme pour passer de maniére automatique d'une preuve de :
[fix)=0cet..et f(x)=0] = gx) =0
dans CRC_ 2 une preuve de cette méme implication dans la théorie des anneaux réels intégres.
(voir cependant la note de bas de page n°14),
Or c'est précisément le traitement des quantificateurs existentiels qui est le point le plus délicat
dans une preuve de nullstellensatz (aussi bien dans [Krel] que dans [Lom]).
Il nous semble assez plausible qu'on puisse développer dans le cadre du calcul naturel une
théorie de I'existence potentielle analogue a celle donnée dans [Lom], ce qui donnerait une
preuve du théoréme des z€ros réels entidrement basée sur la logique.

La solution constructive complite du théoréme des zéros réels et de
ses variantes

Dans la solution que nous avons donnée du probleme ([Lom]), nous avons une heuristique
analogue 2 celle de Kreisel. Cependant, nous ne nous basons pas sur une preuve dans une
théorie formelle, mais sur I'algorithme de Hormander, de conception particulirement simple.

Le théoréme général sur lequel sont basés le théoreme des zéros réel et ses variantes est le
suivant : on considére un systéme d'égalités et inégalités portant sur des polyndmes de
K{X] = K[XI,XZ,‘..,X,,] , o K est un corps ordonné de cloture réelle R ; Ce systéme
définit une partie semi-algébrique S de R™; le théoreme affirme que S est vide si et

18 tous les axiomes de la théoric des anneaux intéores réels sont mic <one forme: Adrmuvatinm A a Fono 1~
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seulement si il y a une identité algébrique d'un certain type construite a partir des polyndomes
donnés, et qui rend évident le fait que S est vide.
L'idée générale de notre preuve constructive est la suivante. On peut tester si S est vide par
l'algorithme de Hérmander , appliqué de maniére itérative pour diminuer par étapes le nombre
de vanables sur lesquelles portent les conditions de signes. Si on regarde les arguments sur
lesquels est basée la preuve d'impossibilité (en cas d'impossibilité), on voit qu'il y a
essentiellement des identités algébriques (traduisant la division euclidienne), le théoréme des
accroissements finis, et l'existence d'une racine pour un polyndéme sur un intervalle o il
change de signe. Les ...-stellensatz réels effectifs devaient donc pouvoir étre obtenus si on
arrivait a "algébriser” les arguments de base de la preuve et les méthodes de déduction
impliquées.
Un pas important a déja €té réalisé avec la version algébrique du théoréme des accroissements
finis pour les polyndmes (cf [LR]).
Nous introduisons la notion d'implication forte : une implication forte est une forme forte
(donnée par des identités algébriques explicites) pour I'implication universelle correspondante :
VxeR" ( Hx) = H(x)).
On vérifie alors que les axiomes purement universels s'expriment sous forme d'implications
fortes (c.-a-d. encore sous forme "stellensatzisée").
Un autre pas consiste a traduire sous forme de constructions d'implications fortes certains
raisonnements élémentaires (du genre : « si A=> B et B C alors A= C », oules
preuves par cas).
Il faut en outre trouver une version "identité algébrique” des axiomes d'existence dans la théorie
des corps réels clos. C'est ce qui est fait a travers la notion d'existence potentielle :
L'algorithme de Hormander introduit des racines de polyndmes par application du théoréme des
valeurs intermédiaires, aussi nous avons besoin d'une forme "stellensatzisée" pour les énoncés
du genre :

Vx€R" ( Hi(x) @ I3teR™ Hyx,t)).
Une raduction "mot a mot" de cette alternance de quantificateurs en termes d'implications fortes
semblerait devoir étre : pour toute spécification a la Thom des x; non fortement incompatible
avec H;(x), le systtme H,(x,t) est lui-méme non fortement incompatible. Mais, dans
l'algorithme, les valeurs prises par les x; peuvent dépendre de valeurs prises par des
parametres y; , et ceci nécessite une reformulation (ol les x; , au lieu d'étre spécifiés a la
Thom, sont soumis a des conditions arbitraires). En outre, il nous faut donner une forme
constructive a I'implication « H non fortement incompatible » implique « H’ non fortement
incompatible ». Ceci nous a conduit a considérer la contrapposée sous la forme suivante : on
sait construire une identité algébrique signifiant l'incompatibilité de H 2 partir d'une identité
algébrique signifiant I'incompatibilité de H’ .

Signalons également qu'une simplification importante dans la construction du nullstellensatz
réel est obtenue a travers une version "identité algébrique" du lemme de Thom, donnée par ce
que nous appelons les formules de Taylor mixtes, qui sont démontrées au moyen du théoréme
algébrique des accroissements finis.

Notons enfin deux sous-produits importants de la construction effective des
nullstellensatz réels. (cf. [Lom] version francaise détaillée).
Le premier est une nouvelle preuve constructive de l'existence la cldture réelle d'un corps
ordonné discret. La preuve du théoréme des zéros n'utilise pas en tant que telles des extensions
ordonnées de K . Elle permet alors d'affirmer que l'algorithme de Hérmander, qui, par sa
construction, ne bloque jamais, aboutit nécessairement a des résultats cohérents lorsqu'il est
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Le deuxiéme est une preuve constructive du résultat suivant : si K est un corps réel, la théorie
CRCDy(K) est cohérente. Ceci explicite exactement la signification constructive du théoréme
classique (non prouvable constructivement) selon lequel tout corps réel posséde une cloture
réelle. Cela autorise 2 travailler constructivement dans un corps réel comme s'il était sous-corps
d'un corps réel clos, tant qu'on ne se préoccupe que d'énoncés du premier ordre.

Problémes en suspens

Prenez un livre de géométrie algébrique réelle tel que [ BCRY], et essayez de donner une preuve
constructive de tout théoréme qui y est démontré (ou, si ¢a coince, essayez de trouver les
substituts constructifs intéressants), ceci en supposant les corps tous discrets.

Note pessimiste : pour le moment, seuls les résultats de base ont subi ce traitement.

Note optimiste : beaucoup d'énoncés dépendent de la décidabilité de la théorie du premier
ordre et leur preuve est dores et déja constructive (cf. [Cos2]).

2) Algebre réelle générale

Présentation des problémes

Nous appelons algebre réelle générale l'algebre des nombres réels pour les 4 opérations
élémentaires. Nous considérons les nombres réels présentés a la Cauchy (les seuls avec
lesquels on puisse développer une théorie constructive des opérations algébriques élémen-
taires). Alors on n'a pas de test pour le signe d'un x (imaginez x donné par un oracle qui
répond a la question : donnez moi s'il vous plait une approximation rationnelle 3 1/2" du
nombre réel x ). Par contre nous avons constructivement :

Vx<y Vz (x<zou z<y) (D
Pour ces réels constructifs, les relations d'inégalités strictes > » <, # sont des relations de
caractere positif, ¢.-a-d. dont on peut €tre assuré par un simple test, tandis que les relations <,
2, = ont un caractere négatif. Elles sont définies comme signifiant I'absurdité de la relation
"positive” correspondante. Du point de vue constructif minimal (celui de Bishop) on ne peut
pas déduire x#y apartirde 7 (x = y) P c.-ad a partir de sa double négation).
Nous disons x est écarté de Y pour signifier que nous considérons x # y dans sa signifi-
cation positive.
Des axiomes pour la théorie constructive des corps ordonnés, CO; , ont été proposés par
Heyting. Nous pouvons décrire cette théorie formelle comme suit, sans souci de minimalité
aucun :

— on utilise le langage des anneaux commutatifs, avec les prédicats >, >, =, % . La
logique est la logique intuitionniste pour le premier ordre. Les axiomes peuvent étre
regroupés de la maniére suivante.

~ axiomes usuels pour I'égalité

— axiomes des anneaux commutatifs

~ axiomes pour #: Txzy) & Xx=y
x#20 & TJyxy=1 <& x<0 ou x>0
— axiomes pour > : Tx>y) & x<y

X>Yy = x+z>y+z

19 {'¢cole constructiviste russe de Markov accente cette déduction (hinn mr'alla et oeen 1o oe 1
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x>0ety>0 = xy >0 et x+y>0
x+y >0 = x>0 ou y>0

Comme nous nous intéressons aux propriétés purement algébriques (c.-a-d. grosso modo celles
qui concernent les polyndmes), nous n'avons pas vraiment besoin que toutes les suites de
Cauchy convergent. Autrement dit, tout sous-corps de IR qui sera réel clos (notion qui reste a
définir dans ce nouveau cadre) fera pour nous aussi bien 'affaire que IR . Pour préciser la
notion de corps réel clos dans le cadre non discret, nous avons besoin de bien connaitre les
propriétés purement algébriques fondamentales de IR .

Par ailleurs, comme nous nous intéressons particuliérement au cas "non discret", nous n'avons
de fait pas droit aux infiniment petits : en prenant x =0, y infiniment petit positif et z un
réel ordinaire dans (1) onobtient 0<z ou z<0 quin'est pas constructivement valide20.
Autrement dit, notre sémantique implicite sera toujours celle d'un sous-corps de R .

Certains théorémes classiques indémontrables constructivement pour des fonctions continues
arbitraires sont néanmoins prouvables lorsque I'on se restreint aux fonctions polyndmes, ou
semi-algébriques continues (ils sont en régle générale prouvables pour les fonctions semi
algébriques définies sur Q parce qu'on est ramené au cas discret).
Nous en citerons deux, tout 2 fait significatifs.
Tout d'abord nous établissons un lemme :
Siun polyndme P estde degré < d etsi xg, Xy, ..., X4 sont d+1 points distincts, il
est équivalent d'affirmer : «un des coefficients de P au moins est écarté de 0 » ou «un
des P(x;) au moins est écarté de 0 ». On dira alors que P est écarté de 0.
Preuve via la formule d'interpolation de Lagrange.
Le premier théoréme que nous voulons citer est le théoréme des valeurs intermédiaires sous la
forme suivante :
Si a<b, si P estunpolyndéme écarté de 0, etsi P(a) <0,P(b) >0 alors il existe un
¢ sur [ab] telque P(c)= 0.
preuve : Comme P est écarté de O on peut considérer un x sur [a,b] avec P(x) # 0. Si
P(x) > 0 on démarre une dichotomie avec a et x, si P(x) <0 avec x et b. A chaque
étape, on considere un point x du tiers central de l'intervalle avec P(x) # 0), ce qui permet de
continuer la dichotomie. O

On peut par exemple définir la racine carrée de x2 (c.-a-d. la valeur absolue de x ) sans avoir
besoin de savoir si x est <0 ou 20, en appliquant ce théoréme.

Le deuxieme théoreme est le théoréme des accroissements finis (presque) classique :

Si P” estécarté de 0 alors pour a <b arbitraires, on peut trouver ¢ sur Ja,b[ tel que:

P(b) — P(a) = (b—-2a).P’(c)

preuve> Comme P” est écarté de 0 on peut construire u, v avec P’(u) # P’(v). Soit d
majorant le degré de P . On utilise une formule du théoréme algébrique des accroissements
finis'a d+1 points (celle par exemple pour les polyndmes de degré < d+1). Le taux
d'accroissements de P est donc barycentre a coefficients positifs de d+1 valeurs de P’ sur
l'intervalle. Deux de ces valeurs sont écartées (calculer P’(u) et P’(v) par interpolation de
Lagrange). Donc l'une est distincte du taux d'accroissement, par exemple strictement
inférieure. Une autre est alors forcément strictement supérieure. Et on conclut par le théoreme
des valeurs intermédiaires. O '
On voit que le deuxiéme théoréme est démontrable 2 partir du premier dans la théorie CO .

o) . C a1 ' . . P ' .
20 11 est sans doute possible de considérer I'analyse classique comme intermédiaire entrc 'analyse constructive
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Remarque : la preuve ne donne pas ¢ comme fonction continue de a et b .

De maniere générale, les preuves constructives n'assurent la continuité?! que sous les deux
conditions suivantes : 1) I'espace de définition de la fonction est un espace métrique complet
séparable, et 2) f(x) estl'unique y vérifiant la propriété A(x,y).

La condition 2) n'est par exemple pas assurée pour "y est un entier plus grand que x".
Quoique I'existence de y ne fasse pas probleme, y résulte de x par un calcul "non
extensionnel” : deux représentations 2 la Cauchy distinctes du méme réel x conduisent a deux
valeurs de y distinctes.

Le théoréme suivant est constructif.
Si P est un polyndme partout >0 sur [a,b] alors il existe x>0 tel que P(x) >y sur
[a,b].
preuve> Soient Xy, X,, ..., X4 les parties réelles des zéros de P’ rangées en ordre
croissant. Posons yy=a , yq,;=b, et pouri= 1, ...,d: y; = f(x;) ou
f(x)=asix<a, xsi a<x<b, b si b<x.
Ona: inf {P(x);a<x<b]} = inf (P(y;);i=0,1, ..., d+1}
En effet : ce résultat est facile pour P 2 coefficients rationnels et se prolonge par continuité
pour le cas de coefficients réels arbitraires. O

NB : On peut espérer a priori étendre le résultat au cas d'un polyndme a plusieurs variables et
d'un compact semi-algébrique défini sur @, il est par contre tout 2 fait exclu qu'on prouve
constructivement que P atteint son minimum sur [a,b]. '

En tout état de cause, 1'algébre constructive des nombres réels semble trop mal connue pour
qu'on puisse proposer valablement une axiomatique pour la théorie CORC,; .

L'€lucidation constructive du théoréme des zéros dans le cas des coefficients dans R nous
semble une condition préalable. Le but est en quelque sorte le suivant : trouver la théorie
formelle la plus simple possible qui rende compte de tous les résultats constructifs de l'algebre
réelle, des qu'ils sont formulables dans le langage de CO, .

Un autre probiéme clé peut étre celui de la construction de la cloture réelle d'un corps ordonné a
la Heyting, mais I'enjeu mathématique n'est pas celui annoncé dans la mesure ol implicitement
nous travaillons avec un sous-corps de R .

Nous rendons compte maintenant de travaux qui cernent en partie la question du théoréme des
zéros réels dans R .

Delzell : une solution continue et constructive du 17¢me probléme
de Hilbert

Comme nous le signalions dans l'introduction le résultat de Delzell est apparemment le premier
résultat constructif non élémentaire en algebre réelle générale, (excepté le théoréme fondamental
de l'algebre, qui peut étre interprété comme un résultat d'algebre réelle).

Les ingrédients de la preuve de Delzell semblent tous constructifs, ce sont essentiellement :

- le théoreme des zéros réel (discret) qui a aujourd'hui une solution constructive satis-
faisante.

- le théoreme de finitude (discret) : tout fermé K-semi-algébrique (c.-a-d. semi-algébrique
défini par des équations et inéquations 2 coefficients dans K supposé discret) est réunion d'un
nombre fini de fermés K-semi-algébriques élémentaires (un fermé semi-algébrique est
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€lémentaire s'il est défini par des inéquations du type P(x) 20 ). On trouve dans [Cos1] une
preuve constructive du résultat.
- le théoréme de triangulation semi-algébrique d'un semi-algébrique (discret).

Présentons maintenant le résultat essentiel de Delzell.
On considere le polyndme générique homogeéne de degré d (pair) en n variables, qu'on note
fna(e,x). Soit m le nombre de coefficients c; . On note P.q lefermé Q -semi-algébrique
tel que dans tout corps réel clos discret R on ait I'équivalence :
VceR™ (c€P4R) 2 & VxeR" frg(c,x)20) (H

Delzell construit un entier s et des fonctions Q -semi-algébriques23 continues r(c,x) et
sj(e,x) de Pp 4(R)X R" vers R, qui en tant que fonctions de x sont des polyndmes
homogenes de degrés respectivement ds +d/2 et ds , telles qu'on ait :

Y ri(c,x)? @)
fr.a(e.x)® + X 5;(c,x)?
En multipliant au second membre le haut et le bas par le dénominateur et en développant le
produit au numérateur on obtient une écriture de fo4(c,x) comme somme de carrés de
fractions rationnelles homogenes en x :

VceEP,4R) VXER" f, cx) = g (cx)? 3)

Les coefficients de chaque t,(¢,x) (vue comme fraction rationnelle en x ) sont des fonctions
Q -semi-algébriques continues de ¢ . Comme le dénominateur de ty(X) ne s'annule qu'en des
zéros de f, 4(x) on peut montrer que chaque t,(c,x) est une fonction semi-algébrique
continue sur P, ((R)X R" .

VeeP 4(R) VxeR" faa(ex) =

Nous donnons une idée trés rapide de la construction de Delzell. On décompose P, 4 enun
nombre fini de fermés semi-algébriques élémentaires Wy . Sur Wy on a une écriture telle que
(2) avecles r; etles s; qui sont des polynomes d'aprés le théoréme de Stengle (dont il faut
donner une version "homogene": Delzell déduit la version homogene de la version non
homogene par une construction assez simple). 11 faut ensuite arriver a recoller ensemble les
écritures distinctes obtenues pour chaque W, . Cest assez fatigant, mais néanmoins faisable,
au moyen d'une partition de l'unité. La preuve comporte quelques détours assez subtils et
apparemment inévitables.

Nous discutons ensuite la question : en quoi cette construction entidrement basée sur le cas des
corps réels clos discrets donne la solution constructive dans le cas réel "général" ?
Tout d'abord, puisque nous travaillons en polyndmes homogenes, nous pouvons considérer
que nous sommes sur des spheéres (de R™ et IR™), donc sur un compact. Dans le cas discret
une fonction semi-algébrique continue sur un compact semi-algébrique est, constructivement,
uniformément continue, donc les écritures (2) et (3) s'étendent a P,4(IR)X IR™ par
continuité.
Il nous reste a voir comment I'équivalence (1) est constructivement prouvable lorsqu'on
remplace le corps réel clos discret R par IR, c.-a-d. 2 donner une preuve constructive de
I'implication :

Vee R™ [(Vx€ER" f4ex)20) = cEP,4(R)]
Notons Q, 4(IR) la partiede IR™ définie par le premier membre de I'implication.

22 Pplus précisément P, 4 est une fermé semi-algébrique générique: c'est unc combinaison booléenne
d'équations et inéquations portant sur dcs polynomes a cocfficicnts entiers en les variables ¢ ct pour tout
corps réel clos K, P, 4d(K) est la partie de K™ correspondante.

y -y
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Il est clair que Q, 4(IR) est un cone convexe fermé et que le point ¢ correspondant i la forme
0 xf)d/2 estintérieurd Q, 4(IR). Donc Qu4(R) est I'adhérence de son intérieur.

Enfin Q. 4(R) et P, 4(IR) ont les mémes points rationnels puisque l'équivalence (1) est
valable pour les réels algébriques. Etant donné un point de Q,.4(IR) on peut donc I'expliciter
comme limite d'une suite de points rationnels de P, 4(IR ), et on conclut en remarquant que
P, 4(IR) est fermé puisque réunion finie de fermés élémentaires.

Terminons par une interrogation quant 2 la validité constructive de la forme forte (1) de I'équi-
valence (1), (nous explicitons (1°) ci-dessous).

La fonction "distance a P.4", ¢ d(¢c,P, 4(R)) (avec R corps des nombres réels algé-
briques) est une fonction semi-algébrique contractante qui se prolonge par continuité 3 R™ et
cela montre que P, 4(IR ), adhérence de P, 4(R), est un fermé situé (la fonction distance est
calculable).

Probleme : Peut-on démontrer constructivement I'équivalence :
Vee R™ (deP4(R)>0 <> 3Ixe R fha(cx)<0) (1) ?

Signalons enfin que Scowcroft ([Sco3]) étend le résultat de Delzell, par les mémes méthodes,
a des formes de Nullstellensatz réel plus générales (bien qu'analogues a celle utilisée par
Delzell) : celles ou l'implication ¥V x€ R" ( H(c,x) = H’(c,x) ) a traduire en identité
algebrique, est, par définition, vraie pour ¢ dans une partie fermée.

Scowcroft : les problémes du type ¥V 3 en algebre réelle
intuitionniste et/ou constructive

Le travail de Scowcroft ([Scol], [Sco2]) démarre comme un travail concernant la validité de
certaines formules du type V' 3 de CO; dans le modele de Scott de I'analyse intuition-
niste?4. Nous en rendons compte assez bridvement, 2 la mesure de ce que nous avons pu
comprendre vu le caractére assez sophistiqué des méthodes employées.

I1 démontre tout d'abord, par des arguments non constructifs, que pour certaines classes de
formules sans quantificateurs M(x) et N(x,y) , la formule :

Vx [ Mx) = 3JyN(xy) ] (N
est "valide" dans le modeéle de Scott si et seulement si une certaine formule
Vx [ Mx) = 3yGxy) ] (2)

est "vraie". Ou G est algorithmiquement construite i partirde M et N. A priori, G est
plus fortque N (aussi bien classiquement que constructivement) et signifie grosso modo :

«N avec des conditions de continuité concernant la dépendance de y par rapport a X » .
Nous avons mis des guillemets a "valide" et a "vrai" pour insister sur le fait que la preuve
fonctionne dans le cadre des mathématiques classiques, avec une sémantique du type réalisme
platonicien.

Toute formule prouvable constructivement est valide dans le modele de Scott. Ceci donne donc
une méthode pour prouver (non constructivement) que certaines formules "vraies classique-
ment" ne sont pas prouvables constructivement (par exemple “x >0 ou x <0”, mais il ya

des exemples plus sophistiqués).

Il démontre ensuite deux résultats qui concernent beaucoup plus directement le point de vue
constructif minimal. Ces résultats sont démontrés pour une classe plus restreinte de formules
M et N: ce sont les formules qualifiées de simples, c.-a-d. les conjonctions :

A (AP (X)>0 = V gu(x)>0)
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ou les p;; et g sont des polyndémes a coefficients dans R (nombres réels algébriques).
Notons que les formules considérées dans la suite sont, lorsque les variables sont prises dans
R , toutes testables d'aprés la complétude et décidabilité de la théorie CORCD; . Etqu'iln'y a
donc aucune "querelle sémantique” concernant ce que signifie leur "vérité".
Le premier résultat, le plus intéressant pour nous, est l'implication suivante (cf. [Sco2],
Théoréme 1 p. 50) :

(2) estvraie dans R implique (1) est constructivement vraie dans (R
qui est démontrée (croyons nous) dans le style "minimal” de Bishop. Cette preuve doit donc
fournir un théoréme ou schéma de théoreme démontrable dans une théorie formelle CORC;
(rappelons que cette théorie reste a définir, mais justement c'est ici un critere important qui est
mis en évidence).
Le deuxieme résultat est par contre obtenu en utilisant des principes intuitionnistes a la
Brouwer25, une équivalence qui concerne la méme classe de formules M et N :

(1) est intuitionnistiquement vraie dans IR implique (2) est vraie dans R
Ici la "vénité" pour (1) est celle du point de vue intuitionniste de Brouwer.
Ce deuxieme résultat laisse augurer une régle de déduction qui serait prouvable dans une théorie
CORC,; etquidirait: a partir d'une preuve de (1) dans CORC; on peut construire une
preuve de (2) dans CORCD; . En effet, méme si les principes intuitionnistes a la Brouwer
ne sont pas admissibles d'un point de vue constructif minimal, ils donnent en général lieu a des
regles de déduction correctes dans les théories formelles constructives (cf. par exemple dans
[Bee] I'étude des principes de continuité dans les théories formelles constructives).

Henri LOMBARDI

Mathématiques. UFR des Sciences et Techniques
Université de Franche-Comté. 25 030 Besangon cédex
France
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Le but de cet article composé de deux parties est de présenter et de comparer les différents
algorithmes pour compter le nombre de racines réclles d'un polyndme et leurs géncralisations. La clé
pour comprendre les relations entre les diverses méthodes est 1'étude de la suite de Sturm-Habicht,
qui repose sur la théorie des polyndmes sous-résultants.

Dans 1.1. nous donnons le théoréme de Sturm et sa généralisation.

Dans 1.2. nous donnons une légere généralisation de la notion de polyndme sous-résultant de
deux polynémes; ceci permet de simplifier les démonstrations concernant les polynémes sous-
résultants, de préciser les algorithmes pour les calculer, et de traiter de manigre agréable Ics
problmes de spécialisation, méme lorsqu'il y a chute du degré (d'un ou méme parfois des deux

polynémes).

Dans le I1.1. nous définissons et étudions la suite de Sturm-Habicht.

Dans le I1.2. nous décrivons ct comparons différentes méthodes pour compter e nombre dc raci-

nes réelles d'un polynoéme.

Mots clé

Sous-résultants, algorithme des sous-résultants, suite de Sturm, suite de Sturm-Habicht,
spécialisation, nombre de racines réclles



2 Spécialisation de la suite de Sturm et sous-résultants )

Introduction

Nous présentons dans le I.1. une notion générale de suite de Sturm de deux polynomes
P et Q et donnons ses propriétés. Si Q =1, on retrouve le théoréme de Sturm qui permet de
déterminer le nombre de racines réelles d'un polyndme P . Dans le cas général on détermine la
différence entre le nombre de racines réelles de P rendant Q (strictement) positif et le nombre
de racines réelles de P rendant Q (strictement) négatif. Ces résultats, quoique peu connus,
ont des sources classiques (cf. [Syl] ). Nous indiquons ensuite les difficultés rencontrées
lorsque on cherche a spécialiser ce calcul.

Dans le 2., nous étudions les polyndmes sous-résultants. Nous donnons les résultats
classiques de cette théorie, et nous précisons les relations entre la suite des sous-résultants et la
suite des restes pour la division euclidienne. Nous introduisons une légere généralisation de la
notion de polynéme sous-résultant. L'utilité de cette généralisation s'avere lorsque nous
étudions les problémes liés a la spécialisation dans le 1.2.c ; en outre, les preuves de plusieurs
résultats sont simplifiées.

Dansle 1.2.c, nous indiquons comment se spécialisent ces polyndmes sous-résultants.

Dans le 1.2.d, nous donnons différentes variantes de l'algorithme des sous-résultants
de Habicht-Loos.

Dans le IL1., nous définissons la suite de Sturm-Habicht de deux polyndmes qui est
une sorte de suite de Sturm formelle. Nous démontrons par une méthode directe les résultats de
Habicht et les améliorons, obtenant ainsi que la suite de Sturm-Habicht fait aussi bien l'affaire
que la suite de Sturm pour compter le nombre de racines réelles d'un polynome P (ou pour
déterminer la différence entre le nombres de racines réelles de P rendant Q (strictement)
positif et le nombre de racines réelles de P rendant Q (strictement) négatif). Nous indiquons
comment se spécialise la suite de Sturm-Habicht et donnons un algorithme de calcul.

Dans le 11.2. , nous présentons la méthode d'Hermite pour déterminer le nombres de
racines réelles de P . Nous établissons un lien direct, purement algébrique, entre les résultats
obtenus par cette méthode et ceux obtenus par la méthode de Sturm. La suite de Sturm-Habicht
est la clé pour comprendre la situation. C'est aussi elle qui donne les calculs les plus généraux
et les plus simples.

Quelques détails supplémentaires (dans les preuves, ou sur quelques points historiques)
peuvent étre trouvés dans [GLRR2).
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I.1.) Suite de Sturm de deux polynémes

a) Définitions et notations

Suite des restes

Soient un anneau intégre A et son corps de fractions K. Nous noterons:
d(P): le degré d'un polyndéme P,
cd(P): son coefficient dominant,
cf}(P): son coefficient de degré j (égala O si j est > d(P)).
Soient P et S deux polyndmes a coefficients dans A . Nous noterons Rst(P,S) le reste
de la division euclidienne de P par S dans K[X]. On a la relation :
Rst(a.P,b.S) = a.Rst(P,S)
Nous considérons maintenant la suite des restes de I'algorithme d'Euclide, démarrant
avec le numéro 0, et définie de maniére récurrente par :
Rst’(P,S) := P, Rst!(P,S) := s,
Rst™!(P,S) := Rst( Rst™!(P,S), Rst™(P,S) )
On arréte la suite au plus petit entier n tel que Rst™(P,S)=0 .
Le polynéme Rst™(P,S) estle m-iéme reste de P et S .
Nous noterons par ailleurs Rstj(P,S) le reste de degré j (avec j <inf(d(P),d(S)) , s'il
existe, dans la suite des restes de I'algorithme d'Euclide. Nous prolongeons cette notation
comme suit pour toutes les valeurs de J € sup(d(P),d(S)+1). Nous posons
t = sup(d(P),d(S)+1), et nous définissons :
Rst,(P,S) .= P Rst, ((P,S) =S

et,pour 0 <j<t1I:
Rst™(P,S)  si j=d(Rst™(P,S)) (m=21)

Rstj(P,S) := ! Rstm*+!(P,S) si j+1 =d(Rst™(P,S)) (m=2>1)
0 sini j ni j+1 n'estle degré d'un
reste Rst™(P,S) (m2>1)

On remarquera que si j+1 et j sont les degrés de deux restes consécutifs, la définition reste
cohérente. L'intérét de cette définition-convention apparaitraen 1.2.b et 1.2.c.

Remarque 1 :

Si un point a d'une extension de K n'est pas racine de P, il ne peut étre racine de deux
restes successifs. En effet le PGCD de deux restes successifs coincide avec le PGCD de P
et S.

Suite des restes signés de P et S

Etant donnés deux polynémes P et S nous appelerons:

suite des restes signés de P et S
la suite des restes de I'algorithme d'Euclide (démarrant avec P et S) avec des modifications
de signes convenables comme suit :

m-1

Rss™(P,S) := (—l)m 2 Rst™(P,S)
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de sorte qu'on ait la relation de récurrence :
Rss™* 1 (P,S) = — Rst( Rss™ '(P,S) , Rss™(P,S) ).
avec linitialisation: Rss’(P,S) := P, Rss!(P,S) := S,

En posant t = sup(d(P),d(S)+1), nous notons également
Rss,(P,S) := P Rss;.1(P,S) :=§

et,pour 0<j<t—1:
Rss™(P,S) si j=d(Rss™(P,S)) (m=21)

Rss;(P,S) :=| Rss™!(P,S) si j+1 =d(Rss™(P,S)) (m21)
0 sini j ni j+1 n'estle degré d'un
reste Rss™(P,S) (m=1)

Suite de Sturm

Etant donnés deux polyndmes P et Q nous appelerons:
suite de Sturm de P et Q
la suite des restes signésde P et R:= Rst(P’Q,P):
Stu™(P,Q) := Rss™(P,R)
de sorte qu'on ait la relation de récurrence :
Stu™1(P,Q) = —Rst( Stu™1(P,Q) , Stu™(P,Q) ).
avec l'initialisation StuO(P,Q) =P, Stul(P,Q) = Rst(P’Q,P).
Nous notons de méme
[Stu(P,Q) := Rssj(P,R) | pour j <d(P)

Si Q=1 onnote Stu™(P,Q) et Stuj(P,Q) respectivement Stu™(P) et Stuj(P) et on
retrouve la notion classique de suite de Sturm de P.

Nombre de changements de signes

Toutes les définitions précédentes ont été faites en utilisant seulement la structure de corps de
K. Nous allons maintenant introduire des notions qui nécessitent que le corps K soit muni d'un
ordre. Supposons donc qu'on a fixé un ordre, noté <, sur le corps K et notons R la cloture
réelle de K . Si K estréel clos, R coincide avec K .
On définit le nombre de changements de signes V(ag,...,an) dans une suite

(ags---»ay) d'éléments de K par récurrence sur n :

V(ag) =0,

V(ag,..-»ap4+1) = V(ag,--»an) si (agy-.-»ap) = (0,...,0) ou si ap,; ale méme signe
que le demier élément non nul de (ag,...»ap)

V(ag,--saps1) = V(ag,.-»ap) + 1 sinon.

Si f = [fg.f1.....fn] €st une suite de polyndmes et si a et b sont deux éléments de
K U { +e) uU{ -] onappelera nombre de changements de signes de
fosf1s-.-ofn €N Xx et on notera: ’
V( fgufyseefn s x ) = V(5 x ) = V( fo(x),f1(X),-...fn(X) ).
On appelera différence des changements de signe dans la suite fy,fq,...,f, entre
a et b la quantité:
V( fofpeenfn s a0 ) = V(fpfp,ufp 3 a) — V( fo.f1,--0fn s -
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NB: si x= +o ou — e, lesigne d'un polyndme g(x) est donné par le signe du
coefficient dominant de g et la parité de l'exposant correspondant.

Soient a<b deux élémentsde KU { + o} U { - o0}, onnote:

VRrss( P,S;a) le nombre de changements de signes dans la suite des restes
signésde P et S en a,
VRes(P,S;ab) :=Vpe(PS;a)- VRss( P.S 5 b)

VRss( P.S ) = VRes( P.S ; — 00) = Vo (P,S ; + o)
Vsu(P.Q;a) :=VR(PR;a),ou R=Rst(P’Q,P)
Vou(P.Q;ab) = Vp (PR ;ab)
Vsiu( P.Q) = VRpes( P,R ).
Vstu( P a) = Vgu(P,1;2a)
Vew(Psab)  :=Vg,(P)
Soient a<b comme ci-dessuset ec{ +,0,—}, on note :
c:(P,Q;a,b) le nombre d'éléments de :
{uela, b[/ P(u) =0, signe(Qu)) = ¢ }
ce(P’Q) = Ce(P,Q;— oo+ o0)
c(P;a,b) =c,(P,1;a,b)
c(P) =c,(P,1)

b) Propriétés de la suite de Sturm

Théoréme 1 (voir Sylvester [Syl] pour un résultat analogue ) :
Soit un corps K, soit <unordre sur K et soit R la cldture réelle de K muni de
l'ordre <. Soient P et Q deux polyndmes quelconques  coefficients dans K et a et b
(aveca<b ) des pointsde K qui ne sont pas racines de P. Alors:
1) Vg (P.Q;a,b) = ¢, (P,Q;a,b) — c_(P,Q;a,b).
(ii) Vstu(P.Q) = ¢,(P,Q) - c_(P,Q).
démonstration:
Soit n+1 la longueur de la suite de Sturmde P et Q, Stu™(P,Q) est donc le dernier élément
de cette suite et le PGCD de P et P’Q. Soit f la suite définie par f, = Stu™(P,Q)/
Stu"(P,Q) . La démonstration du théoréme 1 est une conséquence immédiate des lemmes

suivants, qu'il est facile de démontrer avec la stratégie classique pour la preuve du théoréme de
Sturm. Q

Lemme 1.
Soient P et § deux polyndmes quelconques a coefficients dans un corps ordonné K. Soit
n+1 la longueur de la suite des restes signésde P et S ; Rss"(P,S) est donc le dernier
€lément de cette suite et le PGCDde P et S.
Soit g la suite définie par g, = Rss™(P,S)/ Rss"(P,S) .
Si ¢ estuneracine dans R de g;,i#0, il y a exactement un changement de signe dans
la suite (g;_1(x) , gi(x), g;+1(x)) pour tout x suffisamment proche de c .

Lemme 2 :

(i) fy apourracines les racines de P non racines de O
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(i) V(f;x) = Vg (P,Q ; x) pour x non zérode P,

(ii1) le nombre V(f;x) diminue de 1 quand on passe & droite d'une racine de fy avec Q
positif et augmente de 1 quand on passe a droite d'une racine de f; avec Q négatif,

(iv) le nombre V(f;x) ne change pas quand on passe a droite d'une racine de f; (i=1,..,n)
non racine de fy. ’

Corollaire 1 ( théoréme de Sturm [Stu] ):
Si a et b nesontpasracinesde P, Vg, (P;a,b) est le nombre de racines dans R de P

entre a et b. En particulier Vg;,(P) estle nombre de racines dans R de P.

Corollaire 2:
Si a et b ne sont pas racines de P, VStu(P,Qz;a,b) est le nombre de racines dans R de P
non racines de Q entre a et b,

Corollaire 3 On a donc les égalités :
Vstu(P;a,b) = ¢g(P,Q;a,b) + ¢,(P,Q;a,b) + ¢.(P,Q:a,b),
Vstu(P.Q%a,b) = ¢, (P,Qab) + c.(P,Q;a,b),
Vsw(P.Q;a,b) = ¢, (P,Q;a,b) — ¢.(P,Q;a,b)
qui permettent de calculer ¢y(P,Q;a,b) , ¢, (P,Q;a,b) et c.(P,Q;a,b) connaissant
Vsu(Piab) , Vgu(P,Q%ab) et Vgey(P.Q;a,b).

Remarque 2 : v
Dans l'article [Syl], Sylvester étudie le nombre Vg ( P, S ) de changements de signe dans
la suite des restes signés de deux polundmes P et S, au moins dans le casou P et S sont
sans facteurs carrés et sans racine commune, en termes du nombre d'entrecroissements entre les
racinesde P etcellesde S. Nous pouvons donner l'interprétation suivante pour le nombre
VRsst P.S ; a,b ) lorsque P n'a que des racines simples sur l'intervalle: on suppose que
P(a).P(b) # 0, on compte les racines de P sur l'intervalle en affectant & chaque racine de P
un coefficient €gal au signe de P’S . Le nombre trouvé est égal & Vge(P,S;ab ). La
preuve est essentiellement la méme que celle du théoreme 1 .

Remarque 3:

Le calcul de la suite de Sturm se fait uniquement avec les opérations de corpsde K . Le
calcul du nombre Vg;,(P,Q;a,b) pour a et b deux éléments de K (et méme le fait que
a < b ) dépendent du choix de l'ordre sur K . Le résultat obtenu concerne le nombre de racines
dans le corpsréel clos R entre a et b.

D'un point de vue algorithmique, ceci signifie que la suite de Sturm est calculable dés que
les opérations de K le sont . La détermination du nombre des racines dans R entre a et b
(a et b deux éléments de K non racines de P avec a < b pour l'ordre choisi) s'obtient
ensuite par un nombre fini de tests de signes portant sur des éléments de K , il est calculable
des que I'ordre sur K l'est (c'est-a-dire qu'il y a un algorithme exact pour déterminer le signe
d'un élément). Tous les calculs et tests se déroulent donc dans K .

On peut en outre également appliquer le théoréme de Sylvester si a et b sont des
élémentsde R U {+ o0} U {—o} et il est encore possible de déterminer exactement les signes
dans R des polyndmes de la suite de Sturm par des calculs dans K si a et b sont
convenablement codés dans K (cf. par exemple [CoR])

Le résultat du calcul déPend naturellement de l'ordre choisi sur K : considérons par
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rend X positif et plus petit que tout rationnel strictement positif, P a deux racines dans la
cloture réelle de Q(X) pour cet ordre, alors que si I'ordre choisi sur Q(X) est celui quirend X
négatif et plus grand que tout rationnel strictement négatif, P n'a aucune racine dans la cldture
réelle de Q(X) pour cet ordre.

) Problémes de spécialisation

Soient A un anneau intégre, K son corps de fractions, P et Q des polyndmes de
KI[X] . Supposons qu'on ait effectué le calcul de la suite de Sturm dans le corps K , et qu'on
spécialise les coefficients de P et Q, c'est-a-dire qu'on considére un morphisme Sp de A
dans un anneau intégre A' et les images Sp(P) et Sp(Q) de P et Q dans I'anneau A'[X] .
Un exemple typique de cette situation est A = Z[Y] et A' = 2[E] od & est un nombre
algébrique.

La suite de Sturm associée a Sp(P) et Sp(Q) ne peut pas s'obtenir facilement  partir de
cellede P et Q parce que dans le processus de division euclidienne de P et Q, il apparait
des €léments de A au dénominateur, et que ces €léments peuvent trés bien se spécialisera 0 .
Dans ce cas, la suite de Sturm de Sp(P) et Sp(Q) ne s'obtient pas en spécialisant la suite de
Sturmde P et Q, et les degrés des polyndmes de la suite de Sturm de Sp(P) et Sp(Q) ne
coincident pas avec ceux de la suite de Sturm de P et Q . Il faut en principe recommencer tout
le calcul.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant que grice i la théorie des sous-résultants on
peut obtenir la suite des restes par un algorithme qui se spécialise bien. On pourra ainsi définir
en IL.1. la suite de Sturm-Habicht, qui permettra aussi de compter les racines dans R d'un
polyndme et se comportera bien par spécialisation.

Exemple 1:
Considérons I'exemple du polyndme général de degré 4 ,
P=X*+px2+qX+r.
La suite de Sturmde P et P' , calculée dans Q(p,q,r)[X] est

StuO(P) = x4+ pX2 +qX +r
Stul(P)=4 X3 + 2pX + g

Stu?(P) = — (1/4) ( 2pX2 + 3qX + 4r)

3_ 2 2
Stu3(P) = - 4((2.p° - 8.pr+ 9.q2).X +p°q+ 12.qr)

p
Stu4(P) _ p2.(16.p4r - 4.p3q2 - 128.p2r2 + 144.pq2r - 27.q4 + 256.r3)
4.2.p% - 8.pr+ 9.¢%)2

Lorsqu'on choisit des valeurs particulieres p,q,r pour p,q,r la suite de Sturm de
P =X+ p.X2 +q.X +r s'obtient en général en substituant dans la suite de Sturm de P
la valeur de P . Toutefois lorsqu'un des dénominateurs s'annule en P,q,r cette
substitution n'a plus de sens et il faut faire un nouveau calcul pour obtenir la suite de Sturm
de P .

Cest ainsique si p =0, la suite de Sturmde P = X% + gX +r est
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StuP) = X* + qX +r Stul(P)=4 X3 + g
q - 27q*+256 13
Stu2(P)= 3 X4+ 4r Stu3(P)= (27 q g 56 r°)
27q

I. 2.) Polynémes sous-résultants

Il est clair qu'on ne peut plus parler de sous-résultants sans s'inspirer de l'article de
synthese de [Loo]. Nous serons cependant en désaccord avec lui sur certains points de détail.
Pour la théorie des sous-résultants voir également [Br], [BroT], [Col} et [Hab]. Pour
I'expression des sous-résultants en fonction des racines (point que nous n'abordons pas) voir
[Syl], [Bor], {Las], [Cha].

a) Définitions

Nous rappelons dans ce § la notion de polyndme sous-résultant et en donnons une
1égere généralisation . L'utilité de cette généralisation s'avérera lorsque nous étudierons les
problémes liés a la spécialisation.

Nous établissons en outre les relations liant polyndmes sous-résultants "ordinaires” et
"généralisés”.

On considere toujours un anneau intégre A et son corps de fractions K .

Si P et S sontdans A[X], p,s,et j des entiers avec d(P)<p, d(S)<s et
j <inf(p,s) , nous notons Sylvj(P,p, S,s) la j-eéme matrice extraite de la matrice de
Sylvesterde P et S (considérés comme étant de degrés p et s ): surla base ) Cace LI
Xz, X, 1, les vecteurs lignes successifs de cette matrice sont : P.XS'J'I,..., P.X, P,
S.XP+1 ., 8.X,S. Cette matrice possede p+s-2j lignes et p+s-j colonnes.

Si P=a, XP +ap, XPl 4 +ay S=bg XS +bgy XS+ . by,
Sylvj(P,p, S,s) est donc la matrice:

[a,, ag 0 ... 07
0 a, ag 0...... 0

¢ s—jfilas de P
0...... 0 a, a, 0

0......... 0 a, a, _
Sylv j(P,p, S,s)= b, by 0 ... 0 rp+s — 2] filas

0 b, by 0...... 0

“ |V p—jfilas de S
0 ...... 0 b, b, 0
0 ......... 0 b, . by

p+s—j columnas
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Par définition, le déterminant polynomial d'une matrice possédant N lignes et M
colonnes, avec M >N est un polyndme de degré inférieur ou égal 8 j=M-N: son
coefficient de degré d est le déterminant extrait de cette matrice sur les colonnes
L2,..,N-1,Md .

Les polynémes sous-résultants de P et S (considérés comme étant de degrés p
et s) sont les déterminants polynomiaux des matrices Sylvj(P,p, S,s) et ils seront notés:

Sresj(P,p, S,s) . .
On a la relation: Sres;j(a.P,p, b.S,s) = aS’J.bp'J.Sresj(P,p, S,s).
Il est clair que les polyndmes sous-résultants sont a coefficients dans A et que
Sresj(P,p, S,s) est de degré inférieur oy égal a j.Si Sresj(P,p, S,s) est de degré <jon
dit qu'il est défectueux.

Les coefficients sous-résultants de P et S (considérés comme étant de degrés p
et s) sont les: srj(P,p, S,s) = cfj(SresJ-(P,p, S,s)).

Le coefficient sous-résultant srj(P,p, S,s) est nul si et seulement si le degré de Sresj(P,p, S.s)
est<j (c.-a-d.sile polyndme sous-résultant est défectueux).

Le sous-résultant Sresy(P,p, S,s) = sro(P,p, S,s) est le résultant de P et S si
P=d(P) et s=d(S).

La suite des sous-résultants est la liste des Sresj(P,p, S,s) pour j descendant de
inf(p,s)-1 3 0. Nous donnerons en 2.c une extension "raisonnable" de la suite des sous-
résultants en la faisant démarrer 3 J=p, du moins lorsque p>s=d(S).

Nous appelerons polyndme sous-résultant standard un polyndme sous-résultant
Sresj(P,p, S,s) ou d(P)= p et d(S)=s<p. Ordinairement les sous-résultants calculés
seront les sous-résultants standards! avec p=d(P) et s=d(S). Mais apres spécialisation, il
s¢ peut que le degré de P ou celuide S se retrouve diminué, aussi est-il intéressant d'étudier
le comportement des sous-résultants dans le cas ou I'un des deux degrés est plus petit que le
degré annoncé. Si les deux degrés sont trop petits, tous les polyndmes sous-résultants sont
nuls. Les autres polyndmes sous-résultants peuvent tous étre facilement calculés a partir des
polyndmes sous-résultants standards (ou vice-versa si l'autre polyndme sous-résultant n'est pas
identiquement nul). Les relations entre polyndmes sous-résultants standards et polynomes
sous-résultants découlent de la proposition suivante.,

Proposition 1 :
Nous supposons dP)<p, dS)<s, Jj <inf(p,s)
a) SidP)<p et d(S) <s, alors
Sresj(P,p, Ss) =0
b) Sresj(P,p, S,;s) = (-1)(P-i)s-)) Sresj(S,s, P,p)  eten particulier
Sresj(P,p, S,p-1) = Sresj(S,p-l, P,p) (d(S) < p-1)
¢ Si s 25 et d(P)=p alors
i) Sresj(P,p, S,s) = cd(P)s" . Sresj(P,p, S,s)
(ii) Sresj(S,s', P.p) = ((-1)PJ cd(p) )s"s .Sresj(S,s, P,p)
démonstration:

Utiliser la définition des polyndmes sous-résultants avec des propriétés élémentaires des
déterminants. Q

NB : Lorsque P est unitaire de degré p, la proposition | ¢) (i) montre que le polynéme
sous-résultant Sresj(P,p, S,s) ne dépend pas du choix de s > d(s) .

1 ) PR T
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Proposition 2 :
Soient P et S des polyndmes de degrés p et s<p-1, alors:
a) Sresj(Pp, S;p-1) = 0 si s<j<p-l
b) Sresy(P,p, S,p-1) = (cd(P)cd(S))PS! S

c) Sres;(P,p, Sp-1) = cd(P)P-s! Sres;(P,p, S,s) pour j<s
démonstration:

Utiliser la définition de polyndmes sous-résultants avec des propriétés élémentaires des
déterminants .|

b) Polyndmes sous-résultants, suite des restes et PGCD

Nous établissons dans ce § les formules reliant explicitement la suite des restes 2 la suite
des polyndmes sous-résultants standards.
Rappelons que l'on note Rst(P,S) le reste de la division de P par S. Lorsque
p = d(P) 2s=d(S), lepolyndme cd(S)PS*!. Rst(P,S) est appelé le pseudo-reste de la
division de P par S, et nous le noterons Prst(P,S) . Le pseudo-reste est donc proportionnel
(par un €lément de A) au reste, et il est a coefficients dans A (cela résulte par exemple de la
proposition 4 infra). On a la relation:
Prst(a.P,b.S) = a.bPs*! Prst (P,S).
Dans tout le § nous noterons (H) I'hypothése suivante :
I (H) p=dP)2s=d(S) , R=Rst(P,S), et r =dR) ]
Nous commengons par une proposition qui sert de base aux calculs qui suivent2:

Proposition 3:  Supposons (H) et j<s, alors:
6} Sresj(P,p, S,8) = Sresj(R,p, S,s)
(ii) Sresj(S,s, Pp) = Sresj(S,s, R.p)
démonstration :
par exemple (i) Chaque ligne P.X¥ de la matrice Sylvi(P,p, S,s) peut étre remplacée par
la ligne RX¥ en lui rajoutant des lignes - ¢ .S.X**™ | en choisissant pour ¢, les

coefficients du polynome B dans l'identité de la division euclidienne: P = B.S + R . Ces
manipulations élémentaires ne modifient pas les déterminants extraits. Or, la nouvelle matrice
obtenue n'est autre que Sylv;(R,p,S,s). Qa

Proposition 4 : Lorsque p = d(P)2s=d(S), on a les égalités
(i) Sresg(S.s, P,p) = Prst (P,S)
(ii) Sresg (P,p, S,p-1) = (-cd(P))P*! Prst (P,S)
(1) Si S estunitaireet p'2p ona:
Sres;.1(S,s, P,p’) = Sresg(S,s, P,p) = Prst (P,S) = Rst(P,S)

démonstration:
Utiliser les résultats des propositions 1,2 et 3. Q

2 En fait, wus les résultats des § b et ¢ sont basés sur l'utilisation systématique des propositions 1, 2, 3
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Le cas ordinaire

Clest le cas ot les degrés dans la suite des restes baissent de un en un.

Proposition § : Supposons (H) et P=s+l. Alors nous avons:

) Sresg1(Pp, S,5) = cd(S)2 R = Prst (P,S)

b) Sresj(P,p, S,s) = cd(S)2 Sresj(S,s, R,s-1) pour j < s -1
Proposition 6 : Supposons (H), et que les degrés dans la suite des restes décroissent de

un en un (en commengant au polyndme P). Posons c(s) := cd(S) et, pour j<s,
c() = cd(Rstj) . Alors :
Sresj(P,p, S,s) = (c(s).c(s-l)...c(j+1) )2 Rst;(P,S)  pour j<s.

En particulier, chaque polynéme sous-résultant est €gal, a un carré dans K pres, au reste
correspondant,

démonstration des Propositions 5 et 6

La proposition 6 résulte de la proposition 5 | par induction sur j . La proposition 5a est un

cas particulier de la proposition 4 (i) . La proposition 5b s'obtient en appliquant la pro-
position 3 puis les propositions 1b et lc(i) .

Le théoréme de Habicht

Nous redémontrons maintenant le "théoréme de Habicht" dans [Loo] par un calcul
direct.

Théoréme 2 ( théoréme de Habicht [Hab] ) :
Nous supposons d(P) <p=s+1 , d(S)<s
Nous posons Sp =P, §:=8§, §j:= Sresj(P,p, S,s) pour j<s,

Cp):=1, CG) = cfj(SJ-) = pour j<s.
(1)  Alors, pour O<h<j<s,ona:
CG+2M g, - Sresy(Sj,1 j+1, S;.).
(i) En particulier, lorsque j <'s on obtient
st 1(P.p, S,5)20M g Sresn(Sj,1.i+1, S.j)
(iii) Si d(SJ-+1) =]j+1 et d(SJ-) =j <'s, on obtient:
CG+1)®S;.; = Prst (Sj+1:S))
démonstration:)
(i)  estla méme chose que (i)
(i) résulte de (i), avec h = J-1,etdela proposition 4 (i) .
(1) Les égalités a démontrer sont des identités algébriques. On peut donc supposer que les

Nous posons  R; := Rst;(P,S) , ) = (c(s).e(s-1)...0G+1) ) = Cly/e(j) .
Onadonc  C(j+1)2 = yj).y(j1) | Sj = YOR .

Parailleurs  Sresy,(S,,  j+1, i) = YG+1)y" .y(j)"h”Sresh(RjH,jH, R;.j)
— T

Pour quc le Lhéorf:mc A irme antrs mboma 3.
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Y+ PGy eG).c-1)...ch+1) PRy,
YG+1Y P yGH P vh) Ry,
et Sh = ’Y(h)Rh a

Le cas défectueux

Proposition 7 :  Supposons (H). On a:
a) (i) Sresg (P,p, S,5) = (—=cd(S) )Pt R = (= 1)PS*! pPrst (P,S)
(ii) Sresj(P,p, S,s) (( = 1)STed(S))Ps+! Sres;(S,s, R,s-1) pour j<s-1
b) On en déduit
(i) Sres;(P,p, S,s)
(i) Sres (P,p, S,s)
(i) Sresj(P,p, S,s)

Il

0 si r<j<s-l
((= )P cd(S).cdR) ) ! Sresg 1(P,p, S.5)
(= D@SDED cqs)Pr Sres;(S,s, R;r)  pour j<r

démonstration :
Les €galités de a) et b) sont conséquences des propositions 1,2 et 3. Q

Proposition 8 :
Supposons (H), et définissons R,:=P, Ry:=S§, R;:= Rsti+1(P,S)
di=d(Rj), ej=diy-di+l, fi=dip-diy1, ¢ =cdRy)
alors, pour tout degré d;<s, ona:
R,,1 =Sresq,.; (P,p, S;5)/ (g;. cofo. c1f1 ..... ci_lfi". ciei )

ol g=1si  Lgepei(1+dy-d;).ep estpair, -1 sinon.

démonstration:
Se démontre par récurrence sur j en utilisant la proposition 7 . On amorce la pompe avec a)
(i) et larécurrence fonctionne grice a b) (iii). J

Sous-résultants et restes

Théoreme 3 (sous-résultants et restes [Hab] [Loo]):
a) Supposons (H). Soit j <s. Le polyndme Sresj(P,p,S,s) est €gal , a un facteur non
nul prés dans K, a Rstj(P,S) @.
b) Ce résultat reste vrai si d(P) <p ,d(S) <s,l'unedes deux inégalités étant une
égalité, et j <inf(d(P),d(S)), ouencoresi d(P) =p >s>j2d(S).

démonstration :

aj c'estvérifié pour j=s—1,...,r daprés la proposition7 , alinéas b (i) et b (ii) .
Pour j < r on utilise 'alinéa b (iii) qui nous raméne au cas de la suite des restes démarrant
avec S et R. (preuve par induction sur le degré de P donc ) .

b) la proposition 1 ¢) montre que Sresj(P,p, S,s) et Sresj(P,d(P), S,d(S)) sont
proportionnels avec un facteur non nul pour j < inf(d(P),d(S)) . Par ailleurs, si
dP)=p>s>j2d(S), ona
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cd(p)Ps-1 Sresi(P,p, S,s) = Sresj(P.p, S.p ~- 1) (prop 1 c (i)
0sidS)<j<p-1 (prop2a)
(cd(P) cd(S) )P S si j=d(S)  (prop2b)
(et par définition on a Rstys)®P.S)=S) Q

Corollaire : Supposons que s = d(S) ou p =d(P) ,etque S ne divise pas P (c.-a-d.
Sresg (P,p, S,s) # 0) . Alors le demier sous-résultant non nul Sres,(P,p,S,s) estde

degré n (c.-a-d.: non défectueux). Il est €galau PGCD de P et S dans K[X].
démonstration:
Cela résulte du théoréme 3 et du fait que le dernier reste non nul dans la suite des restes est le
PGCD de P et S. Q

Le théoréme des sous-résultants

Le théoréme suivant complete le théoréme de Habicht dans le cas défectueux.

Théoréme 4 (théoréme des sous-résultants [Hab], [Loo)) :

Nous supposons d(P) <p=s+1, d(S)<s, l'une des 2 inégalités étant une égalité.

a) Si j<s-1 avec Sresj+1(P,p, S,s) non défectueux et Sresj(P,p, S,s) défectueux,
de degré k, alors Sresy (P,p, S,s) est proportionnel a Sresj(P,p, S,s) avec un facteur
non nul. (en particulier Sresy (P,p, S,s) n'est pas défectueux).

b) Plus précisément , avec les mémes hypothéses, en notant Sy, := Sres,(P,p, S,s)
(h<s) onalesrelations :

@ cd($piV's; = cd(s;, PIH s,
(ii) Skl = v = 81 =0 (si k<j1).
(iif) (= cd(Sj, )i+ s, = Prst(S;,1.5)).

démonstration :

a) et b)(ii) : déja énoncés (sous une autre forme) dans le théoréme 3 lorsqu'on est dans
l'une des hypothéses de ce théoréme. De manicre générale, le a) résulte du b) qui se
démontre directement 2 partir du théoréme de Habicht comme suit :
b) (i) le th. de Habicht nous donne : cd(S;,1)20%) 5, = Sresy(Sj+1.+1, Sjj) , et la prop 2b :

Sresk (Sj+1 , j+1, SJ ,j ) = ( Cd(SJ)Cd(SJ+1) ),- S_]
b) (iii) le th. de Habicht nous donne : cd(Sj)20k+D) gy | = Sresi1(Sj41.5+1, Sjij) , etla
proposition 4 (ii) : .

Sresi (S, j+1, Sj,j) = (~cd(Sjyp) Y Prst(Sj,1,5))
b) (ii) on applique le théoréme de Habicht comme ci-dessus et on conclut par la prop 2 a) .

Q

¢) Spécialisation des polynémes sous-résultants

Nous venons de voir que la suite des sous-résultants nous donne la suite des restes.
Etant donnée une spécialisation (i.e. un homomorphisme d'anneaux) Sp: A — A’, nous
étudions la possibilité de calculer "facilement” les polyndmes sous-résultants standards de
Sp(P) et Sp(S) lorsqu'on connait les polynémes sous-résultants standards de P et S
(polyndémes de A[X]). La situation typique de spécialisation que nous avons en téte est
naturellement I'application définie par I'évaluation de certaines variables indépendantes en des
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nombres algébriques. On aura ainsi la suite des restes dans la situation spécialisée sans avoir
besoin de refaire un nouveau calcul.

Comportement des polynémes sous-résultants par spécialisation

1¢" cas : les degrésde P et S sont conservés au cours d'une spécialisation
Les polyndmes sous-résultants standards se spécialisent en les polyndmes sous-résultants
standards.

2¢me cas : un seul des deux degrésde P ou S s'abaisse au cours d'une spécialisation

Supposons que nous ayons déja calculé les polynémes sous-résultants
Sresj(P,p,S,p-l).

Si d(Sp(P)) = d(P), on obtient en spécialisant ces polyndmes sous-résultants une suite
de polyndmes sous-résultants non tous nuls, méme si  d(Sp(S)) < d(S).

Par contre, si  d(Sp(S)) = d(S) =5 < p-1 et d(Sp(P)) < d(P), ona pour tout j
Sp(Sresj(P,p, S,p-1))=0. Il suffit cependant de calculer Sresj(P,p, S,s) a partir de
Sresj(P,p, S,p-1) en utilisant la proposition 1 pour obtenir par spécialisation des polynémes
sous-résultants non nuls.

3eme cag : Jes degrésde Pet S s'abaissentde 1 pour une raison commune

Nous supposons que cd(P) et cd(S) s'écrivent respectivement: cd(P) = a.cpet cd(S) =
a.dg avec Sp(a) = 0. Plus précisément nous écrivons:

P=acy XP+a 1 XP1+ | S=ad X5+ bs.1 X>1 + ... et nous supposons que le
déterminant @ =Cp bg gy - dg ap_J se spécialise non nul.

Cette situation se rencontre souvent dans I'important cas particulier ol S est égal 4 la
dérivée de P (lorsque Sp(ap) =0 et Sp(ap_l) #0).
Proposition 9:  Avec les hypothéses ci-dessus, et p2>s
a)  Sp(Sresg (P.p,S,s)/a)=Sp(d.bg P! §).
b)  Sp(Sresi(P,p, S;5)/a) = (-1)**1.p(d). Sresi(Sp(P),p-1, Sp(S),s-1)
pour j<s-1

démonstration:
L'étude détaillée de la structure des matrices Sylvg_1(P,p, S,s) et Sylvj(P,p, S,s) apres
spécialisation donne les égalités a) et b). a

4eme cag - Jos degrés de P et S s'abaissent de maniére "incontrélée”

On n'obtient rien par spécialisation "directe".

Néanmoins, si les divisions exactes sont nettement plus faciles dans A que dans A,
on aura intérét a poser S¢:= S tronqué au dessus du degré de Sp(S), P,:= P tronqué au
dessus du degré de Sp(P), a calculer les polyndmes sous-résultants de Pp et §g, et
spécialiser pour terminer.
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d) Algorithmes de calculs et complexité

Algorithmes de calcul

Présentons maintenant les algorithmes de calculs qui se déduisent des résultats
précédents. Ces algorithmes utilisent uniquement des calculs de pseudo-restes et des divisions
exactes.

Nous commengons par un algorithme qui se déduit directement du théoreme de Habicht et
du théoréme des sous-résultants (théoreme 4):

Algorithme 1: )
Nous supposons d(P)=p=n+1 , d(S)=s<n.
Nous posons S,,;:=P, S, =8, et Sj := Sresj(P,n+1, §,n) pour j<n.
entrées : les polyndmes P et S

sortie : la suite des sous-résultants S; (0£j<s)
initialisation :
- sis=n Sg; = Prst(PS); S;:=8§ 0)
—si s<n S5 = (cd(P)cd(S)™® S (1)
Ss.1 = (-cd(P)™* . Prst (P,S) 2)
enoutre si s<n-—1 et s<k<n: S§;:=0 3)
- j =s~1

étape suivante : {1<j<s-1, S;;1 et S; sont supposés déja calculés, avec d(Sjp) =j+1 et

h=d(S)-). On va calculer les S, manquants jusqu'a Sha1 )

- h = d(S i)
—sih=j Sy := Prst (S}, S;)/ cd(Sp)? 4)
—sih<j Sy = Sj cd(Spih/cd(Sj, Y (5) (%)
She1 = Prst (Sjy, Sj)/ (= cd(Sjyp) Y2 6 (*)
enoutresi h<j-1 et h<k<j: Sg:=0 @)
- j =h-1
fin : I'algorithme se termine lorsqu'on a calculé Sp c.-a-d. lorsque j <0
(*) (5) n'estpasexécutési h=-1 (6) n'est pasexécutési h<0 a
démonstration:
L'initialisation est conséquence des propositions 2 et 4 et la suite des théorémes de Habicht et
des sous-résultants. Q

Remarque 4 :
Si j=h [laffectation (5) donnerait Sj = Sj . Et T'affectation (6) produirait le méme effet
que la (4)

5 Cet algorithme calcule les polyndmes sous-résultants Sres;(P,n+1, S,n) lorsquec  d(P) = n+1 > d(S).
Le Subresultant Theorem p 122 de [Loo] semblc, en premicre lecture, concerner ¢es sous-résultants,
puisque p 121, ce sont ces sous-résultants (obtenus par spécialisation d'une suitc oo P et S sont
formelicment de degrés n+1 et n) qui sont considérés ... En fait le Subresultant Theorem c¢st correct
avec les Sres;(P,n+1, S;s) lorsque n=p-12s, il est par contre incorrect lorsque p<s. (Cf la note

hac Ade mage N O arr cr1iat An 'nlemesbe e - - O\



16 Spécialisation de la suite de Sturm et sous-résultants (1)

On remarque maintenant que les formules récurrentes @) (5 (6) (7) sont homogenes
Si, en dessous d'un certain degré k , on sait que les S; sont tous multiples d'une constante ¢
de A, les formules sont encore valables si on remplace les polynomes S; par les S;/c.
Nous en déduisons, lorsque p = d(P), s =d(S) <n =p -1, un algorithme pour calculer les
sous-résultants standards Sres: (P P, S,s) = Sres; (P p, S.n) / cd(P)™S (cf. proposition
1¢)). On notera que l'algonthme ne differe du precedent que lorsque s < n, et seulement
dans la partie "initialisation".

Algorithme 2 : Calcul des polyndmes sous-résultants standards
(cas d(S) <d(P))
Nous supposons d(P)=p=n+1 , d(S)=s<n. Nous posons Sp =P, §,:=8§,
Sg=cd(S)"S S, et S; := Sres;(P,p, S,s) pour j <.
entrées : les polyndmes P et S
sortie : la suite des sous-résultants standards Sj (03<s)

initialisation :

- p =dP), s:=d(S),n:=p-1,
- Sg = cd(S)" S (1)
- Ss.1 == (D™ _ Prst (P,S) (2)
- J = s-1

étape suivante et fin: comme dans I'algorithme n°1 a

On peut maintenant essayer de faire rentrer les affectations (1) et (2) dans le moule: (5)
et (6). Clest possible en prenant j=n, h =5, et en faisant l'affectation cd(Sp4q) =1
(qui est "fausse”). Avec cette philosophie, la suite des sous-résultants commence 3 Spe1 =P
etil faut poser Sy :=0 si s<k<p-1. L'avantage est que les seules initialisations sont :
Sne1 =P, 8;:=8, "cd(Sy41) :=1". Eton passe directement a "étape suivante". Aussi
ferons nous désormais la convention suivante: '

Définition (convention) : Si p>d(P) , s= d(S) et p>s,on pose:
Sresp(P,p, S;s) =P, Sresp_l(P,p, S,8) =
Sresy(P,p, S,s) = cd(S)p-1s .S,
Sresg(P,p, S,s) ;=0 si s<k< p-1,
srp(P,p, S;s) == 1, srj(P,p, S;s) := cfj(SresJ-(P,p, S,8)) st j<p.

Remarque 5 :
On notera qu'avec cette convention, de nombreux "cas distincts” dans les propositions €tablies
précédemment "fusionnent”

— proposition 2: a) et b) sontdes cas particuliers de c)

— proposition 5: a) est un cas particulier de b)

— théoréme de Habicht : définition "uniforme" pour les S; etles C(j)

— proposition 7 : a) (i) est un cas particulier de a) (11) b) (i) et b) (ii) sont des cas
particuliers de b) (iii)

— proposition 9: a) est un cas particulier de b)
En outre remarquons que

— la proposition 1 ¢) (i) reste vraie dans les cas J=s=d(S) <p et
d(S) =s <j<inf(s\p-1)
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— la proposition 1 ¢) (ii) reste vraie dans le cas j = p < s mais serait fausse pour
p<j=s<sou p<j=s—l<s<s'(6)

Nous donnons maintenant une généralisation de l'algorithme précédent, conformément a
la définition-convention ci-dessus.

Algorithme 3 : Algorithme généralisé des polyndomes sous-résultants ™

Nous supposons p=d(P) , s=d(S) et p>s

Nous posons pour jsp: S;:=SresjPp, S;s) , tj:=sri(P,p,S.s)
entrées : les polyndomes P et S, lentier p 2 d(P)
sortie : la suite des polyndmes sous-résultants  ; (0 )< p)
initialisation :

- Sp =P tpi=1

- Sp1 =95

- J = p-1

étape suivante : { 1<j<n, S

i1 sy e Sy sont supposés déja calculés, S;.y et .y non

i }
nuls, avec h =d(Sj) . On va calculer les S, manquants jusqua Sy }

- h = d(Sj)

- sih=j  Spy = Sresy (Sjh, SjitD/ (4)

~sih<j Sy = Spef(Sy N/ (5) (*)
Sp.1 = Sresp1(Sj.h, Sjyi+1)/ (-t (6) (*)
enoutre si h<j-1 et h<k<j: Sg:=0 (7

- j =h-1 tj+1:= cfj+1(Sj+1) )

fin : I'algorithme se termine lorsqu'on a calculé S c.-a-d. lorsque j <0

(*} (5) n'est pas exécutési h=-1 (6) n'est pas exécutési h<0

NB: On notera que dans (4) et (6) on peut toujours remplacer Sresy_;(S;h, SJ+1,]+1) par
Prst (S +1, S) sauf lors du premier passage? si d(P) < p. En particulier, si
dP)=p>s= d(S) , le théoréme 4 (théoreme des sous-résultants) reste vrai avec tout j < p
(aulieude j<s—1).Danslecas p>s=4d(S),p=d(P), le théoréme 4 reste vrai a
condition de remplacer dans b) (iii) Prst(SJ+1 S) par Sresy,_ 1(S h, Si;1,j+1) .

En outre, on a toujours I'égalité: Sresp_1(S;h, SJ+],J+1) = cfp(S; )J h+2 Rst(Sj41,S)

®  Ainsi la convention concernant Sresg(P,p, S,s) pour s = d(S) < p ticnt correctement la route par rapport
aux égalités générales données dans la prop 1 . 1l en va dc méme avec les polyndmes sous-résultants
identiquement nuls pour s < j<p—1. La lecture des propositions 1 ¢) ct 2 a) ct by pouvait d'aillcurs
inciter 2 poser ces conventions au tout début de articie. It en va tout différemment en ce qui concerne la
convention Sresp_1(P,p, S,s) = S . Supposons en effet p=d(P),s=d(S),p>s+l: Icgahlc
Sresp 1(P.p, S,p) = ¢d(P) S inciterait a poser, vue la proposition 1 c(i) , Sresp.1(Pp, S.8) = S/cd(P)p 5
tandis que I'égalité Sresp ((P,p+1, S,5) = 0 inciterait a poser, clle, vue 1 c(ii) , Sresp 1(P.p, S,8) 1= 0.
La méme crilique vaut pour la convention concernant le sous-résultants Sresp(P,p, S.s) .

Le Subresultant Chain Algorithm dans [L.oo] est cclui-ci lorsque p = d(P) > d(S).

* Cette affectation pourrait aussi s'éerire 1= cfy (Sy,)

Dans lc Subresultant Theorem et le Subresultant Chain Algorithm de {Loo] , c'est toujours Prst(S +1 S')
qui intervient. Or cc polyndme n'est défini que pour d(S +1)2d(S;). En conséquence le Subrcsulwnl
Theorem ¢t lc Subresuitant Chain Algorithm sont 1llmblcs pour d(P) < d(S) et incorrects pour
d(P) = d(S). On notera également que l'on ne trouve pas dans [Loo] de définition cxplicite des
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On peut déduire de I'algorithme précédent un algorithme pour les sous-résultants
standards dans le cas ol d(P) = d(S) . 1l ne differe de celui donné pour le cas d(P) > d(S)
que dans la partie "initialisation".

Algorithme 4 : Calcul des polynémes sous-résultants standards ( cas ot
d(S) =d(P) )
Nous supposons d(P)=d(S) =5 .
Nous posons Sj:=Sresj(P,s, S,5) pour j<s.

entrees : les polyndmes P et S

sortie : la suite des sous-résultants standards S; (0< j<y)
initialisation :
Ss.1 = Prst (S,P) , t:=d(Sg ) (1)
—sit=s1 Sgp = Prst (P,S, )/ cd(P) (2)
— st t<s-1 oncalcule S; et §_; comme suit
S¢ = cd(Se ¥ Sy (1 bis)
Si.1 = (D Prst (p, Sg.1)/cd(P) (2 bis)
enoutresi t<s-2 et t<k<s-l: § :=0 (3)
- ] =11

etape suivante et fin: comme dans I'algorithme n°1

Nous présentons enfin un algorithme qui constitue une amélioration de I'algorithme n°2
lorsque cd(P) et cd(S) sont divisibles par un méme élément ¢ de A .

Algorithme n°5 : (cas d(S) <d(P), cd(P) et cd(S) divisibles par un méme élément ¢
de A )
Nous supposons d(P)=p=n+1 , d(S)=s<n , ¢d(P) et cd(S) divisibles par un
méme €lément ¢ de A : cd(P) =cy, cd(S)=cy
Nous posons §j = Sresj(P,p, S,s)/c pour j<n.
entrées : les polyndmes P et S
sortie : la suite des SJ- définis ci-dessus (0< j< n-1)

initialisation :
1€r cas : d(S)+ 1 < d(P) (c.-a-d. p > s+1)
~ Sg = x"S.c™Sls (1)
- Se.1 = (=1)"S Prst (P,S) / ¢ )
- ] =s~-1
- si s<p-2ets<k<p-1: §:=0 (3)
2¢me cas : d(S) + 1 = d(P) (c.-a-d. p =s+1)
- S =38
- Sg.1 = Prst (P,S) /¢ (N
t = d(S4.1)
- sit=s—18g, = Prst (S, S;) /(cx?) Q)

~ st t<s—1 oncalcule S, et S;; comme suit
S, = cd(S. NIt g st 71 hic)
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Si1 = (= DPU Prst (S, S¢.q )/ (c.xP) (2 bis)
enoutresi t<s-2 et t<k<s-—1: S =0 3)
- j =11

étape suivante et fin: comme dans I'algorithme n°1

Comparaison des différents algorithmes proposés

Les algorithmes n°2 et 4 sont ceux qu'on utilisera en pratique pour calculer les sous-
résultants. En effet les sous-résultants généraux sont des multiples des sous-résultants
standards: ils occupent en général plus de place et occasionnent des calculs plus longs. Notons
cependant que l'algorithme n°3 avec p=d(P)>s=d(S) peut remplacer le n°2 (il
effectue exactement les mémes calculs) et est plus facile a écrire. L'algorithme n°5 est une
amelioration de I'algorithme n°2 , pour les deux raisons suivantes : primo, si le facteur ¢
qu'on connait dans cd(P) et cd(S) est "grand" (du point de vue de la taille occupée), les
calculs seront a priori plus rapides avec les coefficients divisés par ce facteur commun;
secundo, sile facteur ¢ s'annule par spécialisation, la suite calculée par T'algorithme n°5 peut
s'avérer utile tandis que celle calculée par l'algorithme n°2 serait inutilisable (cf. la
proposition 9 )

L'algorithme n°1 est une sorte d'algorithme intermédiaire qui permet de démontrer
facilement les algorithmes n°2 et 4 3 partir du théoreme de Habicht .

L'algorithme n°3 est sans doute celui qui éclaire le mieux la question des sous-
résultants : les polyndmes P et S font partie ici de la suite des sous-résultants de maniére
tout a fait naturelle, et I'étape d'initialisation est réduite au strict minimum. 11 n'est donc pas
¢tonnant de voir dans la suite certaines démonstrations (celle du théoreme 1 § II.1.a par
exemple) reposer sur la correction de cet algorithme n°3 .

Complexité

Une suite de sous-résultants est beaucoup plus facile i calculer que la suite des restes,
notamment pour les raisons suivantes:

— le calcul des sous-résultants n'utilise que des additions, multiplications et divisions
exactes dans I'anneau A , et les coefficients obtenus restent de taille polynomiale si les
déterminants sont de taille polynomiale dans A (par exemple avec A =Z ou
A=2Z[Xy, .., X)),

— les sous-résultants se spécialisent bien: si les divisions exactes dans A' ne sont pas
aisées, on peut utiliser I'algorithme des sous-résultants avant spécialisation

= sion essaye de calculer la suite des restes directement dans le corps des fractions de
A, on est confronté a l'alternative suivante: ou bien ne pas simplifier les fractions obtenues au
fur et & mesure, mais alors la taille des coefficients explose presque i tout coup, ou bien
simplifier les fractions obtenues, mais cela exige un calcul de pged dans A (en général
nettement plus coliteux qu'une division exacte dans A ), eton n'est méme pas prémuni contre
une possible explosion de la taille des fractions réduites (cf. [Lom] ).

Si on désire vraiment avoir les restes sans facteur multiplicatif, le mieux sera en général
de calculer la suite des sous-résultants puis de retrouver les restes en utilisant la proposition § .

Supposons qu'on a une notion de taille pour les €léments de A , et que les déterminants
de matrices formées d'éléments de A sont de taille polynomiale en m , qui est un majorant de
la dimension de 1a matrice et dec taillec dec mmaffirtame An A w1 T
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A=2 ou A= 21Xy, ..., Xkl d'aprés I'inégalité d'Hadamard ([Mig]) . Supposons
enfin que ces déterminants se calculent en temps polynomial en m : c'est le cas pour les
anneaux A =2 ou A=2 [X1, ..., Xkl dapres la complexité des opérations
arithmétiques dans ces anneaux et 1a méthode du pivot améliorée i la Bareiss!0 ( {Bar] ou
[Looj ou [Ait] ). Alors il est clair d'apres la définition des polyndmes sous-résultants comme
déterminants polynomiaux que ceux-ci sont calculables en temps polynomial .

St n est une bomne sur les degrésde P et S le nombre d'opérations arithmétiques sur
A=2Z ou A= ZIX1, o Xy pour calculer les polynémes sous-résultants comme
déterminants polynomiaux est alors en O(ns) ( n polynédmes sous-résultants, avec pour
chacun d'entre eux n calculs de déterminants (leurs coefficients), chaque calcul de déterminant
étant en n3 opérations arithmétiques sur A par la méthode de Bareiss).

[l est toutefois plus efficace de Ies calculer en utilisant un des algorithmes précédents, car
le nombre d'opérations arithmétiques sur A est alors en O(n2) , les tailles des éléments de A
a considérer étant de méme nature dans les deux calculs'!. Par exemple si A = Z etsi
t=sup( log(Zaiz) , Iog():bjz) ) » la complexité totale du calcul est en O(n 2 ).

Le seul calcul du résultant par la méthode de Bareiss appliquée a la matrice de Sylvester
est plus coliteux que le calcul de toute la suite des sous-résultants faite en utilisant un des
algorithmes précédents.

$1 on le souhaite, les polyndmes sous-résultants peuvent €tre calculés en utilisant des
méthades modulaires puisque leurs coefficients sont des déterminants.

Remarquons enfin qu'on utilise le fait que les coefficients des polyndmes sous-résultants
sont des déterminants pour les majorer en taille, mais qu'on les calcule par une autre méthode.
Ce phénomene est fréquent en calcul formel,

10 En fau l'algorithme de Bareiss remonte au moings a [Ait] de 1932. La méthode du pivot améliorée 2 la
Bareiss st basée sur I'étude des valeurs des coefficients successifs obtenus lors d'une triangulation par la
méthede du pivot: tout coefficient obtenu est le quoticnt de 2 déterminants extraits de la matrice de départ.
Dans [Gan] tome 1 chap. 2, Gantmacher, met claireme¢ it en évidence comment I'analyse détaillée de la
méthode du pivot permet une démonstration simpic des identités de Sylvester concernant les déterminants,
identités qui garantissent la possibilité d'opérer les divisions exactes dans A qui interviennent dans la
méthode de Barciss. Notons quen 1932, Aitken ([Ait]) signale "en passant" comment obtenir unc
triangulation entierement dans 7 en utilisant des divisions exactes (produit en croix divisé par le pivot
précédent) ... c.-a-d. par la méthode de Barciss |

"1 En fait, si on réordonne convenablement les lignes de la matrice de Sylvester, Ie calcul de son déterminant par
la méthode de Barciss fournit, en cours dg route, tous les cocff icients de tous les polyndmes sous-résultants
(cf. fLom]) . Cest néanmoins cn O(n”) opérations élémentaircs (additions, multiplications. divisions

aexactos Aance A Y RPN T
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La numérotation des théorémes et propositions est indépendante dans les parties (I) et (II).

II.1.) Suite de Sturm-Habicht et spécialisation

a) Suite de Habicht

Le nombre de changements de signes dans la suite des restes signés permet, comme nous
I'avons vu dans ies théorémes de Sturm et de Sylvester, de calculer le nombre de racines dans
R d'ur polynéme P (éventuellement "rendant le polynbme Q >0 "), sur un intervalle
{a,bi. Ils'avere en fait que la suite des sous-résultants (modifiée par des changements de
signe convenables) fait aussi bien l'affaire que la suite des restes et permet d'obtenir les mémes
résultats. Ceci peut se déduire de résultats de Habicht ( cf. [Gon] ). Nous en donnons ici

une preuve directe.

Nous considérons dans ce paragraphe une version formelle de la suite des restes si gnés,
que nous appelons la suite de Habicht . Nous démontrons que les différences de changements
de signes dans la suite des restes signés et dans la suite de Habicht coincident.

Définition:
Soit P un polyndme de degré p et S unpolyndme de degré s , v := sup(p,s+1) .
La suite de Habicht est la suite formée des

k1)
Hai(P.S) = (-1) 2 Sresj(P,v,S,s) (j+k =v) pour j variantde 0 4 v .

On prend donc la suite des sous-résultants de P (considéré comme de degré v)et S
qu'on modifie en multipliant les deux premiers polyndmes par +1 , les deux suivants par -1,
eiC...., de maniére automatique (sans tenir compte du fait que les polyndmes sous-résultants
sont éventuellement défectueux ou nuls).

Les polyndmes de la suite de Habicht sont donc des multiples des polyndmes de la suite
i Rssk(P‘,S) lk=0,1,... des restes signés, avec des dédoublements et des changements de signes,
ou sont nuls. Plus précisément, en appliquant le théoreme 3 de 1.2 , et vues les conventions
concernant les Rssj(P,S) et les Haj(P,S) pour j 2 inf(d(P),d(S)), on voit que :

&

Pour tout j < sup(d(P),d(S)+1) les polynémes Haj(P,S) et

j
|

Rssj(P,S) sont €gaux, a un facteur non nul pres

Supposons que K est muni d'un ordre < et soit R sa cloture réelle pour cet ordre.
Ondéfinit Vg (P,S; a) = V(| Haj(P,S) lisvv-1,.05 @)
VHa(P,S: ab) = V(| Haj(P.S) l;yy.1.. 05 ab)

1 fait, nous avons hesoin d'introduire une convention particuliere pour le décompte du
norobre de changements de signes en a dans le cas de la suite de Habicht lorsqu'un polyndme
seus-résultant défectueux s'annule en a . Dol les 2 définitions qui suivent :
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Défiition
soient K un corps ordonné, a e K U { + oo} U { =00}, [fo.f1,....f,] une liste de

molyndmes de K[X]. On note V’(fp.f1,..f ; @) le nombre entier défini comme suit :
on extrait tout d'abord la suite [80:815-8m] = [fjo’fjl"“*fjm] formée des polynomes
non identiquement nuls

on compte ensuite le nombre de changements de si gnes dans la suite
[g0(a),21(a),...,gm(a)] en adoptant les conventions suivantes concernant les 0
*  comptent pour 1 changement de signe les segments suivants

—50,+ ou +,0,- ou +.,0,0,- ou -,0,0,+
' comptent pour 2 changements de signe les segments suivants
+,0,0,+ ou -,0,0,~

Lo rombre V'(fy,fi,..f,; a) reste donc non défini pour des suites comportant des

-siments avec des () non couverts par la convention ci-dessus. Il est cependant ¢l

air qu'il
est défint lorsque  fo,fy,....f,

n €st une suite de restes signés (un 0 est toujours isolé et
signes opposés) ou une suite de Habicht (les O isolés sont entourés de 2
signes opposés, et il n'y a pas de 0 triples)

catouré de 2

Deéfirition

Soent K un corps ordonné, P et S des polynémes de K[X],

i3

deibe KU +oo) U - e} , nonracines du pgcdde P et S , on définit
VHa(PS;2) = V([ Hay(P.S) liey vy

VHa(P.S:ab) == V,(P.S;a) - Vg (P,S:b)

il
<
~
&
—
—~_~
T
w2
~
[Soray
Il
=<
<
'
—
]
(<]
~—

NBE: DOn oa V'Ha(P.S) = Via(P.S) , plus généralement V'Ha(P.S; a,b) ne differe de

Y 1,853,0) que dans le cas ot un polyndme sous-résultant défectueux s'annule en a ou en

Theoréme 1 ([Hab])
irtous points @ et b de R non racines du pgedde P et S onalégalité :
V’Ha(P.S;a,b) = Vp (P,S;a,b).
démansiration
f.¢ theoreme | est une conséquence immédiate du lemme suivant :

Leme I : Sous les hypothéses du théoreme il existe une constante ¢ qui dépend seulement

de 2 er S telle que:
V'Ha(P.S:a) = Ve (P.S:a) +c
Lapreuve du lemme 1 utilise le lemme 2 suivant -
Lemre 2
Stz g d(RSSj(P,S) >0, alors

Haj,(P.S) | Hayp,S) est un carré dans K .
Rssi ((P,S) Rss(P,S)
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Notations: = sup(d(P) , d(S)+1), g = d(S), Tj - Sresj(P,t, S,q) , Rj - Rstj(P,S) ’
Rssj = RSSj(P,S) , Haj = Haj(P,S) , Tj / Rj =1

Montrons tout d'abord que le lemme 1 résulte du lemme 2.

Si j=1t ou estle degré d'un reste Rss™ , alors Rss; et Rss;.; sont deux polyndmes
successifs dans la suite des restes signés (les Rss™). Par ailleurs, tout polyndme non
identiquement nul dans la suite de Habicht est de la forme Ha; ou Ha; | avec j comme ci-
avant. D'apres le lemme 2, en un point a ou tous les Rssj(P,S)(a) sont non nuls, il y a
changement de signe entre Rssj et Rssj_l si et seulement si il y a changement de signe entre
Haj et HaH . Dans la suite de Habicht, s'ajoutent d'éventuels changements de signes entre
Haj; et Hay si h= d(Haj_ 1) <j-1: mais les deux polyndmes étant proportionnels, ce
changement de signe "supplémentaire” éventuel a lieu indépendamment du point a ol sont
évalués les polyndmes.

Voyons maintenant le cas ou I'un des polynémes, non défectueux dans la suite de Habicht,

S‘annule en a : par exemple d(Haj) =], d(Haj_l) =j-1, et Haj_l(a) =0. On sait alors

que Rss}-(a).Rssﬂ(a) <0, ce qui compte pour un changement de signe dans la suite des

restes signés.

En outre, pour a' suffisamment proche de a et distinct de a, on a

VRss (P,S,a) = VRes (P,S,a)) et tous les Rss!(P,S)(a') sont non nuls .

En appliquant deux fois le lemme 2 on voit que Hajp Haj ¢t un carré dans K, et
Rssj.» Rss;

on obtient donc également un changement de signe dans la suite de Habicht. Et pour a'

suffisamment proche de a, on a VHa (P,S,a) = Vi, (P,S,a).

Donc VHa (P,S,a) = VRgs (P,S,a) + ¢ avec la méme valeur de ¢ en a qu'en a'.
‘oyons enfin le cas oi l'un des polyndmes défectueux dans la suite de Habicht, s’annule en a

. Soitdonc | avec Hajy; non défectueux (de degré j*1), Haj défectueux de degré h <j et
tel que Haj(a) =0 . D'apres le lemme 2

Ha; Haj, ) estun carré dans K et
Rss;  Rssi,

) ]
Hay  Hap.p est un carré dans K .

Rssp  Rssp g

Ceci signifie que tes polyndimnes Haj,, . Ha; . Haj, . Ha,_; et Rssj, . Rss;. Rssy . Rssy, |
sont de méme signe en tout point  a' non racine de Ha; . Or Rss; = Rssy, , et Rss;,; et
Rssy,.; sont de signe opposé en a . Si on considére donc un point a' non racine de Haj et
suffisamment proche de a (tel qu'il n'y ait aucune racine d'un polynoéme de la suite des restes
signésde P et Q entre a et a' ), le polynome Ha,, . Ha; . Hayp, . Hap_; estnégatif en a’
et le nombre des changements de signe dans la suite Ha;, Ha; , Hay, , Hay | en a' vaut 2
s1 Ha,j” , Hah_1 > () s 1 si Haﬁ] . Hah_] <Q.

On adonc V’y,(P,S; a) = V’Ha(P.S; @) = VRp(P,S; a) a

Yoyons maintenant la preuve du lemme 2.
Lorsque j=t, le lemme 2 est trivial -
N P = 1] = RJ = R&?] ’: Haj, et S z,'Ij-l = Rj_1’= RSSJ'_l = Haj_].
On utilise ensuite l'algorithme généralisé des polyndmes sous-résultants et on regarde comment
les choses évoluent lors de "tape suivante" , lorsqu'on passe de j*1,j & h, h—1. Sion

pose cj,q 1= sr;H(P,t,S,q) et ¢j= cd(Tj), on trouve:
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Sho o G (Gl P (opyih
Th-1 Tje1 ¢
Comme Rss;j, - Rss;= Rss;, et Rssy | sont 3 restes successifs on a

(Rssj+]/RJ-+1).(Rss)-/Rj).(Rssh/Rh).(Rssh_1/Rh_1) =-1

It

Enfir, on a:

(Haj, 1/, 1).(HayT)).(Hay/Ty).(Hay /Ty ) = (=101

Ce qui montre le lemme 2 en h, h—1 s'il était vrai en J+Lj. J

Contre-exemple:

Avec Vya aulieu de V’Ha le théoreme ne serait plus valable si un des deux points a ou b

annule un polyndéme sous-té<:iltant défectueux. Considérons en effet les polyndmes suivants:
P=X +2X+2 |
S = x*41

L suite de Habicht est alors
Has(P.S) =X +2X +2  Ha,PS)=x%+ ] Has(P,S) = ~X —2
Ha,(P,S) =0 Ha|(P.S) =X +2 Hay(P,S) = 17

et choisissons 4 = — 2 ,b=-1ona VHa(P.S; -2, -1) =2,

Or la suite des restes signés est:
Rss'(P,S) = X5 + 2X + 2 Rss!(P,s) = x* + |
Rss*(P,S) =~ X - 2 Rss(P,S) = - 17

et VRs(P.S; -2, -1)=0 .

b) Suite de Sturm-Habicht

Kappelons que nous avons défini en I. 1. la suite de Sturm de P et Q a partir des restes
signés de P et de R (reste de la division de P’Q par P).

Nous donnons maintenant des définitions et notations analogues . concernant cette fois-ci
la suite de Habicht. Nous obtenons ainsi un analogue formel de la suite de Sturm, appelée suite
de Sturm-Habicht. Nous montrerons que les variations de signes dans la suite de Sturm-
Habicht donnent aussi 1a différence entre le nombre de racines dans R de P rendant Q
positif et le nombre de racines dans R de P rendant Q négatif. Nous avons simplifié les
définitions données dans [GLRR1], mais elles ne sont pas substantiellement différentes.

Définitions

Nous definissons la
suite de Sturm-Habicht de P et Q
en séparant différents cas :

Définition :
Onrote p:=d(pP), q:=dQ), R:=Rst(P’Q,P), 1 := d(R) . La suite de Sturm-Habicht
est définie pour les indices J=p.p-1,..,0.

- & cdiP) = {casoll P est unitaire)
(p-j)(p-i-1)

StHa(P,Q) := Haj(P,R) = (-1) 2 ~ Sresj(P.p, Ryr)

= % cdiP) =1 (casou P n'est pas unitaire)
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~si g=d(0) 21
StHa,(P,Q) := cd(p)@*mod2 p
etpour j<p
(i)
StHaj(P.Q):= (-1) 2 Sresj(P,p, P’Qp+q-1) / cd(P) =

(p-i)p-i*+2g-1)
-1 2 Sres;j(P’Q,p+q-1, P,p) / cd(P)
-si Q=1 on note StHaj(P) pour StHaj(P,l) et on définit :
StHap(P) := cd(P).P
StHa_;(P) := cd(P).P’
et pour j < p-1
StHaj(P) := Haj(P,P’) / cd(P) = (-1) 2 Sresj(P,p, P’,p-1) / cd(P)
Remarque 1 :
S1 P est unitaire, les définitions données pour le cas P non unitaire coincident avec celles
données pour le cas P unitaire. Si on appliquait la définition du cas P non unitaire q > 1
pour le cas Q=1 on retrouverait la méme chose sauf pour StHap_l(P) (P* serait divisé par
cd(P) au lieu d'ére multiplié par cd(P) et on risquerait de quitter 'anneau des coefficients).
Lorsque P est unitaire la suite de Sturm-Habicht de P et Q est tout simplement la suite de
Habichtde P et R . Les complications techniques qui se présentent dans les autres cas sont
dues au fait que l'on veut
= que les coefficients des polyndmes de la suite de Sturm-Habicht soient dans I'anneau
des coefficients de P et Q,
— que la suite de Sturm-Habicht se comporte bien par spécialisation, méme dans
certains cas oll il y a chute du degré de P oude Q,
= que la suite de Sturm-Habicht soit calculée par un algorithme aussi performant
que possible.

Définition :
On appellera coefficient de Sturm-Habicht et on notera sthj(P,Q) le coefficient de
X! dans StHaj(P,Q) . On dira que StHaj(P,Q) est défectueux s'il est de degré < j ,
c'est-a-dire si sthj(P,Q) est nul.
Enfin, on appellera suite de Sturm-Habicht du polynéme P la suite de Sturm-
Habicht de P et 1.

Définitions et notations:
Si K estmunid'unordre < etsi a et b sont deux €léments de K U {400} U { —o)

on note :

VstHa(P.Q;2) V([ StHaj(P,Q) li=p p-1,..05 2)
Vstna(P:Qia,b) = Vgiya(P.Qsa) — Vg (P,Q;b)
VstHa(P,Q) VStHa(P,Q, — =) — VgHa(P,Q,+ ).
Soient K un corps ordonné, P et Q des polyndmes de K[X], dedegrés p et q
aetbe KU {4+ 0} U {~oo}, nonracines du pgedde P et Q, on définit
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i

V’si1a(P.Q:a)
V’sta(P.Qsa,b) :

V’( [ StHaJ(P,Q) ]j=p,p-l,...,0 v a )
V'Ha(P-Q;2) — VgiHa(P.Q:b).

Principales propriétés

Les aéfinitions des StHaj(P,Q) ci-dessus sont choisies de maniére & ce que soit vérifiée la
proposition suivante.

Proposition 1 : (étude du cas ou P n'est pas unitaire)
ar Si d(R) = p-1, les polyndmes StHaj(P,Q) et Haj(P,R) (ou R =Rst(P’Q,P)) sont
proportionnels dans un facteur de signe constant (méme résultat si p-1-d(R) est pair).

b; Dans tous les cas, il existe une constante ¢’ qui ne dépend que de P et Q telle que:
VHa(P.R;a) = Vga(P.Q;a) + ¢’

démonstration . Si Q =1 le résultat est trivial. Reste a voir avec d(Q) =q =1 . Les
propositions et remarques citées dans la suite de la preuve sont dans la partie (I).
SiXp-i-1
Ona Haj(P,R) = (~1)(pj)(2pJ : SresJ'(P,p, R,r), avec en particulier Hap(P,R) =P et
Hap j(P,R) =R
(p-D(p-j-1)
Ons StHaj(P,Q):= (-1) 2 Sresj(P,p, R,p+q-1) / cd(P) pour j<p-1, par
application de la proposition 3 .
Pour j<p-1 on a, d'apres la proposition 1 ¢) (i) et la remarque 5 :
Sres;j(P,p, R,p+q-1) = ( (cd(P) PHa1T Sresi(P,p, R,1)
Enfin, on voit facilement que Sresp.1(P,p, R,p+q-1) = ((cd(P) ¥ R.
Ainsi lorsque r=p-1, onapour tout j<p-1 StHa;(P,Q) = ((cd(P) )q' Haj(P,R), d'ou
le résultat a) .
Lorsque 1 <p-1, onapourtout j<p-1 StHa;(P,Q) = ( (cd(P) yP+a-2-F Haj(P,R) etle
polyndéme proportionnel 3 R est dédoublé dans les deux suites considérées: une fois avec
lindice p-1, l'autre fois avec l'indice r. Avant le dédoublement (sur le morceau P, R) les
deux suites sont proportionnelles a un facteur prés de signe constant : le méme que celui de
cd(P)¥! . Apres le dédoublement (2¢me occurrence de R et jusqu' la fin), les deux suites

sont propomonnelles au facteur constant prés : ( (cd(P) P*9" 2T Doile b).
Qa

Exemple 1 :
Considérons de nouveau l'exemple du polynome general de degré 4 ,
P=X*+ pX + gX +r.
La suite de Sturm-Habicht de P et P’ , calculée dans Z[p,q,rl[X] est
StHay(P) = X* + pX2 +qX + 1 StHa3(P) = 4 X> + 2pX + g
StHay(P) = — 4<2px2 + 3gX + 4r)
StHa;(P) = - 4((2p - g)r + 9q2)X + p2q + 12qr)
StHay(P) = 16p’r — 4p3q® — 128 p?® + 144 pg’r — 27 q* + 256
A des carrés de Q(p,q,r) pres, elle coincide avec la suite de Sturm générique (voir exemple 1
du § [L1).

Si =0, la suite de Sturm-Habicht de P = x4+ gX +r, obtenue en substituant 0 a p
dans la suite de Sturm-Habicht de P est donc:
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StHa;(P) = X*+ gX +r StHa3(P) = 4 X3 + g

StHa,(P ) - 4(3gX + 4r) StHa (P ) =- 12q(3qX+4r)

StHaog(P) = 27q* +256
Comparer avec ce qu'on obtenait dans I'exemple 1 du § 1.1 : la suite de Sturm-Habicht est
formée de multiples des polyndmes de la suite de Sturm, avec certains changements de signes et
répétitions.

Nous donnons maintenant des résultats concernant le cas P unitaire qui nous seront
utiles par la suite .

Proposition 2 :
Soient P et Q deux polyndmes a coefficients dans un anneau intégre A , avec P unitaire.
(i) Si sthy(P,Q) # 0, sth; 1(P,Q) =... = sth; ,(P,Q) =0, sth; p_1(P,Q) = 0
alors StHaJ-(P,Q) est de degré j , StHaj_l(P,Q) est défectueux de degré j~h-1 et
tous les StHaw(P,Q), j-h <k <j-1, sont nuls.
(1) Sous la méme hypotheése nous avons, en notant ¢;p_q := cd(StHa; ;) ,

J
Sthj(P,Q)h S[Haj_h_lz (—l)h(h-’-l)/2 (Cj-h-l )h StHaJ‘_] .

(111) StHap(P,Q) =P, StHap_](P,Q) =R = Rst(P’Q,P) , et pour j<p-l,k=p-j:
k(k-1) k(k-1)
StHaJ(P’Q) = (_1) 2 SreSJ(P’paRad(R)) = (_1) 2 Sresj(P7paRvp - 1)

En conséquence la suite de Sturm-Habicht est invariante par spécialisation.

démonstration:
Immédiat d'aprés le théoréme 4 de 1.2 et Ia définition de la suite de Sturm-Habicht.

La suite de Sturm-Habicht est la version formelle de la suite de Sturm. Dans le cas
ordinaire, ou P est unitaire et ot les degrés descendentde 1 en 1 dans la suite de Sturm,
les deux suites sont formées des mémes polyndmes, a des facteurs carrés prés. Dans les cas
défectueux la suite de Sturm de P et Q posséde moins de termes que la suite de Sturm-
Habicht . La suite de Sturm-Habicht est beaucoup plus facile A calculer que la suite de Sturm.
Le théoréme analogue au théoreme 1 s'avere donc fort utile: c'est le théoréme 2 suivant.

Théoréme 2 ([Hab]):
Soient P et Q deux polyndmes quelconques a coefficients dans un corps ordonné K et a
et b (aveca<b) des pointsde K non racines de P.
(1) On a I'égalité V’sHa(P.Q;a,b) = Vsu(P.Q;a,b) .
(i)  Onal'égalité VstHa(P.Q) = Vg, (P,Q).
démonstration:
Notons p :=d(P), q:= d(Q), R:=Rst(P,P’Q), r:= d(R) .
le (ii) résulte du (i) .
Voyons le (i). D'apres le théoreme 1,on a le résultat suivant :

Vgu(P,Q;ab) = V’4a(P,R;a,b).
On conclut par la proposition 1 . Q

Corollaire:

Soient P et Q deux polynbmes quelconques i coefficients dans un corps ordonné K de
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clotureréelle Ret a et b (aveca<b) des pointsde R non racines de P.
(1) On a I'égalité V’siHa(P.Q.a,b) = ¢, (P,Q,a,b) — ¢_(P,Q,a,b).
(ii) On a I'égalité Vsina(P.Q) = ¢, (P,Q) — c_(P,Q).

démonstration:
Résulte du théoréeme 2, et du théoreme 1 de L1. a

Algorithmes

Les StHaj(P,Q) peuvent étre calculés au moyen des algorithmes donnés au § 1.2 :

Si P est unitaire  on utilisera l'algorithme généralisé des polyndmes sous-résultants
(algorithme 3).

Si P nest pas unitaire on utilisera l'algorithme 5 avec, dans le cas d(Q) > 1, la deuxieme
formule donnée dans la définition.

¢) Spécialisation de la suite de Sturm-Habicht

On considére deux polyndmes P et Q i coefficients dans un anneau A , un
homomorphisme Sp de A dans A' ol A' estun anneau integre de corps de fractions K' .
On considére un ordre < sur K' et la cloture réelle R' de K' pour cet ordre.

Onnote p=d(P), q =d@Q), P; =Sp(P), Q; =Sp(Q), p; =d(Py), q; = d(Qy) .

1" cas : p;=p,q21

Proposition 3 : (Notations ci-dessus) Supposons p;=p, q21.
a) Si P est unitaire, on a Sp(StHaj(P,Q)) = StHaj(P1,Q;)
b) Dans tous les cas, la différence des changements de signes dans la suite obtenue par
spécialisation de la suite de Sturm-Habicht de P et Q entre a et b coincide avec la
différence des changements de signes dans la suite de Sturm-Habicht de Sp(P) et Sp(Q)
enre a et b (a et b sontdesélémentsde K' U {+ oo} U {— ) ). Autrement dit, on
a l'egalité :

.....

démonstration:
Si P estunitaire ,

a) est donné par la prop 2 (iii), b) s'en déduit
Si P r'est pas unitaire

on remarque que théoréme 2 se déduit de la proposition 1 et du théoréme 1. Mais dans la

proposition 1, la preuve utilise seulement q > d(Q) et non pas q=d(Q). O

2¢me cas 1 py=p-1, q =¢q

On applique la proposition 9 de I.1. Les démonstrations résultent de calculs immédiats.
Proposition 4 : Nous supposons pi=p-1,q=q21.

On a alors pour j<p;, I'égalité :

Sp(StHaJ(P,Q)) = (-1)q.Cd(p1)2 Cd(Ql) StHaJ-(Pl,Ql)
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Proposition 5 : Nous supposons p; =p-—1.
On a alors pour j< p; — 1, I'égalité:
Sp(StHaj(P)) = cd(P;)* StHaj(P,)

II sera donc facile, dans les deux cas envisagés, de calculer des polyndmes égaux, a un facteur
constant pres, a ceux de la suite de la suite de Sturm-Habicht de Sp(P) et Sp(Q). (on prendra
garde seulement 2 l'initialisation de la suite, a calculer directement).

3¢me cas : py<p-1, ou Pi=p-1q;<q ,
On a Sp(StHaj(P,Q)) = 0. Sion veut calculer la suite de Sturm-Habicht avant spécialisation,
on doit faire un nouveau calcul : on considere les polyndmes
Pp :="P tronqué au dela du degré d(Sp(P))",
Qq = "Q tronqué au dela du degré d(Sp(Q))"
ona Sp(P) = Sp(Pp) » Sp(Q) = Sp(Qq). On calcule alors les StHaj(Pp,Qq).

I1.2.)  Les différentes méthodes pour calculer le nombre
de racines réelles d'un polynéme
(et généralisation)

On a déja vu la méthode de Sturm et la méthode de Sturm-Habicht, qui s'en déduit si on
connait la théorie des sous-résultants. Une autre méthode d'inspiration a priori tres différente,
due a Hermite, utilise la signature d'une forme quadratique. Nous allons expliquer cette
méthode d'Hermite avant d'indiquer les relations entre les différentes méthodes, qui se
comprennent bien en utilisant la suite de Sturm-Habicht. Pour les paragraphes a) et ¢) de cette
section, nous avons utilisé abondamment I'excellent article [KrN] qui nous a €té signalé par
E. Becker.

Dans toutle I1.2. le polyndéme P sera unitaire .

a) Méthode d'Hermite

On considére toujours un anneay integre A de corps de fraction K .

Soit P=XP ¢ ap. | XPly 4 g un polyndéme unitaire a coefficients dans A et
Q=by X9+ bg-1 ) LN bo un polynome 2 coefficient dans A . On note (@))i=1
racines de P dans une cloture algébrique C de K .

.....

On définit une forme quadratique & p variables xo,xl,...,xlp_é » B(P,Q), par :
B(P,Q) = Zi.y,. p Qo) (xo+ X1 + .+ xp g o hZ
Il est clair que B(P,Q) est i coefficients dans A , puisque l'expression est symétrique en
les a; .
En désignant par s(P,Q) , pourk =0, ..., 2p — 2 la somme i1
BPQ) = Zieo,...p-13j20.,...p-1 SP.Qyyj X X; .
Lorsque Q =1, on note B(P) la forme B(P,1) :ona
B(P) =Zicy  p (xo+ xj04 + ... + xp-1 0P 12,
Il'est clair que B(P,Q) est 3 coefficients dans A | puisque l'expression est symétrique en
les oy .

.....

p Q@) 0¥ ona :

.....
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En désignant par s; la somme de Newton X,
B(P) = Zy=0,...p-1:j=0,....p-15k+j Xk Xj -

Si < estun ordre sur K onnote R la clture réelle de K pour l'ordre <. Rappelons
quon note ¢,(P,Q) le nombre de racines de P dans R avec Q > 0, ¢_(P,Q) le nombre de
racines de P dans R avec Q< 0, ¢(P) le nombre de racines de P dans R . La forme
quadratique B(P,Q) a une signature dans le corps R (cette signature dépend du choix de
lordre < sur K ). On prend alors pour corps C le corps R[i] (avec i2 =-1). On

appelera racines réelles celles qui sont dans R et racines complexes celles qui sont dans
C-R.

Thécoréeme 3 (méthode d'Hermite [Her])
Avec les notations ci-dessus
(i) lerang de B(P,Q) est égal au nombre de racines distinctes de P non racines de Q dans
C.
(i) la signature de B(P,Q) estégalea c¢,(P,Q)—c_(P,Q).

démonstration . La démonstration est élémentaire ( voir [Gan] ou [KrN] ou [GLRR2]). O

Corollaire:  Avec les notations précédentes, la signature de B(P) est égale a c(P).

b) Bezoutiens et coefficients sous-résultants

Définition (et notation)
On appelle bezoutiens et on note b(P,Q), les mineurs principaux! de la matrice
symétrique A = (s(P,Q); +j-2)i=1,...,p;j=l,...,p associée a la forme quadratique B(P,Q) .

Considérons le développement en 1/X de la fonction rationnelle P’Q/P . Si
P =TT

,,,,,,,,,,

..........

développementde P’Q/P en 1/X est, avec les notations précédentes s(P,Q)y.;.

Par ailleurs, si R est le reste de la division de P’Q par P, R/P est la partie
fractionnaire de la fraction rationnelle P’Q/P de sorte que s(P,Q),.; est le coefficient de 1/X¥
dans le développementen 1/X de R/P .

On adonc : *) R/ =%, . p Qap/(X-a;).

"Tout ceci permet d'établir par identification du membre gauche et du membre droit de (*)
des relations entre les s(P,Q)y , les coefficients de P = XP + a XPl 4 +ap etceuxde
R =qpp XPly L 4g (cp-1 éventuellement nul), & savoir :

.‘;(P,Q)O = Cp-l

s(P,Q) + ap.1 s(P,Q)y = Cp-2

S(}P,Q)p_l . + aj S(P,Q)O = Cq
S(PQ) a1 4 e +a s(P,Q)n_p =0 pour n>p.
On désignera les relations précédentes par (**) dans la suite .

I' définition donnéc au début du §c qui suit
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Proposition 6 :
Soient P et Q deux polyndmes avec :
P=XP+a,; XPl+ . +a Q=bg X+ by, ) LIS 8
En notant sthj(P,Q)) le coefficient en degré j de StHaJ-(P,Q) on a pour tout k=1,...p :
sthy(P.Q)) = b(P.Q);

démonstration:
Notons R =cp XPly 4+ Co le reste de la division euclidienne de P par P’Q .D'apres la
définition de la suite de Sturm-Habicht et la proposition 2 (iii) :

sthy x(P,Q) = (-)** V25 (Pp,R,p-1).

Rappelons la définition de sty k(P,p,R,p-1), noté SIpk -
1 ap_ | T LT T TR ap2k+2
0 1 ap | DT PP PPPPOR ap_2k+3
0. 01 ap_l ....... ap_k
Srp-k = Cp-l Cp_2 .................... cp—2k+l
0 cp1cp2 e, Cp-2k+2
0 ............. 0 Cp_ 1 ceeseeens Cp—l-k
Les équations de (**) permettent d'écrire, en notant sy := s(P,Q):
1 O e, 0 1 ap_1 .................... ap_2k+2
0 I 0 0 1 ap_l ............... ap_zk_z
O' ..... e 0 1 0' .......... 0' 0. 0 1 ap g ap.k
Sl‘p_k =1SO S eevniiinn Sk-1--e--- S2k-2 | 0 | ap_k+1
0 S'O S'l ..................... S'Zk-3 .................................
O ................... S 0 S 1 S’k-l O ......................... 01
S'k_ Toeennenns 5'2k—2
dou srpp = | .l
$'g S’ e S'k-1

et enfin, en tenant compte de la permutation des lignes,
srp.x = (1) KED2 pp gy 0
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¢) Mineurs principaux et signature d'une forme quadratique

On appelle mineurs principaux d'une matrice A = (@i )i=1,....p.j=1 ..p les
déterminants det(A}) des matrices Ay = (aiJ)i=1,...,kJ=1,...,k pour k =1,..p.

Si A est une matrice symétrique a coefficients dans un corps ordonné on a le résultat
suivant di a Jacobi .

Proposition 7 ( théoreme de Jacobi ):
Avec les notations précédentes, si les det(Ay) sont tous non nuls, la signature de la forme
quadratique associée A une matrice symétrique A est égale a la différence entre le nombre
d'é;éments positifs et le nombre d'éléments négatifs dans la suite (1, (det(Ak))k=1,_"’p ).

31 des mineurs principaux de la matrice s'annnulent il n'est plus vrai en général que les
mineurs principaux de la matrice symétrique déterminent la signature de la forme quadratique
{pour out ceci voir [Gan] tome [ chap. 10).

Il est possible de généraliser le théoreme de Jacobi et d'obtenir la signature grice aux
seuls signes des mineurs principaux dans le cas particulier des formes de Hankel. Les formes
de Hankel sont les formes quadratiques du type B = Zk:O,...,p-l;l=0,...,p—1 Ck+l Xk X]. La
matrice symétrique A = [ai,j]i=1,...,p;j=1,...,p qui est associée 3 B est définie par 3 j = Ciyj.0-

Faisons tout d'abord une remarque: considérons une suite (ap,...,a,;) d'éléments tous
non nuls de K. Rappelons qu'on note V(ay....,a,) le nombre de changements de signes dans
(ag,...,ap). On définit maintenant le nombre de permanences de signes [1(ay,...,a;)
dans (4,...,a;) par récurrence sur n :

[M(ag) = 0,

M(ag,...,.ap. 1) = M(ag,....a5) + 1 si ag,; ale méme signe que le dernier élément non

nul de (ay,...,a,)

Fag,....ap,q) = IT((ayp,...,a,) sinon.

(n a alors la relation suivante.

Remarque 2 :  Si les éléments de (ag,...,ap) sont tous non nuls, alors on a
N@gean) = V(= Dag, (- D" ay, .. ~a, .2, ).

La différence C(ay,...,a;) entre le nombre d'éléments positifs et le nombre d'éléments négatifs
dans la suite (ap,....a,) estégale 2 M(ay,....a,) — V(ag,...,ap) si ag>0.
On peut donc réénoncer ainsi le théoreme de Jacobi :

Avec les notations précédentes, si les det(Ay) sont tous non nuls, la
signature de la forme quadratique associée a une matrice symétrique A
estégalea C(1, (det(Ak))kzl,_wp ).

La proposition suivante indique comment se généralise le théoreme de Jacobi. On doit
tout d'abord généraliser la définition du nombre Clay,...,a,) au cas d'une suite comportant des
z€ros.
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Définition : On définit la quantit€ C(ay,...,a,) ol (ag,...,ap) est une suite d'é€léments de
K etay # 0 de la maniére suivante:
— faisons apparaitre les éléments nuls de (ag,...,ap)
(ag,...,ap) = (ap,..., al‘(]),0,....,0,ai(])+k(])+l, ai(z),O,...,O,ai(2)+k(2)+1, oy
(- 1)+k(t-1050:8i (1 Dkt 141> -8i()s O,-..0)
(tous les éléments 3, tels que i(h-1) + k(h-1) <j<i(h), h=1,.,t sontnon nuls)
- définissons C(ag,...an) = Zna_ 1 Cai(1yrk(-1)+1-+2i() + Shet. g Eh
avec g, = 0 si k(h) est impair
(-l)k(h)/2 signe( 3i(hy+k(h)+1 - 3ithy ) Si k(h) est pair .
Proposition 8 :  Avec les notations précédentes, la signature d'une forme de Hankel dont la
matrice symétrique associée est A, est €galea C( 1, (det(A)) )k=1,...,p ).

démonstration:

due a Frobenius [Fro] . Il semble difficile d'exposer ceci plus clairement que [Gan], tome 1,
chapitre 10 . a

Les résultats précédents nous permettent d'énoncer la proposition suivante:

Proposition 9 :
La signature Sg(P,Q) de B(P,Q) est égale a la quantité C( 1, ( b(P,.Q) )k=1,...,p ).

démonstration:
On utilise la proposition 8 et le fait que la matrice associée 3 B(P,Q) est une matrice de
Hankel. a

Remarque 3 :

A cause de la relation entre bezoutiens et coefficients sous-résultants, il est clair que si le rang
de la forme quadratique B(P,Q) est r, alors le bezoutien b(P,Q), est non nul (utiliser le
corollaire du théoréme 3 de 1.2 ). Ceci permet d'obtenir plus facilement la proposition 8 dans
le cas particulier de B(P,Q) (on n'a pas besoin du théoréme 23 page 344 de [Gan]).

Théoréeme 4 (méthode des bezoutiens [Her], [Syl]):
La quantité C( 1, ( b(P,Q)x k=1 p ) estégale d ¢, (P,Q)—c_(P,Q).

démonstration:
On applique le théoréme 3 et la proposition 9 . 3

,,,,,

Remarque 4 :

1) Les calculs des ( b(P,Q)x )k=1,_..,p ) se fontdans I'anneau A . La quantité
CCL (b(PQ)) k=1,..p ) dépend évidemment du choix de l'ordre sur K .

2) Considérons maintenant un homomorphisme d'anneau Sp de A dans A'.
Les b(Sp(P),Sp(Q)), sont les spécialisés des b(P,Q)y
Il faut recalculer C( 1, ( b( Sp(P),Sp(Q) )y k=1
b( Sp(P),Sp(Q) ) et en utilisant la définition de C .
Notons que dans toute la théorie de Hermite et des bezoutiens il est essentiel que le degré de
P soit fixé.

p ) en évaluant les signes des

.....
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d) De la méthode de Sturm-Habicht a la méthode d'Hermite

Nous allons maintenant indiquer comment calculer VstHa(P,Q) & partir des coefficients
sthy (P,QQ) k=1,..,p » €n l'absence des polyndmes StHa,(P,Q), ce qui finira d'expliciter le
rapport entre la méthode de Sturm et la méthode d'Hermite.

Proposition 10 :

VoiHa(P.Q) estégala C(( sthy «(P,Q) =0, p)-
Ce résultat reste valable méme si P n'est pas unitaire

démonstration:
voyons le cas ou P est unitaire
Il est clair que si tous les sthp_k(P,Q) sont non nuls on a :
VstHa(P.Q; +eo) V( Sthp—li((P’Q) k=0,...p )
VsiHa(P,Q; —e) VD sthy  (PQ) k=g, p )
I1( sthpk(P,Q) k=0,...,p ) en utilisant la remarque 2,

.....
.....

d'ot s Vgia(P.Q) = Vgi1a(PQ; —o0) = Vgypa(P,Q; +o0) = C( sthy (P,Q) k-0,..p ) -
d'oli: Vgipa(P.Q) = Vgia(P,Q; =) — Vgeyya (P,Q; +o0) = C( sthy k(P.Q) k=0,..p ) -

Le cas non trivial est celui d'un polyndme défectueux dans la suite de Sturm-Habicht car alors
il 'y a un zéro de plus dans la suite des sthy ((P,Q) (k=0,...,p) que dans la suite de Sturm-
Habicht
Rappelons (proposition 2) que si

sth;(P.Q) = 0, sthj ;(P,Q) = ... = sth; ,(P,Q) =0, sth; _1(P,Q) # 0
alors StHaj(P,Q) est de degré j , StHaj,l(P,Q) est défectueux de degré j-h-1 et tous les
StHay(P,Q), j-h <k <j-1, sont nuls.
Nous allons montrer, en notant StHaj(P,Q) , StHaj_l(P,Q) et StHaj_h_l(P,Q) respectivement
StHaj , StHaj_l et StHaj_h_l que
V( (StHaj,StHaj_],StHaj_h_l) , — o ) - V( (StHaj,StHaj_],StHaJ-_h,l) , oo ) = €
avec ep =0 si h estimpair,

en=(-D™ signe( sth(P.Q) sth;;1(P,Q) ) sinon .
D'apres la proposition 2 nous avons, en notant Czi'h'l le coefficient dominant de StHaj_j,

sthj(P,Q)" StHa, ;= (-HNh+1/ (G )" StHa

d'od sthj(P,Q)" sth;,_;(P,Q) = (-1)h+1Y CTSBLENCON

Il est maintenant facile de voir avec (***) que
sihestimpairet (-1)MD/2-1  gjors

V( StHaj, StHaj_l, StHaj_ 15 —°°) — V( StHQJ', StHaj_l, StHaj_h_l ; +°°) =0

~ sihestimpairet (-D™D2-_ 1 gors

V( StHaj, StHaj_l, StHaj_p]_i s —oo) — V( StHaj, StHaj_l, StHaj_h_] ;4o0) =0
st h est pair et (-1) 221 alors

V( StHaj, StHaj_l, StHaj_R_ﬂ ) —°°) - V( StHaj, StHaj_l, StHaj_h_l S +°°) =1
st h est pair et - 2= 1 alors

V{( StHaj, StHaJ—_], StHaj_h_l 5 —°°)—V( StHaj, StHaj_l, StHaj_h_l ; Foo)=—1

et de vérifier que dans les quatre cas le résultat est égala g .
Le cas ou P n'est pas unitaire se déduit du cas P unitaire et de la proposition 1. O

Théoreme 8
Les deux nombres Vg, (P,Q) et Sg(P,Q) coincident.
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démonstration:
mettre bout & bout les proposions 6 ,9 et 10. i

e) Conclusions et remarques

Résumé des résultats obtenus

On peut résumer dans le théoréme suivant les résultats obtenus

Théoreme 6
a) (1) Les 2 nombres Vsiu(P.Q:a,b) , V’siHa(P.Q;a,b) coincident.
(i) Ils sontégaux a c +(P.Q;a,b) — ¢.(P,Q;a,b).
b) (i) Les 3 nombres Vstu(P.Q) . Vgina(P.Q) , C( ( sth, «(P,Q) )k=0,..p )
coincident, et coincident avec Sg(P,Q) lorsque P est unitaire.
(i) TIls sont égaux a c,.(P,Q) - c.(P,Q).

démonstration:

a)()  voir le théoreme 2

a) (i)  voir le théoréme 1 (i) de 1.1

b) (i)  voirles théoremes 2 et 5 etla proposition 10.

b) (i) : a) et au choix le théoréme 1(ii) de 1.1, ou le théoreéme 3. a

Dans la démonstration du point b) on a donc produit une démonstration du point (ii) du
théoréme 1 de 1.1 (cas ou l'intervalle est R tout entier) a partir du théoréme 3 (méthode
d'Hermite), ou inversement, et ceci essentiellement par des méthodes d'algébre linéaire . 11 est
intéressant de noter que les preuves - toutes deux €lémentaires - de ces deux théoremes
reposent sur des principes distincts : théoréme des valeurs intermédiaires dans un cas, existence
de racines complexes conjuguées dans l'autre. On pourrait aussi considérer qu'a partir des
théorémes 1 (ii) de 1.1 et du théoréeme 3 on a produit une preuve de la proposition 9 sans
utiliser les résultats de Frobenius sur les formes de Hankel.

Discussion

En définitive, quelle est donc la meilleure méthode pour calculer ¢,(P,Q) — c.(P,Q) ?

La méthode de Sturm-Sylvester n'a que des inconvénients par rapport i la méthode de
Sturm-Habicht : calculs dans un corps plutdt que dans un anneau, défauts de spécialisation,
temps de calcul plus long . La méthode de Sturm-Habicht est en temps polynomial (si on
travaille sur les entiers naturels, ou plus généralement sur un anneau ol les déterminants se
calculent en temps polynomial).

Etant obtenue par des changements de signes automatiques 2 partir de la suite des sous-
résultants, la suite de Sturm-Habicht peut, elle aussi, se calculer par des méthodes modulaires.

La méthode d'Hermite donne elle aussi un algorithme (la méthode de réduction des
formes quadratiques de Gauss donne naissance i des calculs explicites); il est toutefois plus
intéressant de calculer la signature de B(P,Q) par la méthode des bezoutiens. En utilisant alors
la méthode de Bareiss pour calculer les déterminants on a alors affaire (sur les entiers ou sur un
anneau ou les déterminants se calculent en temps polynomial) & un algorithme en temps
polynomial. Du point de vue des spécialisations, rappelons que la méthode des bezoutiens se
spécialise bien a condition qu'on travaille toujours en degré fixé pour P (voir remarque 4 ) .
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S1 on compare maintenant la méthode de Sturm-Habicht a celle des bezoutiens, on
observe que la méthode de Sturm-Habicht donne des calculs plus rapides :

— en utilisant les relations entre sous-résultants et restes on donne un algorithme de
calcul de toute la suite des sous-résultants plus rapide que le calcul d'un seul coefficient sous-
résultant par la méthode de Bareiss (voir le point " complexité” dans le § 2 ), donc également
plus rapide que le calcul des bezoutiens (qui est essentiellement le méme que celui des sous-
résultants). De plus la méthode de Sturm-Habicht s'applique au cas ol P n'est pas unitaire et
permet de calculer directement ¢,(P,Q;a,b) - ¢.(P,Q;a,b) .

= les propriétés de spécialisation de la suite de Sturm-Habicht sont meilleures : on peut
en particulier traiter le cas ol le degré de P baisse exactement de 1 alors que celuide Q ne
change pas.

= pour calculer ¢,(P,Q) ~ ¢.(P,Q) , il faut noter que la méthode la plus rapide est la
suivante: calculer la suite des polynémes sous-résultants par un des algorithmes du § 2, en
déduire la suite de Sturm-Habicht par des changements de signes automatiques, et évaluer les
signes des seuls coefficients de Sturm-Habicht et appliquer la proposition 10 . (valable méme
pour P non unitaire). Ce qui donne un calcul en O(n?) opérations arithmétiques suivies de n
¢valuations de signes.

Dans I'état actuel des choses, on peut donc conclure en général a la supériorité de la
méthede de Sturm-Habicht. La méthode des bezoutiens pourra toutefois peut-€tre s'avérer plus
efficace dans certains cas, car elle repose sur les sommes de Newton qui sont des fonctions
symétriques de calcul rapide (voir [Val]).

Remarque 5 :

On vieat de voir que les calculs pour trouver le nombre de racines de P (resp.. la différence
entre le nombre de racines de P rendant Q > 0 etle nombre de racines de P rendant Q<0)
sont essentiellement les mémes dans la méthode d'Hermite (plus précisément celle des
bezoutiens) et celle de Sturm (plus précisément celle de Sturm-Habicht).

Une différence essentielle entre la méthode d'Hermite (ou la méthode des bezoutiens) et celle
de Sturm (ou de Sturm-Habicht) est que dans la méthode d'Hermite on traite globalement toutes
les racines et qu'on ne peut étudier avec les seuls polynémes P et Q ce qui se passe sur un
intervalle Ja,b[ . Une maniére de pallier a cet inconvénient est d'introduire les polynémes

@-xQ, b=-xQ.

Mous allons voir sur un exemple que ces différents calculs donnent des résultats
différents, et que les résultats les plus simples sont obtenus pour la suite de Sturm-Habicht de
PetpP.

Exempie 3 :

Comparons donc les différents calculs qui permettent de déterminer la condition (C) pour
que le nombre de racines réelles comprises strictement entre — 1 et 1 d'un polynéme du
troisieme degré P = x> + Px +q sans racines doubles soit égale A trois :

1) calcul de la suite de Sturm-Habicht de P etévaluationen —1 et 1 :
on trouve que (C) est équivalente a:

ptq+1 >0, q-p-1<0, p+3>0, 2p+39 <0, -2p+3g>0,
4p3+27q2 <0,

2} calcul des suites de Sturm-Habicht de x3 + px + qet 1-x , puisde x> + px +q et
-1-x  {ou méthode des bezoutiens pour x3 + px +q et 1-x, puis pour x3 + px +q et
-1x )
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on trouve que (C) est équivalente i
4p*+6p-9q <0,  4p2+6p+9q < 0 . (p+q+1)(4p3+27¢%) < 0,
@p-D(@p>+27¢%) > 0,
Il n'est pas immédiat que ces systemes d'inégalités soient €quivalents. Le résultat Destle
plus simple, et ne peut &tre obtenu par la méthode des bezoutiens.
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The proofs can be interpreted in the particular philosophy of each reader. In a classical point of

view for €xample, the effective procedures in the definitions may be interpreted as given by oracles.

Key-words Ordered ficlds, Constructive Mathematics, Uniformly primitive recursive algorithms,
Algebraic mean value theorem, Hormander algorithm, Algorithm IF (formal incaqualitics), d-closed
ordered ficlds.




2 Théorie constructive élémentaire des corps ordonnés

1) Introduction

La théorie classique élémentaire des corps ordonnés (théorie d’Artin Schreier) fait un
usage intensif des méthodes non constructives, notamment par un recours a l'axiome du choix.
Par ailleurs, on sait depuis Tarski (d'une certaine maniere depuis Sturm et Sylvester) calculer
de maniére explicite dans la cloture réelle d'un corps ordonné K en n'effectuant que des
calculs dans K . Cette contradiction apparente est levée dans l'article qui suit.

Nous donnons en effet une preuve constructive des premiers résultats de Ia théorie des

corps ordonnés, y compris I'existence de la cléture réelle d'un corps ordonné.

Nous renvoyons a [ MRR] pour la théorie constructive des corps discrets.

Toutes les preuves peuvent €tre lues avec des lunettes adaptées a la philosophie ou au
cadre de travail de chaque lecteur (lectrice) particulier.

Si on adopte un point de vue “classique" par exemple, les procédures effectives
intervenant dans les définitions de départ peuvent étre considérées comme données par des
oracles. En conséquence, les preuves fournissent une preuve dans le cadre classique, er sans
recours a l'axiome du choix, de l'existence de la cloture réelle d'un corps ordonné arbitraire.

51 on adopte le point de vue de la théorie classique "récursive”, les preuves données
fournissent des algorithmes uniformément primitifs récursifs (cf. [KI1]) sous forme de
Machines de Turing a oracles.

Sion adopte le point de vue constructif, on obtient la preuve de I'existence de la cldture
réelle d'un corps ordonné discret.

Les outils essentiels pour constructiviser la théorie classique sont les suivants: une
version constructive du théoréme des accroissements finis pour un polynéme sur un corps
ordonné; la notion d'algorithme cohérent d'attribution de signes dans un anneau de polynémes
Sur un corps ordonné K; la notion de corps ordonné d-clos.

L'utilisation de l'algorithme IF présenté dans [CR] permet en outre de donner une
présentation particulierement concrete de la preuve d'existence de la cloture réelle.

Nous donnons dans les paragraphes "commentaires" quelques précisions sur le point de vue
constructif "3 la Bishop".

polyndmes de degré < d+1, ceci par récurrence sur d . Notre papier peut étre considéré comme
une présentation moderne, et nous I'espérons, plus claire, des résultats de Hollkott. Merci 3
L. Gonzalez pour nous avoir communiqué la référence [Za] et & T. Sander pour nous avoir
traduits quelques parties décisives de la thése de Hollkott. Tomas Sander a pour sa part étudié
récemment I'indépendance de I'existence de la cléture réelle par rapport a I'axiome du choix,
dans le cadre de la théorie ordinaire des ensembles ZF ([Sa]).

Une version anglaise et moins détaillée de ce papier parait dans les conférences dy

colloque MEGA 90 (édité chez Birkhaiiser). \\
Cowo qyue&m hacer QSWLO

C \f\iv\so\ do wadeg V



2) Préliminaires 3

2) Préliminaires

Corps ordonnés discrets

Définitions
Nous renvoyons i [MRR] pour la théorie constructive des corps discrets. Néanmoins, les

définitions qui suivent sont formulées de maniére 3 &tre comprises aussi bien d'un point de vue
classique que constructif,

Définitions 1
Un ensemble est dit discret lorsqu'il est donné dans une présentation ol I'égalité de deux
€léments de I'ensemble est décidable.
On appelle corps discret , un corps K donné dans une présentation ot il est discret et ol
les lois de composition (+ |, x |, x+— —x » X+ 1/x) sont calculables.
On appelle corps ordonné discret » un corps ordonné K donné dans une présentation ou
les lois de composition ( + » X s X =X, x+—>1/x) sont calculables et oi) le signe
d'un élément est décidable.
Un intervalle ouverr est par définition un ensemble Ja,b[ ol a et b sont dans K ou
€gauXad +oo OU —oo .

Désormais, les corps ordonnés que nous considérons sont tous "ordonnés
discrets" et les corps que nous considérons sont tous des "corps discrets".

Théoréme des accroissements finis
Exemple : Pour tout polyndéme de degré <4 on a I'identité:
P(a)-P(b) =
(a=b) (P'(a/6 + 5/6)/3 + P*(a/3 + 2b/3)/6 + P* (2a/3 + b/3)/6 + P"(Sa/6 + b/6)/3)
Plus généralement on a les résultats suivants :

Lemme
WWexiste deux suites (V)55 et (T Disisjij=1,2,. .n,. de rationnels €10, 1 [
telles que, pour tout polyndbme P& Q [X] de degré <n, on ait : ey

1 i
\"'\:)(f: o )

P(a)-P(b) = (a-b) x Z La.P(a+ Ain(b— a)) -
i=1
Théoréeme 1 : (théoreme des accroissements finis)
[l existe deux suites (Xi'j)lSisj;jﬂ_z‘._“nw et (1 Disisjje1.2...n.. de rationnels €]10,1]
telles que, pour tout corps ordonné K et tout polynéme P € K[X] de degré <n , on ait

T

P(@)-P(b) = (a-b) x Z ri,.P(a+ Ain(b— a))

i=1
En particulier, _
1) si P’ estde signe positif sur un intervalle, la fonction polyndme est croissante sur cet

intervalle.
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2) sur tout intervalle borné, le taux de variation de P est majoré (la fonction définie par P
est lipschitzienne sur tout intervalle borné)

preuve> Le théoreme est une conséquence immédiate du lemme: ce dernier fournit en effet des
identités algébriques concernant les variables a, b, et les coefficients du polynéme ” qui
s'appliquent alors dans tout anneau commutatif qui est une Q -algébre, et en particulier dans
les corps commutatifs de caractéristique nulle.

Démontrons le lemme.

Par changement de variable affine, on se raméne au cas ol a= — 1 et b=1 . Considérons le
degré n fixé. L'application P+ P(1)—P(—1) est une forme linéaire ne faisant pas
intervenir le coefficient constant. Les formes linéaires ne faisant pas intervenir le coefficient
constant forment un espace de dimension n. Pour tout choix de n rationnels A, les

Ln °*

formes linéaires P r— P’(A;,) sont indépendantes et ne font pas intervenir le coefficient

 constant. 11 correspond donc a ce choix des rationnels T;n quirendent la formule vraie. La
. difficulté consiste a déterminer des Ain€10,1[ telsqueles I, correspondants soient

également sur ] 0, 1 [ . Les formules de quadrature de Gauss correspondent i un tel choix,
mais avec des réels alors que nous voulons des rationnels. 11 suffit alors de choisir des A,
rationnels suffisamment voisins des A n de Gauss (zéros des polyndmes de Legendre) pour
que les r;, correspondants restent positifs. a

Remarques 1 :

1) Une majoration et une minoration explicites de P’ peuvent étre calculées sur un intervalle
born€, donc également un module de Lipschitz pour P.

2) Les identités algébriques énoncées dans le théoréme 1 sont encore valables lorsque K
est un anneau commutatif qui est une @ -algébre.

Lemme de Thom

Définitions et notations 2 :
On appelle signe un élémentde {—1,0,+1}. Un signe estdit strict s'ilest #0.8Si x
est un élément d'un corps ordonné et G un signe, on écrira X =G pour signifier que x a
le méme signe que ©.
Une partie d'un corps ordonné K est dite convexe si, chaque fois qu'elle contient deux
€léments, elle contient tout élément compris entre ces deux éléments. Elle est dite ouverte
si elle est réunion d'intervalles ouverts. Une fonction de K vers K est dite continue si
I'image réciproque d'un ouvert est un ouvert.
Une condition de signe portant sur un élément x est une relation x=o. Une condition
de signe généralisée (en abrégé csg ) portant sur un élément x est une des relations
x<0,x£0,x=0,x>0,x%0,x+0. Quand on remplace une condition de signe
x <0 ou x>0 par la condition de signe généralisée associée x <0 ou x 0, onditque
la condition de signe a été reldchée.

Lemme : Une fonction polyndme est continue.

Théoréme 2 : (lemme de Thom, version 1, corps ordonné sans hypothése de cloture)
Soient un corps ordonné K, et P un polyndme de K[X], dedegré n,
[C0. 31, ..., 6] une liste de signes stricts.

T 'arcormhla [ o v I3 s\ — Y37 N e ~(1Y, - fnY
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ensemble ouvert convexe .

Si on reldche les conditions de signes, et si 'ensemble était non vide, on rajoute au plus une
borne inférieure et/ou une borne supérieure.

Si maintenant, on remplace la premiére condition de signe par P(x) = 0 , I'ensemble
possede au plus un point. En d'autres termes, deux racines distinctes de P attribuent deux
signes distincts 2 au moins I'une des dérivées de P.

preuve> Le lemme résulte par exemple du fait qu'une fonction polynéme est localement
lipschitzienne. Pour le théoréme, on raisonne par récurrence sur le degré de P . On sait déja
que I'ensemble défini par les conditions de signes "a la Thom" est ouvert. Par hypothése de
récurrence, on peut SUppOSer qu'on est sur un convexe contenant au moins 1 point, défini par
les conditions de signe portant sur P’, P” etc... Sur cet ensemble la fonction P est
strictement monotone d'aprés le théoreme des accroissements finis. etc... Q

Cénes premiers. Construction d'un corps ordonné par

attribution d'un signe a tout élément d'un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif et o une partie décidable de A . On dit que o estun
cone premier de A sion ales quatre propriétés
1) VxeA,xte a,
2) a+o C a,
3) a.o0 C o,
4) Vx,yeA XYEa = [ x€a ou -y€ a ]

On appelle alors support de o et on note Supp(a) I'intersection o N — o . Cest un
idéal premier. Le corps de fractions de l'anneau quotient A/Supp(a) est appelé le corps
résiduel de a . On le note k(Supp(a)) . Cest de maniére naturelle un corps ordonné : les
¢léments positifs ou nuls de k(Supp(a)) sont les images des éléments de o .

Soit K un corps ordonné et A une K-algebre. Un cone premier o de A est dit
compatible avec I'ordre de K sion a en outre
5) aﬂK={x€K;x>,O}
Le corps k(Supp(a)) est alors une extension ordonnée de K.

Soit L une extension ordonnée de K et f un homomorphisme d'anneau de A dans

L . Alors L estune extension ordonnée de k(Supp(a)) si et seulement si :
AN {x € A: f(x)>0 dans L} =«

Si les €léments de A/Supp( o) sont algebriques sur K, k(Supp(a)) = A/Supp(a)
et c'est une extension algébrique de K. On dit alors que o est algébrique sur K.

Lorsque A =K[X] on note X limage de X dans k(Supp(a)) . Si de plus o est
algébrique sur K, K[X,] estle corps ordonné k(Supp(a)) tout entier.

Pour une partie o d'un anneau commutatif A | les propriétés 1), 2), 3) ,4) peuvent étre
reformulées en considérant les trois parties og=o N -, a,= a-o o et o_=-aqa,
Les axiomes 1), 2), 3) et 4) se réécrivent alors en

1) A est réunion dicininte de ~ v ~ o o
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2’a) agpt+a C o,
2’b) a+a, < a,,
3’a) 0. C a,
3) a,a C a,,

On peut enfin reformuler ces résultats en terme d'un algorithme d'attribution de signes
dans I'anneau A . Construire un cone premier dans A revient en effet 3 attribuer un signe a
tout €lémentde A |, c.-a-d.  construire une fonction Sg: A—— {=1,0,+ 1}.
On pose alors : ap={x€A; Sgx)=0}, a,={x€A; Sgx)=1)}, a= o U a, ,
a_={x€A; Sg(x)=-1 }.
La condition 1°) peut alors &tre remplacée par la seule condition:
1) a_=- q,

Définition 3 ; Lorsque les conditions 17), 2%a), 2°b), 3’a), 3’b), 5) sont vérifiées nous
dirons que nous avons un algorithme cohérent d'attribution de signes dans A.

Remarque 2 : Sil'anneauy Afa est une extension algébrique de K , alors c'est un corps
(un anneau commutatif discret intégre qui est une extension algébrique d'un corps K est né-
Ccessairement un corps).

Corps ordonnés d-clos

Corps ordonnés 2-clos et corps réels
Définitions
Définitions 4
Uncorpsestdit réel si: *“ 1+ une somme de carrés =0 ” est absurde.
Un corps ordonné est dit d-clos (ou d>1) sitout polyndme P de degré < d qui
change de signe entre a et b possede une racine sur l'intervalle d'extrémités aetb.
Remarques 3 : Tout corps ordonné est réel et 1-clos. Tout corps réel est de caractéristique

nulle. Dans un corps ordonné d-clos, tout polynéme qui se décompose en facteurs de degrés <
d possede une racine sur tout intervalle ou il change de signe.

Dans le cadre classique, la notion de corps ordonné d-clos ci-dessus est €quivalente 2 la notion
de corps réel d-clos donnée dans [Bou].
Commentaire : Dans la définition précédente "posséder une racine” est pris au sens constructif, ¢.-a-d. "une
racine peut étre calculée”. Nous ne répeierons pas systématiquement ce genre de remarque dans la suite.
Proposition 3 : (Equivalence de deux notions)
Un corps ordonné est 2-clos si et seulement si tout positif est un carré. En particulier dans
un corps ordonné est 2-clos, tout carré est une puissance 4 .
Réciproquement, un corps réel ol tout carré est une puissance 4 peut étre ordonné de
maniere unique, en prenant pour positifs les carrés, et il est alors ordonné 2-clos.
preuve> La premiére affirmation est démontrée comme au lycée. La seule non trivialité ensuite
est que les carrés permettent d'ordonner un corps réel ol tout carré est une puissance 4 . Si a
est un €lément non nul, on considére b vérifiant b* = a2 , puis on teste si a= b2 ou
a= —b* . Ceci permet d'attribuer un signe a tout élément. ]| s'agit ensuite de vérifier que la

somme de deux positifs est un positif, c.-a-d. que la somme de deux carrés est un carré. Cela
résulte facilement de la réalité de K ™



2) Préliminaires 7

La proposition précédente justifie la définition qui suit:

Définition 5 : Un corps réel est dit 2-clos si tout carré est une puissance 4 (c.-i-d. encore
si, pourtout X, X ou — X estun carré). Il estdit d-clos (d > 3) sien outre il est d-clos
en tant que corps ordonné.

Construction de la 2-cloture d'un corps ordonné

Définition 6 :
Une extension ordonnée R d'un corps ordonné K est appelé une 2-cléture ordonnée (ou
2-cléture) de K sicestun corps ordonné 2-clos et si tout élément de R peut étre obtenu
a partir d'€éléments de K par répétition des opérations arithmétiques et de I'opération:
extraction d'une racine carrée d'un positif.

Nous donnons le théoréme qui suit essentiellement 2 titre de mise en jambe pour la construction
de la cloture réelle d'un corps ordonné, qui sera démontrée par une technique analogue.

Théoreme 4 :
Tout corps ordonné K posséde une 2-cloture, unique 2 un K-isomorphisme croissant
unique pres.

preuve>Si a est un élément positif de K ., on constate facilement qu'il existe une extension
ordonnée de K obtenue en “rajoutant” une racine carrée positive de a : sans préjuger du fait
que K possédait déja ou non une telle racine carrée positive, on peut attribuer sans ambi guité
un signe a toute expression x+y vya , oul x et y sontdans K (on procéde comme au
lycée), donc également a toute expression Q(Wa) ou Q€ K[X] , en considérant le reste de la
divisionde Q(X) par X?—a ; il reste alors a vérifier que I'on a ainsi un algorithme cohérent
d'attribution des signes dans KI[X], qui est derechef noté K[Va].

Cette extension ordonnée est unique a un K-isomorphisme croissant unique pres, parce qu'il
n'y a pas d'ambiguité possible dans I'attribution d'un signea x+y va: plus précisément, on a
le résultat suivant : si L est une extension ordonnée de K ol a posséde une racine carrée
positive A , alors il existe un K-isomorphisme croissant unique de K[Va ] vers K[A]
(sous corps de L engendré par Ket A ). D'oti on déduit le :

Lemme : Supposons a et b >0 dans un corps ordonné K, alors il existe un unique
K-isomorphisme croissant de K[Va ][b ] vers K[vb ][Va ].

En itérant cette construction, on va voir qu'on obtient une extension algébrique ordonnée R de
K ol tous les positifs sont des carrés.

Concrétement, tout élément de R apparait comme construit en un nombre fini d'étapes h : il
est alors de la forme xj, + y,, \/E Ol Xy ,yn ,a, sont 3 éléments d'une extension
K[\/—i_il—][\/?iz—]...[\/ ap_; ] construite a l'étape h— 1, avec a, positif,

Considérons maintenant 1'union disjointe de toutes les extensions K[\/;l—][\/; ]...[\/;i ]
possibles. La 2-cldture cherchée sera un quotient de cette union.

Soient :

K, = K[\/Z][\/Z;]...[\/_Zi | (avec ay, oy ;) positif dans K[\/Tal-][\/g]...[\/@)
et Ky =KIVby Vb, J..[b; | (avec by oy positif dans K[vby 11V, )..[V by 1).
Définissons K” = K; (b, 1[Vb, 1..[Vb;] et K” = Ky[Va; J1Va, ). [a |.
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Ces définitions sont possibles parce que, par exemple, le fait que ay est positif dans
K{‘\GI Va, ]...[\/ah'I 1 peut étre testé par des calculs dans K qui sont a fortiori valable
dans K, . '

K™, etcet isomorphisme est manifestement unique.

Par définition, des éléments de K, et de K, sont équivalents si ils sont "égaux" via cet
isornorphisme. 11 faut vérifier que cette relation est bien une relation d'équivalence compatible
avec la structure de corps ordonné: la réflexivité et |a symétrie sont immédiates. [a transitivité
s'obtient en considérant les isomorphismes uniques liant des extensions composées obtenues i
partir des  trois extensions en cause. N

La 2-cldture cherchée est alors le quotient de I'union disjointe des K| \/;17 ][\/52‘ 1.V a; ] pour
cette relation d'équivalence. u

~

Commentaire: I es impossible de démontrer constructivement que tout corps réel peut étre ordonné, ou plus
prosaiquement qu'on puisse, dans un corps réel, soit rajouter une racine carrée de a, soit rajouter unc racine
carré¢ de —a , et obtenir une extension réelle : il faudrait pour cela étre capable d'affirmer que a ou —a n'est
pas unc somme de carrés. Cecij impliquerait manifestement Je "trés petit principe d'omniscience” (LLPO), qui
n'est pas admissible constructivement (cf. [MRR] chap. 1 a cc sujet). On trouvera un exemple de corps récl
récursivement présenté mais non récursivement ordonnable dans [MN].

Corps ordonnés d-clos

Introduction
Théoreme 5 :
Dans un corps ordonné d-clos K , 1a liste ordonnée [ay, .., a;] des racines d'un
polyndme P de degré < d peut étre calculée,
En outre, si 0= - o | ®iy1 = +eo, le polyndme P est de signe strict constant sur cha-
que intervalle ) ., a1 (0<j<i) dans n'importe quelle extension ordonnée de K .
NE:i=0si P ne possede pas de racine dans K .

preuve> On raisonne par récurrence sur le degré de P . On suppose donc qu'on a calculé les
racines de P’. Ceci permet déja d'expliciter les racines communesa P et P’. Simaintenant a
et b sont deux racines consécutives de P’, le polyndme P’ a méme signe sur tout I'intervalle
Ja,b[ qu'en (a+b)/2 . Donc P est strictement monotone sur cet intervalle et s'annule au plus
une fois. Il s'annule si et seulement si P(a).P(b) < 0 » auquel cas la racine peut €tre calculée
dans K (d'apres la définition d'un corps d-clos). Méme raisonnement avec le ou les deux
intervalles d'extrémité du tableau de variation de P,en remplagant + o ou — oo par un
€lément au dela d uquel le polyndme est de signe connu.

Commentaires: 1) Une formulation constructive plus "provocante” du théoreme ci-dessus cst la suivante :
Dans un corps ordonné d-clos, les racines d'un polyndme de degré < d forment un ensemble fini, et le
polyndéme n'admet pas d'autre racine dans unc cxtension ordonnée de K .

2) Lamise a plat de Ja preuve par récurrence du théoreme 5 conduirait a appliquer la méthode de Hérmander 3 1a
liste [P] pour détermincer les racines de P (cf. §4).

Algorithmes de Sturm et de Sturm-Sylvester

Rappelons tout d'abord comment est construite la suite de Sturm pour les polynémes P et Q:
Stuy(P,Q) ;=P Stu,;(P,Q) := Rst(P’Q,P) ,
Stu,,,(P,Q) := - Rst(Stui(P,Q),Stui_l(P,Q) (on s'arréte au dernier reste non nul).

PQ,YO eSO

Ql@ c?\/esﬁ

J \)\JQ«‘AQ/

collcullaw S

g
P

Fuve
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La suite de Sturm de P est obtenue en prenant Q =1 . On note Vg, (P,Q;a) le nombre de
variations de signes dans la suite des Stu;(P,Q)(a) (sans tenir compte des 0) , et
Vs(P,Q;a,b) ladifférence Vg, (P,Q;a) - V¢ (P,Q;b) .

Le théoreme de Sturm-Sylvester affirme que, dans le cas d'un corps réel clos, si a <b sont
non racines de P, le nombre Vg, (P,Q:a,b) est égal au nombre de racines de P sur ]a,b|
rendant Q >0 moins le nombre de racines de P sur Ja,b[ rendant Q <0.

Théoreme 6 : (polyndme de degré <d dans un corps ordonné d-clos)
Soit K un corps ordonné sous corps d'un corps ordonné d-clos L . Les algorithmes de
Sturm (pour le nombre de racines de P sur un intervalle donné, dans L ) etde Sturm-
Sylvester (pour le nombre de racines de P rendant Q >0 sur un intervalle donné, dans
L ) donnent un résultat correct si P estde degré < d.

preuve> la preuve classique fonctionne sans probléme, vu le théoreme précédent (cf. par
exemple [GLRR] pour la preuve classique) O

Remarque 4 : 1l y a des exemples de corps ordonnés avec des polyndmes P de signe
constant sur un intervalle, mais avec un nombre de racines > 0 prescrit par l'algorithme de
Sturm: rajouter @ Q un infiniment petit positif €, considérer le polynome
P=(X*-).(X° - &% et lintervalle [e2¢] .
Proposition 7 :  (polynéme de degré d+1 dans un corps ordonné d-clos)
On suppose que P est un polyndme de degré d+1 i coefficients dans un corps ordonné
d-clos K. On considere un intervalle I ducorps K, P ne s'annulant pas aux extrémités
de l'intervalle.
Si P est sans facteur carré, 'algorithme de Sturm (pour le nombre de racines de P sur
l'intervalle 1) compte le nombre de changements de signes de P sur l'intervalle . En
particulier, le nombre de racines de P dans K sur l'intervalle est au plus égal a celui,
positif ou nul, prévu par l'algorithme de Sturm.
Si P est décomposable dans K[X] , en particulier s'il posséde un facteur carré,
l'algorithme de Sturm compte le nombre racines de P dans K sur l'intervalle.
preuve> Si P est sans facteur carré, on répéte la preuve classique en omettant les racines de P
dans le tableau de toutes les racines des polyndmes de la suite de Sturm (sauf celles qui sont
déja racines de I'un des autres polyndmes). Si P est décomposable on peut répéter la preuve

donnée dans [GLRR]! parce que P posséde une racine sur tout intervalle ol il change de
signe, de méme que les autres polyndmes de la suite de Sturm (qui sont de degré <d). Q

Le lemme de Thom

Théoreme 8 : (lemme de Thom, version 2, corps ordonné d-clos)
Soient un corps ordonné d-clos K, P un polyndme de K[X], de degré n£d, et
[0g, Oy, ..., O,] une liste de signes stricts.
L'ensemble (x; Px)=o0,, PPxX)= 0, ..., PO(x) = G, .. PM(x) = o, } estou
bien vide, ou bien un intervalle ouvert ayant pour chaque extrémit€ +oo, — oo, Ou une
racine de I'un des polynémes P, P’ , P” etc... .

t Dans le cas ou lc Pgcd de P et P’Q est # 1, la preuve, plus subtile que la preuve ordinaire, cst baséc sur
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Si on relache les conditions de signes, et si I'ouvert était un intervalle non vide, on obtient
l'intervalle fermé correspondant.

Si maintenant, on remplace la premiere condition de signe par P(x) =0, I’ensemble
possede zéro ou un point.

NB: Ce théoreme doit étre lu d'un point de vue constructif. La premicre affirmation signifie que les extrémités
de Fintervalle sont calculables a partir des données; la demiére signifie qu'il y a un algorithme pour décider si
I'ensemble posseéde zéro ou un point, et dans ce dernier cas, l'algorithme fournit le point.

preuve> Preuve par récurrence sur le degré du polynéme. Quand on coupe un intervalle bien
précisé en deux, en un endroit bien précisé, chaque moitié est un intervalle bien précisé. O

Définition 7
Soit K un corps ordonné possédant une d-cldture R . Un élément € de R estdit codéa
laThom (dans K )s'il est présenté comme racine d'un polynéme P , de degré <d, de
K[X], en précisant les signes stricts de P'(€),P’¢&), etc...
Un intervalle ouvert non borné de R est dit codé a laThom (dans K ) s'il est présenté
comme Fensemble des éléments { qui attribuent des signes stricts précisés a une liste de
polynébmes [ P, P’ P, etc...] avec deg(P) <d) l'extrémité finie o de l'intervalle étant
obtenue pour P(a) =0 .
Un intervalle ouvert borné de R est dit codé alaThom (dans K ) s'il est présenté comme
I'ensemble des éléments { qui attribuent des signes stricts précisés a deux listes de
polyndmes [P, P’ p”, etc..] et [Q,Q,Q”,etc...]) avec deg(P) et deg(Q) <d,
les exrémités o et B de l'intervalle étant obtenues pour P(a)=0 et Q(B)=0.

L'algorithme IF

Nous rappelons bri¢vement dans ce paragraphe l'algorithme IF ("inégalités formelles
simultanées") proposé dans [CR] en vue de calculer avec des nombres réels algébriques
présentés via des systémes d'équations emboitées, dont les racines sont spécifiées "a la Thom"
pour chaque nouvelle équation introduite (cf. également [BKR]). Vus les théorémes 6 et
déja établis pour les corps ordonnés d-clos, l'algorithme pourra s'appliquer pour tout corps
ordonné K qui posséde une extension ordonnée d-close R .

Petit préliminaire
Un sysiéme d'équations algébriques emboitées sur le corps K (ou encore systéme triangu-
laire d’équations algébriques sur le corps K ) est donné par une liste de polynémes
P :=[P,P,,..P] avec
P, € K[X,],P,€ K[X,.X5],.., P € KIX,X5,....X ]
chaque P; étant unitaire de degré d; en tant que polynéme en X;

Le systéme est dit normalisé si les conditions suivantes sur les degrés sont réalisées
d; 2 2 pour tout j et dx, (P;) < dy, pourtout h < j

Une solution réelle du systeme défini par la liste P est un k-uple & = [§.8,,....6,] dans
une extension ordonnée de K , avec

PiGD =0, Py& &) =0, ..., Pe(§y,85,...81) = 0 .
On est alors amené naturellement a travailler dans le corps K[E(,€,,...5] .
Si K posséde une extension ordonnée d-close R, etsitousles d, sont inférieurs ou égaux i
d, les solutions réelles dans R du systeme emboité peuvent étre caractérisées "3 la Thom", a
I'étage 1, par la liste des signes des dérivéec de D(E £ £ vy - < . &
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L'algorithme IF proprement dit

Soient P, Q;, Q,, ..., Q, des polyndomes de K[X] avec deg(P)£d, [0}, Oy, ..., Gyl
une liste de signes stricts. Supposons que K posseéde une extension ordonnée d-close R . On
peut déterminer le nombre de racines de P (dans R ) qui attribuent les signes Gy, G5, ..., G,
aux polyndmes Q;, Q,, ..., Q, en calculant le nombre de racines de P rendant R; positif,

le nombre de racines de P rendant R; négatif et le nombre de racines de P rendant R;

nul, ot R; parcourt les 3" produits de Q; prisalapuissance 0,1 ou 2. (en fait on peut s
ramener a un calcul nettement plus court, cf. [BKR] ). Ceci donne en particulier un test dans
K pour savoir s'il existe une racine de P dans R vérifiant un codage a la Thom particulier,
puis pour calculer le signe de Q() si & est une racine de P dans R codée a la Thom dans
K . Autrement dit cela permet de ramener tous les calculs dans K[&] 2a des calculs dans K .

Si maintenant, on considére un systeme d'équations emboitées, toutes de degré d, on
pourra appliquer l'algorithme précédent de maniére itérative (par rapport au nombre de
variables) et déterminer, par des calculs dans K tous les codages a la Thom des solutions
(1,828 dans R¥ du systeme considéré.

Pour une de ces solutions, soit (§;,&,,...,§;), l'algorithme IF permet alors de calculer le
signe de  Q(§;,8,.....5) ot Q€ K[X,X5,...X,] .

Autrement dit les calculs dans K[§,E,,....§,] sont ramenés i des calculs dans K. D'oule:

Théoréme 9 : Si un corps ordonné K posséde une extension ordonnée d-close R, on
peut, uniquement par des calculs dans le corps ordonné K, expliciter la structure de corps
ordonné de toute extension K[&,,E,,....E,] contenue dans R et définie par un systéme
d'équations emboitées, ol chaque &; est spécifié "a la Thom" comme racine d'un polynd-
me de degré <d et a coefficients dans I'extension précédente KI[&,;,E,,....E; ] .
L'existence, a chaque étage, d'une racine dans R répondant 2 la spécification "a la Thom"
choisie, se vérifie également par des calculs dans le corps ordonné K .

Remarques 5 : On entend par "calculs dans le corps ordonné K " des calculs qui font

intervenir exclusivement la structure de corps ordonné de K . On notera que le théoréme 9
implique que, si elle existe, la d-cloture de K est essentiellement unique.

Corps réels clos

Définition 8 : Un corps K estdit réel clos s'il est ordonné et d-clos pour tout entier d ,
c.-a-d. encore s'il posseéde un ordre unique défini par ses carrés et si tout polyndme qui
change de signe sur un intervalle posséde une racine sur l'intervalle.

Théoreme 10 : Soit K un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes

a) K est ordonné, tout positif est un carré, tout polyndme de degré impair posséde une
racine

a’) K estréel, tout carré est une puissance 4, tout polyndme de degré impair posséde une
racine

b) K est ordonné et tout polyndme posséde le nombre de racines que lui prescrit
l'algorithme de Sturm (ceci sous entend que le nombre prescrit est toujours positif ou
nul)

¢) K estréel et tout polyndme est décomposable en facteurs de degré un ou deux
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d) -1 n'estpas un carré et K[V -1] est algébriquement clos
e) K estréel clos

preuve> €) =» a) = a’) immédiat. a’) = a) cf. proposition 3

a) = d)la preuve classique fonctionne (IBCR] p 9) . On peut également répéter la preuve
donnée dans [MRR] p 189-191 pour les nombres algébriques complexes.

d) = ¢)ll est clair que tout polyndme se décompose en facteurs de degré 1 ou 2. Ensuite,
pour tout a dans K, a ou —a estun carré : il suffit de décomposer le polynéme T*—a en
un produit de 2 polyndémes unitaires de degré 2 et d'identifier. Enfin, la somme de deux
carrés est un carré : onécrit a+ b V-1 = (c+dV-1 )2, dot: a?+b2= (c? + d?)?
c)=>e)Pourtout a, a ou —a estun carré (comme ci-dessus); donc K est ordonné 2-clos;
on construit ensuite facilement le tableau des signes d'un polyndme arbitraire, et il est alors clair
qu'il s'annule sur tout intervalle ot il change de signe (les facteurs irréductibles de degré 2
n'influent pas sur le tableau de signes).

€) = b) résulte d'un théoréme déja démontré dans le cadre des corps ordonnés d-clos

b) = ¢)K est 2-clos parce que l'algorithme de Sturm prescrit 2 racines 3 un polynéme
X2—asia>0 ; puis par récurrence sur d on prouve que K est ordonné d-clos, en utilisant
la proposition 7 pour passerde d 3 d+1. Q

3) Construction de la cléture réelle d'un corps
ordonné

Rajout d'une racine 3 un polyndéme de degré d+1 dans un comps
ordonné d-clos

Théoreme 11 : Soit K un corps ordonné d-clos, P un polyndme de degré d+1, a<b
deux élémentsde K . On suppose P(a).P(b)<0 et P’ de signe constant sur Ja,b[ (ce qui
est décidable).

Il est possible d'attribuer un signe & tout élément de K[X] de mani€re a obtenir une
extension ordonnée, notée K[X,] (X estla classe d'‘équivalence de X ), de K, ou Xo

estracinede P sur l'intervalle Ja,b[ .

En outre cette extension est unique & K-isomorphisme croissant unique pres, c.-a-d. : pour
toute extension ordonnée L de K qui posséde un élément € racine de P sur Ja,b[ , il
existe un unique K-isomorphisme croissant de K[Xy] vers K[€]

preuve> Supposons par exemple que P’ soit positif sur l'intervalle.

Soit Q un polynéme de K[X], imaginons qu'il ait une racine & sur l'intervalle Ja,b[ dans
une extension ordonnée de K et cherchons 2 attribuer un signe & Q(§).

Soit Q; le reste de la division de Q par P. Si Q, est nul, (cas 1), on doit poser
Sg(Q):=0.

Sinon, calculons les racines de Q, situées sur l'intervalle Ja,b[, d'oi la liste ordonnée
[a=ug, uy, ..., u,=b] . Les valeurs successives de P sont en ordre strictement croissant. Si
P(u) =0 pour un certain i, (cas2), on pose Sg(Q):=0. Sinon, (cas 3), P passe du signe
— ausigne + surun etun seul des sous intervalles [u; ,uq], et Qq estde signe constant
connu & sur l'intervalle 111, 11, I O svea alocn © o 70NN o e
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Comme nous n'avions pas la liberté de faire une autre affectation de signe dans le cadre d'une
extension ordonnée de K ou P admet une racine & sur l'intervalle Ja,b[ , cela montre
l'unicité de l'extension 8 K-isomorphisme croissant unique pres. Et on a aussi établi :

Lemme: Si P posseéde une racine ¢ dans K ou dans une extension ordonnée de K sur
l'intervalle Ja,b[, I’affectation de signe définie ci-dessus vérifie : Sg(Q) = Signe de (Q(c)),
et donc c’est une affectation de signe cohérente.

Nous allons voir que nous avons dans tous les cas une affectation cohérente de signes dans
K[X] . Les conditions 1) et 5) sont trivialement vérifiées. Avant de passer aux autres
conditions, faisons une remarque préliminaire: si au cours de la démonstration, nous sommes
amenés a affecter 0 aun R(a) avec deg(R) £ d, cela signifie que P(c)=0 pour une racine
¢ de R sur ]Ja,b[ ,donc ¢ dans K, nous pouvons alors court-circuiter la démonstration en
faisant appel au lemme précédent (notez que nous ne faisons pas pour autant I’hypothese non
constructive selon laquelle P admet ou n’admet pas de racine dans K sur l'intervalle Ja,b[ ).
Nous pouvons supposer en particulier que nous ne sommes jamais dans le cas 2) ou P admet
une racine dans K sur l'intervalle considéré.

2’a) et 3’a): supposons Q dans o, et S dans 0y ou o, ; comme nous évitons le
cas 2), Q est multiple de P, donc QR également, et par ailleurs Q+ S et S ontle méme
reste modulo P . :

2’b): o, + o, C a, : SgS8)= +1,8g(Q)= +1,lereste de la divisionde Q+S par
P est Q;+S; . Notons [ug, uy, ..., uyl, [vg, Vi, oo Vil €t [Wg, Wy, ..., wp] les
subdivisions introduites avec les racines de S; , Q; et Q;+S; respectivement. On peut les
fusionner en une seule subdivision, les 2 polyndémes S; et Q; ontle signe + sur
l'intervalle ouvert o P change de signe (ce sont des sous-intervalles des intervalles
considérés séparément pour S; et Q; ) donc également Q,+S, , et cet intervalle est un sous-
intervalle de celui qui doit étre considéré pour l'attribution d'un signe 8 Q+S via Q;+S; .

Ib):a, x o, C a, : lereste deladivisionde Q.S par P estégal aureste R dela
division de Q;.S; par P, ce quidonne Q;.S;=A.P+R, avecdeg(A)<d.Si A; estnul,
nous raisonnons comme au cas précédent. Sinon, nous fusionnons les subdivisions associées
aux polynomes R, A ,Q; et S;. Surlintervalle ouvert minimum ( Jc,d[ ) de la subdivision
ou P change de signe, on sait déja que Q; et S; ontle signe +1 . Soit ¢ le signede A sur
cet intervalle. Le polyndme P ale signe — G en l'une des extrémités c, d, et également, vue
la continuité de la fonction P, en un point ¢’ intérieura ]Jc,d[ . Ona:

R)=(-AP+ Q;.S;)H>0. 1Q
Commentaire : Notons que si K est une partie détachable de K[X,] , alors on est capable de dirc si P
admet ou non une racine dans K sur l'intervalle. Inversement, si on est capable de calculer un facteur
irréductible (dans K[X] ) de P, changeant de signe sur l'intervalle, alors K est une partie détachable de

K[Xq] . Fort heurcusement, la construction de K[X,] est indépendante de telles hypothéses, qui ne sont en
général pas vérifiées d'un point de vue constructif.

Une preuve "abstraite”

Définitions 9 :
On appelle cloture réelle d'un corps ordonné K une extension ordonnée algébrique de K
qui est un corps réel-clos.
Une extension ordonnée R d'un corps ordonné K est appelé une d-cléture (ordonnée) de
K si c'est un corps ordonné d-clos et si tout élément de R peut €tre obtenu & partir
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d'€léments de K par répétition des opérations arithmétiques et de I'opération: calcul d'une
racine d'un polyndme de degré <d.

Théoréme 12 : Tour corps ordonné K possede une cldture réelle, unique 3 K-isomorphis-
Ine Croissant unique pres.

preuve> Nous raisonnons par récurrence sur d pour montrer que:
H(d) : Pour tout corps ordonné K, on peut construire une d-cloture ordonnée K@ de
K . En outre, pour toute extension ordonnée d-close L de K » il existe un unique K-ho-
momorphisme croissant de K@ vers L .
Pour d=1,iln'y arien 3 prouver .
Supposons I'hypothése vraie pour d. Si K estun corps ordonné , si P estun polynéme
unitaire de degré d+1 dans K(d)[X] » etsi a et b sont deux racines consécutives de P’
vérifiant P(a).P(b)< 0, nous noterons :
a := le cOne construit comme au théoréme 11 & partir de (P,a,b),
et donc, conformément aux notations précédemment définjes :
K(d)[X(,] I'extension de K@ définie i partir de o
KX 1?1a d-clsture du corps KO[x,]
Nous avons une construction analogue pour le premier, le dernier ou l'unique intervalle du
tableau de variation de P, ¢.-3-d. Que nous pouvons prendre a= — o et b= |a premiére
racine de P’ erc...
Cette dirons que “K(d)[Xa] est bien défini” pour signifier que les conditions requises pour P,
a, b sont bien vérifiges.
Nous itérons maintenant cette construction et utilisons la notation
K(d)[xal](d)[Xazl(d)---[Xai](d) )
Pour obtenir K@D noys allons “recoller” entre elles toutes ces extensions: ce qui revient 3
introduire une bonne relation d"égalité" sur leur réunion disjointe.
Nous établissons tout d'abord un lemme (sous I'hypothése de récurrence H(d)).

Lemme: Si L est une extension ordonnée d-close de K et si K(d)[Xa] est bien défini,
alors L[X,] est bien défini, et il existe un unique K-homomorphisme croissant de
KX, vers Lix @

Supposons o = (P,a,b). Comme il y aun unique K-homomorphisme croissant de K@ vers
L ,lespoints a et b et le polynébme P sont définis sans ambiguité dans L , qui peut étre vue
comme une extension ordonnée de K@ . Ep outre, comme P’ est de degré d , ses racines
dans K@ sont ses seules racines dans L (cf. théoréme 5). Donc a et b sont bien deux
racines consécutives de P’ dans L (raisonnement analogue dans les cas avec oo ). On
applique ensuite le théoréme 11 et H(d) pour obtenir I'existence et I'unicité du  K-homomor-
phisme croissant de K(d)[Xa]<d) vers L[Xa](d). a

Nous pouvons maintenant recoller nos extensions :
si Ky = KOIX, 190X 0,09 [X, @ e K,= K<d>[xB,]<d>[x32]<d>...[x3j]<d> sont deux
extensions construites sur le modele précédent, les deux extensions "composées”

K’ = KI[XB1]<d>[x32]<d>...[x5j]<d> et K= Ky[Xon] X g0]@...[X ;)@
sont bien définies, par application répétée du lemme. De méme, il existe un unique K-homo-
morphisme croissant de K’ vers K” »etun autre de K” vers K’ , qui par composition ne
peuvent donner que I'identité. D'ot un isomorphisme canonique de K’ vers K” .
Un €lément x de I'extension K; devra donc étre considéré comme égal (dans K@) 3y
€lément y de l'extension K», si et seulement si x A poUr image v npar Icoamarmh o
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canonique de K’ vers K” . Il faut vérifier que cette relation ( “étre considéré comme égal 3™ )
est bien une relation d'équivalence : la réflexivité et la symétrie sont immédiates. La transitivité
s'obtient en considérant les isomorphismes uniques liant des extensions composées obtenues a
partir des 3 extensions en cause.

Il est clair que I'on obtient, avec le recollement de toutes les extensions du type initial, une
extension (d+1)-close et qu'elle est unique & K-isomorphisme croissant unique prés. O

On notera que I'unicité d'une d-cloture résulte également du théoréme 9 .
1 serait intéressant de fournir une preuve plus directe du corollaire suivant du théoréme 12 .

Corollaire : Dans tout corps ordonné, les algorithmes de Sturm et de Sturm-Sylvester
prescrivent des nombres de racines positifs ou nuls.

Explicitation de 1'algorithme sous-jacent, une preuve plus concrete

Examen de la preuve

Si nous examinons les calculs impliqués récursivement dans la preuve "abstraite” donnée
au paragraphe précédent, nous voyons que tout élément de la cloture réelle est présenté comme
élément Q(§1,82,....§) d'une "extension emboitée normalisée réellement spécifiée”, avec
Q € K[X},X3,....Xi] : une extension emboitée réellement spécifiée est définie par un systéme
d'équations emboitées et une spécification de la racine réelle considérée & chaque étage (dans
cette preuve, elle est spécifiée comme unique racine sur un intervalle oi P change de signe et
ou P’ est de signe constant).

Le théoréme 11 nous dit que, si dy =d+1, l'attribution d'un signe a3 Q(&;.&,,....&)
peut étre faite par un algorithme ol n'interviennent que des calculs dans une d-cloture réelle
Ly.1 de K[§.85,...€k 1] , (la spécification réelle de & est elle-méme explicitée et vérifiable
dans Ly_; ). Le théoréme 11 nous dit aussi que, dés qu'une d-cloture réelle existe belle et bien,
I'algorithme d'attribution de signes est cohérent (c.-2-d. fournit bien une nouvelle extension
ordonnée) et unique. Mais en fait, la d-cloture réelle n'est jamais manipulée en entier (pas plus
que K lui-méme).

Si nous appliquons le théoréme 11 & chacun des calculs de signe impliqués dans
I'attribution du signe a un polyndme particulier, nous sommes amenés 2 introduire des
systémes d'équations emboitées (réellement spécifiées) plus gros que [Py,P,...,Py.q] mais
ot les polyndmes qui sont rajoutés (comme par exemple la dérivée de Py , dont il faut expliciter
les racines) sont tous de degré < d (en les nouvelles variables introduites). En fait, tout
nouveau polyndme introduit par l'algorithme d'attribution de signe est ou bien la dérivée d'un
polyndme précédemment introduit, ou bien le reste de la division de 2 polynémes déja
introduits2.

La récurrence sous-jacente

Ceci nous suggere une recopie plus évidemment algorithmique de la preuve "abstraite" :
—  examinons d'abord l'assertion suivante :

2 a) un pseudo-reste ferait aussi bien I'affaire, ce qui évite alors toute division dans les extensions considérées
b) mis a plat, l'algorithme d'attribution de signe dans KI[E.69,....E;] par utilisation récursive du
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l'algorithme d'attribution des signes dans K[&;,5,....E,] par utilisation récursive du
théoréme 11 est cohérent chaque fois que les d; sonttous<d et qu'au plus n
d'entre eux sont égaux a d.

Cette phrase n'est pas "autodestructrice” parce que l'algorithme d'attribution des signes du
théoréme 11 n'implique que des systémes emboités ot tous les polyndmes sont de degré < d
et ou les seuls polyndmes de degré d sont ceux du départ. Néanmoins, nous ne pouvons pas
la démontrer directement par le théoréme 11 et une récurrence double (sur (d,n) muni du bon
ordre lexicographique) parce que, si le dernier polyndme n'est pas de degré d , l'algorithme
d'attribution des signes implique des systémes d'équations emboitées ayant aussi n polyndmes
de degré d . Le théoréme 12 fait donc appel a une récurrence plus compliquée3 .

= considérons maintenant I'assertion suivante :

I'algorithme d'attribution des signes dans K[&,.£,.....£,] par utilisation récursive du
théoréme 11 est cohérent chaque fois que :
les d; sonttous<d ,
au plus n; d'entre eux sont de degré d,
apres le dernier polynéme de degré d, au plus n, d'entre eux sont de degré d — 1 ,
apres le dernier polyndme de degré d- 1, au plus n; d'entre eux sont de degré
d - 2 '

etc ...
apres le dernier polyndme de degré 3, au plus ng., d'entre eux sont de degré 2.

k]

L'ensemble des listes [d; Ny, 0y, ..., Ng 1] est muni de I'ordre lexicographique et on peut
prouver l'assertion encadrée par récurrence sur ce bon ordre grice au théoreme 11 .

Une preuve analogue basée sur I'algorithme IF

Vus les théorémes 6 et § d¢ja établis pour les corps ordonnés d-clos, l'algorithme IF peut
s'appliquer pour tout corps ordonné K qui posséde une extension ordonnée d-close R , i
condition que tous les polynémes du systéme triangulaire d'équations considéré soient de
degré <d . En fait, on peut voir l'algorithme IF comme un algorithme de calcul dans la
d-cloture ordonnée de K eton a I'équivalence suivante :

(1) K posséde une extension ordonnée d-close R -
si et seulement si
Pour tout systéme triangulaire de n équations i coefficients dans K de degrés
sd, Tlalgorithme IF est un algorithme cohérent d'attribution de signes dans
K[X1.X3,-..X,] (ceci pour chacune des solutions (€1,82:--.8) du systeme
triangulaire, caractérisée i la Thom par l'algorithme IF lui-méme)
Si P est un polyndme de degré d+1 i coefficients dans un corps d-clos R nous appellerons
racine réelle de P toute racine de P telle que définie au théoréeme 11 . Toujours d'apres le
théoréme 11, si Q estun polyndme de R[X] et o une racine réelle de P, nous pouvons

parler sans ambiguité du signe de Q(a) . On obtient alors I'amélioration suivante du
théoréme 6 et de la proposition 7 » avec le méme raisonnement qu’a la proposition 7 :

3 et on reut ans dAonte voir 15 1a wvencia on® oo 4
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(2) On suppose qu'on est dans un corps ordonné d-clos R . Si P est degré d+1 ,
I'algorithme de Sturm compte le nombre de racines réelles de P (définition ci-
dessus) sur l'intervalle précisé . Enoutre si Q€ R[X], l'algorithme de Sturm-
Sylvester appliqué 3 P et Q détermine le nombre de racines réelles de P
rendant Q positif et le nombre de racines réelles de P rendant Q négatif (sur
I'intervalle précisé) .

NB: Pour énoncer et démontrer (2), il n’est pas nécessaire de supposer I’existence d’une

extension ordonnée de K contenant toutes les racines réelles de P (existence qui ne résulte
pas de mani¢re immédiate du théoreéme 1 1).

D'apres le théoreme 11 et (2) , on obtient ensuite le résultat suivant :

(3) Si le corps ordonné K posséde une d-cldture ordonnée et si on a un systeme
d'équations emboitées spécifices a la Thom, toutes de degré < d sauf la dernire
de degré d+1, alors l'algorithme IF appliqué a ce systeme est un algorithme
cohérent d'affectations de signes.

Notons bien ici ce qu'on entend par cohérence de l'algorithme IF, c'est d'une part, qu'il
aboutit bien A un résultat, d'autre part qu'il est alors un algorithme cohérent d'attribution de
signes, au sens ot nous l'avons défini dans les préliminaires. Pour que l'algorithme IF
aboutisse bien a un résultat, il faut, par exemple entre autres choses, que I'algorithme de Sturm-
Sylvester aboutisse toujours & un nombre > 0 de racines de P rendant Q>0.

On déduitdu (3):

(4) Si tour corps ordonné K possede une d-cldture ordonnée, alors pour tout
systeme d'équations emboitées spécifiées a la Thom dans un corps ordonné,
toutes de degré < d+1, l'algorithme IF appliqué a ce systéme est un algorithme
cohérent d'affectations de signes.

En effet, on peut faire une récurrence sur le nombre n d'équations de degré d+1 “intervenant
dans le systtme. Supposons la cohérence jusqu'a n. Fixons les m premigéres équations,
parmi lesquelles n équations de degré d+1. Soit L I'extension de K qui correspond a ces
m premieres €quations. Par hypothése L posseéde une d-cléture. On peut donc autoriser
aprés la m®me &quation des €équations de degré <d : les affectations de signe par l'algorithme
[F sont cohérentes et construisent la d-cloture de L. D'apres le résultat (3) on peut donc
introduire en position m+1 une (n+1)®me ¢quation de degré d+1 et l'algorithme IF sera
cohérent. Il correspond donc a ces m+1 €quations une extension ordonnée M . Et comme
tout corps ordonné posséde une d-cldture, on peut de nouveau rajouter des équations de degré
= d en nombre arbitraire aprés la (m+1)®me  On obtient ainsi un systéme arbitraire avec n+1
équations de degré d+1.

Enfin, on déduit de (4), vu (D:

S) Si tour corps ordonné K posseéde une d-cléture ordonnée, alors tout corps
ordonné K posséde une (d+1)-cléture ordonnée .

Puis par récurrence sur d , vu (5):

(6) Tout corps ordonné K possede une cloture réelle .
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4) Théorie constructive des corps réels clos

L'algorithme de Hoérmander

Soit L=[P,,P,,.., Py] une liste de polynémes de K[X], ot K estun sous-corps d'un
corps réel clos R . On dit qu'on a dressé le tableau complet des signes de la liste L lorsqu'on
a calculé toutes les racines des P; dans R, qu'onlesa rangées par ordre croissant, et qu'on a
déterminé le signe de chacun des polyndmes, en chacun des points et sur chacun des
intervalles.

Théoréme 13 :

Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .

Soit L=[P, , P, ... P{] une liste de polynémes de K[X] .

Scit P la famille de polyndmes engendrée par les éléments de L et par les opérations

Pr—as P | et (P,Q)— Rst(P,Q) . Alors -

1) P estfinie.

2) On peut établir le tableau complet des signes pour P en utilisant les seules informations
suivantes : le degré de chaque polyndme de la famille; les diagrammes des opérations
P— P’ | et (P,Q)— Rst(P,Q) (ou deg(P) 2 deg(Q) )dans P ; et les signes
des constantes de P4,

preuve> 1) A priori, pour construire P on prend la liste L eton applique systématiquement
'opération "reste de tous les couples de polyndmes précédemment obtenus” ainsi que
l'opération "dérivation de tous polynoémes précédemment obtenus”. Si d est le degré
maximum dans L, en appliquant une fois les opérations "dérivation" et ‘"reste” on
n'introduit que des polyndmes de degré < d. On peut donc, la deuxiéme fois, n'appliquer
l'opération "dérivation" qu'a des nouveaux polynémes, tous de degré < d et l'opération
"reste” A des nouveaux couples de polyndmes, donc avec le deuxiéme polynéme de degré <
d . En conséquence les polyndmes obtenus la deuxieme fois sont tous de degré <d—1. La
méme remarque s'applique 4 nouveau. Le processus ainsi contrdlé est donc fini.

2) Numérotons les polyndmes de la famille avec un ordre qui respecte la croissance des degrés.
Soit 7, la sous-famille de P constituée des polyndmes numérotés de 1 3 n . Elle est
¢évidemment stable par les opérations ‘dérivation’ et ‘reste de division ’, qui abaissent le degré.
Notons enfin T, le tableau de Hérmander correspondant.

Montrons, par récurrence sur le numéro n du polyndme, qu'on peut établir le tableau complet
des signes des polyndmes de la famille 2, en utilisant les seules informations autorisées.
Tant que les polyndmes sont de degré 0, c'est clair.

Supposons vrai jusqu'a n . Soit P le polyndme de numéro n+1 dans P. Sur chacun des
intervalles du tableau T, , le polyndme P est strictement monotone, d'apres le théoréme des
accroissements finis. Chacun des points § du tableau T, est ou bien + oo , oubien — oo,
ou bien une racine d'un certain polyndme Q de numéro < n » €t dans ce cas, si
R=Rst(P,Q), ona PE)=R() . Le signe de P(£) est donc connu dans tous les cas a partir
des informations autorisées. On en déduit sur quels intervalles ouverts de T, le polynéme P
reste de signe constant, en quels points déja introduits s'annule P et sur quels intervalles

4 Onnotera que les constantes P sont essenticllement : les coefficients dominants des polyndmes de P , et
les valeurs P(€) ou P estun polvnime de P ot £ nire rarcina Ah e 1A BT TRRTS AT
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ouvertsde 7T, sont les racines de P dans R qui ne figuraient pas encore dans T, . Soit {
une racine de P sur l'un de ces intervalles ouverts I=1&&[. Si Q est un polynome de
numéro < n dans P, son signe sur I est connu donc aussi en C ,sur ] &,([ et sur
1G.8°[. Quanta P ,son signe sur ] &.C[ et celui sur ] {E’[ sont également connus . On a
donc construit le tableau complet des signes pour & ., a partir des informations autorisées et
du tableau complet des signes pour P, . Q

On notera que les intervalles ouverts minimaux du tableau de Hormander (défini dans la
preuve précédente) sont tous spécifiés i la Thom dans K i partir d'un ou de deux polynémes
de P, et les points du tableau de Hrmander sont ¢galement spécifiés a la Thom.

Le principe de Tarski-Seidenberg

Théoréme 14 :
Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .
Soit L=[Q,,Q;, ..., Q] une liste de polyndmes de K([U;, U,, ..., U 1[X] .
On peut construire une famille finie F de polyndmes de K[U,, U,, ..., U,] telle que,
pour tout uy, uy, ..., u, dans K, en posant P,(X)= Qi(uy, uy, .., uX) , le
tableau complet des signes pour L= [Py, P,, ..., P] estcalculable & partir des signes des
S(uy, uy, .., uy) pour Se F.
preuve> On remarque que les constantes de / ‘algorithme de Hormander sont toutes obtenues
comme fractions rationnelles en les coefficients des polyndmes de la liste initiale L . Par
ailleurs, le calcul de la famille P est "uniforme” 2 ceci pres que le calcul d'un reste Rst(P,Q)
dépend du degré de Q. Comme les coefficients de Q sont fractions rationnelles en les
coefficients des polyndmes de la liste initiale L , le degré de Q, pour une spécialisation
up, U, ..., Uy donnée de Uy, U,, ..., U, , dépend de I'annulation de certains polyndémes
en les coefficients des polyndmes de la liste initiale L . On met donc dans la famille ¥ tous les

polyndmes apparaissant au numérateur ou dénominateur d'un coefficient d'un polyndme de la
famille 2, pour toutes les familles P possibles . Q

Théoréme 15 : (principe de Tarski-Seidenberg)

Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .

Soit L=[Q,,Q,, ..., Q] une liste de polynémes de K[U;, U,, ..., U 1[X],

=[5, gle{<, K ,=, ) DIk

On peut construire une famille finie F de polyndmes de K[U;, Uy, ..., U,] et une

partie finie B de {—1,0,+1}7 telles que, pour tout uy, uy, ..., u, dans K, en

posant Py(X) = Q;(u,, Uy, ..., uy;;X), on ait :

[3EER: PY(E) 1,0 et ... et Py(8) 1 0] < (Sign(S(uy, uy, ..., uy))se g€ B
preuve> On raisonne comme au théoréme précédent, la famille ¥ étant définie de la méme
maniére. On établit tous les tableaux de Hormander possibles , selon les familles P et selon
les signes attribués aux constantes de la famille P choisie. Il ne reste plus qu'a sélectionner

les tableaux de Hormander pour lesquels 3 &€ R Pi® =0, et ... et P({)=o0,, et
cela fournit la partic ‘B cherchée. U
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Théories formelles des corps réels clos discrets. intuitionniste et
classique
Il n'est pas difficile de reproduire les preuves précédentes dans le cadre de la théorie formelle
intuitionniste des corps réels clos discrets. On n'utilise pas le principe du tiers exclus général,
mais on a un tiers exclu restreint donné par l'axiome:

Vx x>0 ou x=0 ou x<0
qui traduit le caractere discret de I'ordre considéré.
Par ailleurs, on peut admettre pour constantes de la théorie formelle les éléments d'un corps
ordonné discret donné K , avec les axiomes correspondants qui explicitent la structure de
corps ordonné sur les constantes. Alors toute formule sans quantificateur F vérifie le tiers
exclu(“F V TTF” est un théoreme de la théorie formelle intuitionniste).
On ne peut pas dans ce cadre ramener d'emblée tout formule & sa forme prénexe. Néanmoins,
comme toute formule sans quantificateur vérifie le tiers exclu, et comme le principe de Tarski-
Seidenberg montre le principe d'élimination du quantificateur 3 placé devant une formule sans
quantificateur, on en déduit qu'on peut €liminer les quantificateurs méme dans une formule non
prénexe, donc que la théorie est complete, et donc qu'elle posséde les mémes théoremes que la
théorie classique correspondante. L'existence d'un modele (la cléture réelle de K ) fournit une
preuve constructive de la cohérence de la théorie formelle considérée. II semble que ce soit la
premiere preuve constructive du résultat. En résumé, tant qu'il ne s'agit que d'énoncés du
premier ordre, on peut utiliser la logique classique dans un corps réels clos discret.
Notons également qu'une preuve directe ("purement métamathématique) de la cohérence et de
la complétude de la théorie formelle intuitionniste considérée ne fournirait pas pour autant une
méthode pour construire la clbture réelle de K, comme le montre 'exemple de la théorie des
corps algébriquement clos discrets. (le "théoreme de complétude” n'est pas valable
constructivement; par contre la cohérence de la théorie formelle avec constantes dans K est
assurée des que tout sous-corps dénombrable de K possede une cloture algébrique ).

Théoréeme 16 :
Soit K un corps ordonné et Ty(K) la théorie formelle intuitionniste des corps réels clos
discrets, avec les éléments K pour constantes et les axiomes explicitant la structure de
corps ordonné de K . Alors T,(K) est décidable, complete et non contradictoire. En
particulier, pour toute formule F, “F V 1F” estun théoreme.
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THEOREME DES ZEROS REEL EFF ECTIF
ET VARIANTES

(avec une majoration explicite des degrés)

Henri LOMBARDI

Résumé Nous donnons une preuve constructive du théoréme des zéros réel et de ses variantes. [l s'ensuit,

pour tout corps ordonné K , un algorithme uniformément primitif récursif qui calcule, 3 partir d'un
systéme de conditions de signes généralisées (csg) portant sur des polyndmes de K[X1.X;...X,] ot
impossible a satisfaire dans la cloture réelle de K » une identité algébrique dans K[X 1:X2,0..X,]
qui rend cette impossibilité évidente. L'idée cssenticlle cst de donner unc version "identité algébriquc”
des axiomes universels et existenticls de la théoric des corps réels clos, ainsi que des méthodes de
déduction élémentaires (comme le Modus Ponens, ou ¢ raisonnement cas par cas). On applique
ensuite cette problématique a l'algorithme de Hormander, qui est I'algorithme conceptucliement Ic plus
simple pour tester I'impossibilité d'un systeme de csg dans la cloture réelle d'un corps ordonng.
Larticle est complété par unc anncxe ot est calculée une majoration explicite des degrés des
polyndmes dans I'identité algébriquc construite.

Mots clés Théoreme des zéros réels, Corps ordonné, Effectivité, Mathématiques constructives, Algorithme de
Hoérmander, Implication forte, Existence potentielle, Formules de Taylor mixte.

Effective real nullstellensatz and variants

Abstract Wwe give a constructive proof of the real nullstellensatz. So we obtain, for every ordered filed K | a
uniformly primitive recursive algorithm that computcs, for the input “a system of gencralized signs
conditions (gsc) on polynomials of K[X 1:X2,...X,] impossible to satisfy in the real closure of
K 7, an algebraic identity that makes this impossibility evident. The main idea is to give an
“algebraic identity version" of universal and existential axioms of the theory of real closed field, and of
the simplest deduction rules of this theory (as Modus Poncns). We apply this idea to the Hérmander
algorithm, that is the conceptually simplest test for the impossibility of a gsc system in the real
closure of an ordered field.

We have added to the paper the calculus of an explicit bound for the degrees of polynomials in the
constructed algebraic identity.

Key-words Real nullstellensatz, Ordered ficld, Effectivity, Constructive mathematics, Hormander
algorithm, Strong implication, Potcntial existence, Mixed Taylor formulas.
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1) Introduction

Cet article est la suite directe de [LR], ol nous développons la théorie constructive
¢lémentaire des corps ordonnés, avec en particulier la preuve constructive de l'existence de la
cloture réelle d'un corps ordonné K lorsqu'on dispose d'un test pour le signe d'un élément
de K.

Nous reprenons ici pour l'essentiel I'article [Loma], avec quelques améliorations de
détails (essentiellement des notations plus claires).

Nous avons de plus rajouté une annexe substantielle donnant une majoration explicite des
degrés des polyndmes dans l'identité algébrique qui est l'objet du théoréme des zéros réels.

Une version anglaise abrégée peut étre trouvée dans [Lomb]. Les résultats ont aussi été
présentés dans une note au CRAS ([Lomc)).

Nous donnons une preuve constructive du théoréme des zéros réel et de ses variantes. Le
théoreme général sur lequel sont basées ce théoréme et ses variantes est le suivant (cf [BCR]
théoreme 4.4.2) : on considére un systéme d'égalités et inégalités portant sur des polyndmes de
K{X] = K[X},X;,....X,] , ot K est un corps ordonné de cldture réelle R ; Ce systeme
définit une partie S de R™ (S est appelé un sous-ensemble semialgébrique) ; le théoreme
affirme que S est vide si et seulement si il y a une certaine identité algébrique construite 3 partir

des polyndmes donnés. (Pour plus de détails voir le début du §2)

L'idée générale de notre preuve constructive est la suivante. Pour un corps ordonné K il
y a un algorithme de conception trés simple pour tester si un systéme de csg (conditions de
signes généralisées) portant sur ces polyndmes en plusieurs variables est possible ou
impossible dans la cldture réelle de K . Clest I'algorithme de Hormander (cf. la preuve du
principe de Tarski-Seidenberg dans [BCR] chap. 1, et cet article § 4), appliqué de maniére
itérative pour diminuer par étapes le nombre de variables sur lesquelles portent les csg. Sion
regarde les arguments sur lesquels est basée la preuve d'impossibilité (en cas d'impossibilité),
on voit qu'il y a essentiellement des identités algébriques (traduisant la division euclidienne), le
théoreme des accroissements finis et l'existence d'une racine pour un polyndme sur un
intervalle ol il change de signe. Les ...-stellensatz réels effectifs devaient donc pouvoir étre
obtenus si on arrivait 4 "algébriser” les arguments de base de la preuve et les méthodes de
déduction impliquées.
Un pas important a déja été réalisé avec la version algébrique du théoréme des accroissements
finis pour les polynomes (cf [LR]).
QOn a ensuite vérifié que les axiomes purement universels s'exprimaient sous forme
d'implication forte (c.-a-d. sous forme "identité algébrique” , c.-a-d. encore sous forme
"stellensatzisée").
Un autre pas a consisté A traduire sous forme de constructions d'implications fortes certains
raisonnements élémentaires (du genresi A=>B et B=> C alors A = 0.
11 fallait en outre trouver une version "identité algébrique” des axiomes d'existence dans la
théorie des corps réels clos. C'est ce qui est fait A travers la notion d'existence potentielle.
Signalons également qu'une simplification importante dans la construction du nullstellensatz
réel est obtenue A travers une version "algébrisée" du lemme de Thom, donnée par ce que nous
appelons les formules de Taylor mixtes.
Notons enfin que I'un des sous-produits de la construction effective des nullstellensatz réels est
une nouvelle preuve constructive de I'existence la cloture réelle d'un corps ordonné discret.
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Bien que nous nous placions a priori dans un cadre constructif " la Bishop", tel que
développé dans [MRR] pour ce qui concerne la théorie des corps discrets, comme nous ne
précisons pas le sens du mot effectif ni celui du mot décidable, toutes les preuves peuvent étre
lues avec des lunettes adaptées a la philosophie ou au cadre de travail de chaque lecteur
particulier.

Si on adopte un point de vue “classique” par exemple, les procédures effectives
intervenant dans les définitions de départ peuvent étre considérées comme données par des
oracles. En conséquence, les preuves fournissent une preuve dans le cadre classique, et sans
recours a lI'axiome du choix, du théoréeme des zéros réels dans un corps ordonné arbitraire.

Si on adopte le point de vue de la théorie classique "récursive", les preuves données
fournissent des algorithmes uniformément primitifs récursifs, "uniformément"” s'entendant par
rapport & un oracle qui donne la structure du corps des coefficients du systeme de csg
considéré...

Du point de vue constructif, les preuves que nous donnons sont valables pour les “corps
ordonnés discrets” (le signe d'un élément est décidable, et les lois de corps sont calculables).
La théorie constructive du cas “non discret” reste i faire. Nous pensons cependant que ce sera
plus facile que pour le “non discret, non ordonné™: en particulier la construction de la cloture
réelle par des méthodes inspirées de [LR] ne semble pas trop problématique.

2) Incompatibilités, évidences et implications fortes

Notations et définitions

Incompatibilités fortes (définitions)

Nous considérons un corps ordonné K, X désigne une liste de variables X;, X,, ..., X,
nous notons donc  K[X] I'anneau des polynémes K[X.X5,...X,].
Etant donnée une partie finie F de K[X]:

nous notons F*2 I'ensemble des carrés d'élémentsde F .

le monoide multiplicatif engendré par F est I'ensemble des produits d'éléments de
FU {1}, nous le noterons M(F) , et M,(F):= M(F'%). Nous noterons M, (F) la partie
de M(F) formée des produits ot chaque élément intervient au plus une fois.

le céne positif engendré par F est I'ensemble des sommes d'éléments du type p.P.Q2
ou p est positif dans K , P est dans M(F), Q estdans K[X]. Nous le noterons
Cp(F)! . On remarque que dans la définition, on pourrait supposer que P estdans M, (F), ce
qu'on fera désormais.

enfin nous noterons I(F) I'idéal engendré par F .

Définition 1 : Etant donnés 4 parties finies de K[X] : F,., F,, F_, E,, contenant des

polyndmes auxquels on souhaite imposer respectivement les conditions de signes >0,

1 On devrait & vrai dire noter Cp(F,K+;K[X]) pour indiquer que : a) les positifs de K sont dans Ie cone, b) on
est dans l'anneau KiX1
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20,=0, 0, ondira que F=[F,;F,; F_; F,] est fortement incompatible dans
K' sionaune €galit€ dans K[X] du type suivant :
S+P+Z7Z=0 avec SEMF,UF,?), Pe(CpuF,UE,), Z€ [F)) (1)

Toute incompatibilité forte écrite sous la forme (1) ci-dessus peut tre ramenée a une
incompatibilité forte écrite sous la forme (2) suivante :

S+P+7Z=0 avec SEMF,?UFE,"Y), Pe CF,UF,), Z€ IF.) 2)
Il suffit en effet de multiplier la premiére égalité par un élément convenable de M, (F,) pour
obtenir chaque polyndme avec une puissance paire dans le premier terme S .
Il est clair qu'une incompatibilité forte est une forme tres forte d'incompatibilité. En particulier,
elle implique l'impossibilité d'attribuer les signes indiqués aux polyndmes souhaités, dans
n'importe quelle extension ordonnée de K .
Si on considere la cloture réelle R de K |, I'impossibilité ci-dessus est testable par 1'algo-
rithme de Hormander, par exemple. De plus elle est alors constructivement équivalente a sa
formulation sous forme d'implications diverses: par exemple “P=0 = Q>0” équivaut i
“P=0, -Q2 0 est impossible”. Nous parlerons donc de maniére indifférente d'incom-
patibilité forte, d'implication forte, ou d'évidence forte. En nous ramenant toujours implici-
tement & une incompatibilité forte.

Notation : Nous utiliserons la notation suivante pour une implication forte:
* *
(15:20,..8>0, P> 0,..,P;20,72,=0,..Z,=0,N;#0,..,.N ;0] = Q10)
On notera qu'en prenant 1=0 au second membre dans l'implication forte ci-dessus, et en
appliquant les définitions, on obtient exactement l'incompatibilité forte pour le premier membre

de l'implication. Ce qui nous permet de formuler toutes les incompatibilités fortes sous forme
d'implications fortes.

Notation : Notons H le premier membre de I'implication forte ci dessus. Notons H’ un
systeme de conditions de signes généralisées (csg) : Q1 0, ...,Q 1y 0. Alors nous
écrirons :

(> W )* pour signifier *(H >Q 0)* et ... et *(H = Q1 O)*

Remarque : On pourrait obtenir une version "identité algébrique” pour toute formule sans

quantificateur du langage de la théorie des anneaux ordonnés avec constantes dans K .

Le théoreme des zéros réels et ses variantes :
Les différentes variantes du théoréme des zéros dans le cas réel sont conséquence du théoréme
général suivant :

Théoréme : Soit K un corps ordonné et R une extension réelle close de K . Les trois
faits suivants, concernant un systéme de csg portant sur des polyndmes de K[X], sont
équivalents :

l'incompatibilité forte dans K
I'impossibilité dans R

I'impossibilité dans toutes les extensions ordonnées de K

1 A priori, il faudrait parler d""incompatibilité forte dans K[X]" , mais si on a une incompatibilité forte
obtenuc en rajoutant des variables, il suffit de remplacer ces variables par O pour obtenir une incompatibilité
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Ce théoreme des zéros réels remonte a 1974 ([Ste]). Des variantes plus faibles ont été établies
par Krivine ([Kri]), Dubois ([Du}), Risler ([Ris]), Efroymson ([Efr]). Toutes les preuves
jusqu'a maintenant faisaient un usage intensif de I'axiome du choix. Les premiéres formula-
tions étaient géométriques : affirmation de I’existence d’une identité algébrique assurant qu’un
polyndme donné vérifie une csg donnée sur un ensemble algébrique ou semialgébrique donné.
On parle de nullstellensatz quand on considere la condition pour qu'un polyndme appartienne
a I''déal d'une variété algébrique donnée (c.-a-d. une implication : “des égalités a zéro
impliquent une égalité & zéro”); de nulistellensat:z faible quand on considére la condition pour
qu'une variété algébrique donnée soit vide (c.-a-d. *‘des égalités a zéro sont incompatibles™),
de positivestellensatz lorsqu'on considére la condition pour qu'un polyndme soit strictement
positif sur une variété semi-algébrique donnée (c.-a-d. la forme générale d'incompatibilité entre
csg vue sous forme d'une implication avec pour conclusion un signe strictement positif), de
nichtnegativestellensatz lorsqu'on considére la condition pour qu'un polyndme soit positif ou
nul sur une variét€ semi-algébrique donnée (c.-a-d. la forme générale d'incompatibilit€ entre csg
vue sous forme d'une implication avec pour conclusion un signe positif ou nul). Enongons par
exemple la forme générale géométrique du positivestellensatz.

Théoreme : (Positivestellensatz) Soit K un corps ordonné et R une extension réelle close
de K. Soit A I'ensemble semi algebrique dans R" defini par :
A ={x€R":5;(x)>0,..,5(x)> 0, Py(x) % 0,....P;(x) » 0, Z,(x) = 0,...,Z,(x) = 0,
Nix)#0,....Nyx)¥ 0}
Soit Q€ K[X] . Alors Q est strictement positif en chaque pointde A si et seulement si
on a une identité algébrique : QP=SN’+ R + Z
ou : P et R sont dans le cone positif de K[X]: Cp(S;.....S;, Py,....P))
Z estdans l'idéal de K[X]: [(Z,,....Zy)
S est dans le monoide M(S,,...,S;) et N dans le monoide M(Ny,...,.N})

Quelques implications fortes triviales

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la validité de la :

Proposition 2 : On a les implications fortes qui suivent.

(LU>0,V>0] = [U+V>0,Uv>0])"
([U+VY0,UV>0] = [U>0,v>0])"
(TU>0,Vy0] = U+v>0)"
(TU»0,Uv>0] = Vv>0)
(uzo = UuHo)"
(uho = Ux0)"
(u=0o = uv=0)"
(u=v = PXU)=PX,V))"
*([U=V,Vt 0] = Un O)* (*1 0 estune csg)
(IW=0,U=V+WzZ] = U=V)
*(W=0,U=V+WZ,V1 0] = Uzo0)
(11 = [1+ubuU, 1+U -u)"

une preuve> Par exemple l'avant-derniere implication forte dans le cas ou T est >. Nous

dAevance donner 11ne incoammnatihilité farte antre lac rca
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W=0, V+WZ-U=0, V>0, -U>0
nous pouvons prendre :
V2 4+ ((U).V) + ( VW +(VIV+WZ-U) = 0 avec
Vie MF,2UE,") | (LU)Ve CPF>UFE,), (ZV).W +(-V).(V+W.Z-U)e [F.) Q
Proposition 3 (principe de substitution ) .
Si, dans une implication forte, on remplace toute occurrence d'une variable par un polynéme
fixé, on obtient encore une implication forte.

La preuve est triviale. Ainsi, les implications fortes de la proposition 2 , énoncées pour des
variables U et V , sont encore valables pour des polynémes U(X) et VX) .

Constructions d'implications fortes

Définition 4 : Nous parlerons de construction d'une implication forte 3 partir d'autres
implications fortes, lorsque nous avons un algorithme qui permet de construire la premiere a
partir des autres.

II' s'agit donc d'une implication logique, au sens constructif, liant des implications fortes.
Notation : Nous noterons cette implication logique (au sens constructif) par le signe de
déduction "constructif™ : Fons
Par exemple nous explicitons un peu plus loin la construction qui prouve :
[(H = B) et (1 > H')'] ke (H = H” )
Comme autre exemple, nous pouvons énoncer le principe de substitution sous la forme:
CHEW) = BOOW) )T &, *( HRX) = H(X.pX)) )

Quelgues exemples de constructions d'implications fortes

Le raisonnement par séparation des cas (selon le signe d'un
polynéme)

Lemme 5 : Soit H un systtme de csg portant sur des polyndémes de K[X], Q un élément
de K[X] . Alors toute implication forte du type >k( H= Q0 )* (ou T est =, <
ou > ) fournit par relecture toute implication forte "plus faible" *( H= Q7o )*. Par
exemple, on a : *( H= QY0 )" cbns *( H= QYo )*

Proposition 6 : Soit H un systtme de csg portant sur des polyndmes de K[X], Q un
€lément de K[X], alors:
* %k %k % % *
[ (H= QK0) e (H=QY0)' ] 4 ( H Q=0).
De méme :
*
["CH = Q€0)* et *(H = Q+0)*] dns (H = Q<0)
E
e ["(H=Q=0)e*(H> Q#0)"] 4 “(H = 1=0)*.

Théoréme 7 : (raisonnement cas par cas, selon le signe d'un polyndme)
Pour démontrer que H est fortement incompatible, on peut raisonner en séparant selon les
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3 cas Q>0, Q<0, Q=0, eten construisant une incompatibilité forte dans chacun des
3 cas.
preuve> Le lemme 5 est une simple constatation 2 faire dans chaque cas.

Le théoréme 7 est un corollaire de la proposition 6 .
Le lecteur voudra bien excuser le caractére un peu répétitif des 3 constructions qui suivent.

Voyons la premiére construction d’implication forte dans la proposition 6.
Notons : F,, F,, F., F, les 4 parties finies de K[X] contenant des polyndmes
auxquels sont attribués les conditions de signes >0, %0, =0, *0 dans I'hypothése H

L'hypothese *( H = QK0 )* se réécrit *( [ H,Q>0] = 1=0 )* et signifie qu'on a
une égalité :
S+P+Z=0 avec S€MF,?UFE,?U(Q?)), Pe CF,UF, U {Q})), Z€ KF.)
c.-a-d. encore ;
Q™S + QP +R, +Z, =0 avec S; € MF,"?UE,"?), P, R,€ CAF.UE,),
Z, € IF)
De méme I'hypothese *( H= Q0 )* signifie qu'on a une égalité :
Q™™.S; - QP +Ry +Z, =0 avec S, € MFE,"2UF,?), P, R,€ CpFsUFE,),
Z,€ IF.)
On récrit les 2 égalités obtenues sous forme :
-QP;=Q™S,+ R, +Z, et Q.P,=Q™.S, + R, +Z, et on les multiplie :
d'od - QPP = Q™?™S, S,+ [Q™S,. R,+Q™ S, R,+R;.R,] + W od W€ [F.)
dot Q™?MS S, +V + W = 0 avec:
$1.S, € M(F,”?UF,™), Ve CiF,UF,), We [(F.)
ce qui est précisément l'implication forte cherchée : (H> Q=0 )*.

Voyons maintenant la construction:

[*(H = Q<0) et "(H = Q+0)"] &, *(E = 0<0)*
L'implication forte *( H = QK0 )* correspond a une équation :
Q*™8; +QP, +R, +Z; =0 avec S, € M(F,2UF,"?), P,, R, € CpF,UE,), Z, € IF.)
L'implication forte ~( H => Q%0 )* correspond 2 une équation :
S3+Py +QY3+Z3=0 avec S3€ MF,2UF,?), P€ Cp(F,UF,) , Z,€ I(F.)
équation qu'on réécrit — Q.Y =S5+ Py + 7,4
En élevant cette égalité a la puissance 2m on obtient QZ’".(Y‘,)2 =S4 +Ps+72Z, avecde
nouveau S,€ M(F,?UF,?), P,€ Cp(F,UFE,),Z,€ IF.)
On multiplie la premiére équation par (Y4)2 et la derniere par S; et on conclut :

S1.84 +81.P4 + 8124 + QPL.(Y)?. + Ri.(Y)? +Z,.(Yy)? =0 avec

$1.S4€ M(F,2UF,™),  P.(Yy?, S1.P4+R.(Y) € Cp(F,UE,),
5124+ Zl.(Y4)2 € I(F_) , ce qui est bien I'implication forte cherchée : *( H => Q<0 )*
Voyons enfin la construction:

["(H=Q=0)" et "(H= Q#0)*] &£.*(H = 1=0)"
Répéter la construction précédente, avec le terme Q.P; en moins au départ et le terme
Q.Pl.(Y4)2 en moins a l'arrivée. a
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Transitivité des implications Jfortes

Théoréeme 8 :
Soient H, H’, H” trois systémes de Csg portant sur des polyndmes de K[X] .
Alorss ["(H = B) e "([H, H] o H')'] & ( H = H*)

preuve> Il suffit d'enlever une 2 une les hypothéses de H’ dans *( [H, H] = H” )* .
Donc on peut supposer que H’ contient une unique hypothése Q 1 0 . Il suffit donc de
montrer que si on a deux implications fortes :
(H=Q10)" o *([H,Q10,A]=> 1=0)",
(o A est une csg portant sur un polyndme) alors on peut construire I'implication forte
"(IH,A]1= 1=0)"
Or cela peut se faire cas par cas selon le signede Q. Q

En combinant la transitivité des implications fortes et les implications fortes triviales, on obtient
autant de corollaires, par exemple:

Corollaire (exemple) : “( H = [P.Q>0,Q3%0] )* & *(H = P>0)"

Formules de Taylor mixtes (I'évidence forte du lemme de
Thom)

On considere deux variables U et V eton pose A:=U~ V. On considére un polynéme P
a coefficients dans un corps ordonné K ou plus généralement dans un anneau commutatif A
qui estune Q -algeébre.

Si deg(P)=1, la formule de Taylor est simplement :
PU) - P(V)= AP
Elle relie sous forme d'une évidence forte le signe de P(U) - P(V) et celuide AP’ .

Si deg(P) 2, la formule de Taylor précédente se scinde en 2 selon que I'on met P’(U) ou
P'(V):

P(U) - P(V) = AP(V) + (1/2).A%.P”

P(U) - P(V)= A.P’(U) - (1/2).A%pP”
Supposons maintenant que U et V "attribuent un méme signe strict" ¢ A P’ , alors, quel que
soient les signes de A et P” | on a I'évidence forte que P(U) - P(V) et A.c ont le méme
signe, fournie par I'une des deux formules de Taylor.

Si deg(P) £ 3, chaque formule de Taylor mixte précédente se scinde en 2 selon que I'on met
P”(U) ou P”(V) etonales 4 formules de Taylor mixtes suivantes!:

P(U) - P(V)= A.P’(V) + (1/2).A2P"(V) + (1/6).A3 P®

P(U) - P(V) = AP’(V) + (1/2).A2P”(U) - (1/3).A3 p®

P(U) - P(V)= AP’ (U) - (1/2).A%P"(V) - (1/3).4% P®

P(U) - P(V) = AP’(U) - (1/2).A2P"(U) + (1/6).A3.P®
Supposons maintenant que U et V "attribuent un méme signe strict" ¢ 4 P’ , et un méme
signe strict 6” 4 P”. Alors, chaque fois qu'on attribue un signe 3 A eta p® , I'une des 4
formules de Taylor mixtes constitue une évidence forte que P(U) - P(V) et A.c ontle méme

1 Pour le prouver on peut prendre V=0, puis vérifier pour le polyndme U puisqu'elles sont vraies pour les

S IR R P PR Y S
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signe. Par exemple,si 6= +1, 6”= -1 etsi A0, PP<Q , la roisi¢me formule de
Taylor mixte peut se relire :

P(U) - P(V) = A.(P’(U) - (1/3).A2P®) - (1/2).A2.P"(V)
Inversement ces formules de Taylor mixtes fournissent aussi I'évidence forte pour déduire le
signe de A du signe de P(U) - P(V) . En particulier, elles fournissent I'évidence forte que
deux racines de P codées 4 la Thom sont égales si le codage est le méme.

Si deg(P) £ 4, chaque formule de Taylor mixte précédente se scinde en 2 selon que I'on met
P(3)(U) ou P<3)(V) etonales 8 formules de Taylor mixtes suivantes!: .

P(U) - P(V) = AP'(V) + (1/2).A2P"(V) + (1/6).A3.PCXV) + (1/24) A% P@ -

P(U) - P(V)= AP (V) + (1/2).A2P"(V) + (1/6).A3.POXU) - (1/8).A%PW -

P(U) - P(V)= AP’(V) + (1/2).A2P"(U) - (1/3).A3.P®XV) - (5/24).04P@ .

P(U) - P(V) = AP(V) + (1/2).A%P"(U) - (1/3).A3.POU) + (1/8).A4P@ -

P(U) - P(V) = AP’ (U) - (1/2).A2P"(V) - (1/3).A3 PO(V) - (1/8).A% P@

P(U) - P(V) = AP’(U) - (1/2).A2P"(V) - (1/3).A3 POU) + (5/24).A% P® -

P(U) - P(V)= A.P’(U) - (1/2).A2P(U) + (1/6).A3. PO(V) + (1/8).A% P@

P(U) - P(V)= A.P’(U) - (1/2).A2P”(U) + (1/6).A3.PCXU) - (1/24).A% P&
Comme toutes les combinaisons de signes possibles se présentent, on obtient : si U et V at-
tribuent la méme suite de signes aux dérivées d'un polyndme P de degré <4, alorson a les
évidences fortes que P(U) - P(V) et (U-V).P’(U) ont le méme signe. (cela correspond a 6
implications fortes).
Inversement si U et V n'attribuent pas la méme suite de signes pour un polyndme P de
degré < 4 et ses dérivées successives, alors on a I'évidence forte qui donne le signede U~V
a partir des signes des P(U) et des PD(V) : Ia formule de Taylor mixte 2 utiliser est avec
PO (i=0, 1, 2, ou 3) ou i estle dernier indice pour lequel les deux signes ne sont pas

2z

identiques. On a donc I'évidence forte de faits énoncés dans le lemme de Thom.

Théoreme 9 ;: (formule de Taylor mixte)
Pour chaque degré s, ilya 2°-! formules de Taylor mixtes et toutes les combinaisons de
signes possibles apparaissent.

preuve> Le mieux serait de trouver un argument "direct" qui montre que le scindage introduit le
méme signe pour le dernier terme et I'avant dernier terme si on amis V dans l'avant dernier
terme, et des signes distincts si on a mis U dans I'avant dernier terme. La preuve la plus
naturelle est sans doute la preuve basée sur une utilisation récurrente du théoréme des
accroissements finis (version constructive), mais ce n'est pas tres folichon. Esquissons la pour
le degré 4 : supposons qu'on veuille établir la sixiéme formule de Taylor mixte donnée ci-
» dessus; le théoréme des accroissements finis pour le degré 4 donne une formule :

P(U) - P(V)=(A/6) QP (U/6+5V/6)+ P (U/3 + 2V/3)+.+..)
; =(A/6) 2P’(U)+P(Uy) + P’(U3) + 2.P’(Uy)
Pour chacun des P’(U;) on peut écrire une formule des accroissements finis en degré 3.

P'U) = PU)+(U; - U) (1) P7(Uj 1) + 1. P"(U; ) + 13.P”(U; 3))

R ~ = P,(U) il A (rl'P”(Ui.l) + I'2.P”(Ui‘2) + r3.P”(Ui‘3))

ol les c; et 1; sont des rationnels positifs et les U;; sont spécifiés comme barycentres
a coefficients rationnels positifs de U et U;.
En substituant les P’(U;) dans la premiére €galité il vient une égalité (1) du genre:

1 Méme preuve, en vérifiant pour U4 .
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P(U) - P(V)=v, AP’(U) — A? Zri'j P”(U;;) avec 7y, etles I;; rationnels positifs
i

On écrit maintenant pour chaque P”(U i) une formule des accroissements finis en degré 2.
PP(U;) = PP(V)+ (Uy; = V) (51:POU; ;1) + 5, PO )

= P(WV)+ ¢34 (sp PO ) + 5, PO, )
En substituant les P”(U; J) dans I'égalité (1) il vient une égalité¢ du genre:
PU) -PW) =1, AP'(U) ~ 1, A’ P"(V)— A® Yo, POXU;; ) avec ¥, ., ¥, etles
r,;x rationnels positifs. etc... RUL
Dans le cas général, on peut mener le calcul de maniére 3 obtenir pour chaque P® | au choix
POU) ou PO(V), etla régle pour le signe du coefficient de Al P® est qu'il est le méme ou
l'opposé de celui de Al PU-D gelon qu'on a choisi de construire une formule de Taylor mixte
avec All pi-D (V) ouavec A¥F!p@D O a

Théoréme et majorations 10 : (évidence forte du lemme de Thom)
Soit T une variable distincte des X;. Soit Pe€ K[X][T], dedegré s en T ,
Gy, 02, ..., 5 une liste formée de < ou > .
Onnote H(X,T) ou H(T) le systtme de csg : P(X,T) 6, 0, ..., PUX,T) 5, 0, ...,
PE(X,T) 6,0 (les dérivées sont par rapportd T ).
Soit  H'(T) le systéme de csg obtenu & partir de H(T) en relachant toutes les conditions
de signe sauf celle relative 3 P
Soit H(T) le systeme de csg: PY(X,T)> 0, PYX,T)»0,i=1, .., s-1.
On a alors les évidences fortes suivantes :

“([H'(U), B'(V), PU)=P(V)] = U=V )" (1)
“([H'@U), H'(V),Uc, V] = PU)>PV))* 2,2)
([HU), B'(V),PU) 6, V)] = USV)* (2,b)
“([H), VU] = PV)>PW))* Qo
“([H0), PU)>PV)] = U>V)* (2,d)
"([HU), HV), Z-0).Z-V)<0] = H@))" 3)
“([HU), HV), PYZ) 5,01 = Z=U)Z-V)>0)* (i=1..5) @)
o (HU), V), UKZKV] = HEZ))* )
<AV,

preuve> Les implications fortes (2) sont donnés par une formule de Taylor mixte pour P .
L'implication forte (1) résulte de l'implication forte (2,a) et de l'implication forte "symétrique”
provenant de I'échange de U et V .
Les s*implications fortes de (5) : ' .

([H'U),H(V),UKZ<V] = PYZ) 6,0 )" (i=1,..8)
se démontrent de proche en proche, pour i décroissant de s 4 1, en utilisant pour la dérivée
i-#me une formule de Taylor mixte pour PY | et en utilisant une formule précédemment écrite
chaque fois qu'intervient un PU9(Z) avec J>i: cf I'exemple qui suit. Le fait de supposer
P®) avec un signe strict permet d'avoir un terme qui assure le signe strict de P®(X,Z)
lorsqu'on utilise une formule de Taylor mixte relative 3 P® .
Les implications fortes (3) et (4) sont identiques.
Les s implications fortes de (3) peuvent se démontrer cas par cas, selon les positions relatives

de U, V, Z en utilisant dans les cas non triviaux les formules établies pour les implications
fFArtae (&Y —



2) Incompatibilités, évidences et implications fortes 11

On remarquera que le (2) permet de rendre fortement évident le si gne de u—v lorsque u est
un élémentde R codé 4 la Thomdans K et v un élément de K .

Un exemple : Considérons le polynéme générique de degré 4 v Erio’
P(X)=C0X4+C1X3+C2X3+C3X2+C4 +Cs

Etsoit — H(U): PU)>0, P’(U) <0, PP(U) <0, PU) <0, PYYU) =24 ¢5=¢ > 0.

Donc H'(@U): P(U)20, P’(U) <0, PAU) <0, PPWU) <0, PDU) =24 ¢y=c > 0.

On écrit les formules de Taylor mixtes suivantes : (3) ) .

o POZ)= POV) +¢ (Z-V) £ HOU) Ane e dhis Linve Y a ? (2\4 O In (v,u)

B  PP2Z)=PAU) + PA2Z).(Z - U)- /2 Z - UY? Are? NO - (V) /
YV P@)=P'U)+PPUNZ-U)+ 12 PP2Z).(Z- U) - /3 (Z-U) RN RS
8)  P@)=P(V)+P’(2).(Z~ V)~ 1/2PD(Z).(Z - VY +1/6POV)(Z - VP+c8Z - VY o
Dans B) on remplace P®)(Z) par son expression donnée dans o) et on obtient : / /\N

B) PPZ)=POU) + PAV).Z-U) +¢c [(Z-UNZ~- V)= 12 (Z-U)? / ' / g

On obtient de la méme maniére, par substitutions :
V) P(2)=P'U) + PAU)LEZ-U) + 12PDV).(Z - U
+c[(Z-U)LZ-V)2-(Z-U)/3)
") P(Z)=P(V) + P’ (U)(Z~ V) + PAU(Z - U).(Z- V) - 1/2(Z - V)]
+ PO (Z-UP2(Z- V)2~ (Z-U)(Z- VP2 + (Z - V)/6]
+e [~ Z=UPZ- VI3 +@Z-VAZ=- V2= (Z-U)Z~ VP12 + (Z - V)8]
Les égalités o), B’), Y'), 8’) donnent donc :
([HQ), V), UZKV] = HEZ))

On notera que le théordme 10 ne capture pas l'intégralité du lemme de Thom sous forme d'évi-
dence forte : il manque les affirmations concernant les bornes de l'intervalle. Ce trou sera rem-
pli au paragraphe sur les tableaux de Hormander, et nécessite la notion d'existence potentielle.

3) Existence potentielle

Notations et définitions

Une implication forte (H => H’ )" est une forme forte (par identité algébrique) pour
I'implication universelle correspondante : VX ( H = H’) .
Mais la théorie des corps réels clos a des axiomes qui ne sont pas purement universels. Aussi,
nous avons besoin d'une forme "stellensatzisée” pour les énoncés du genre :

VX 3T HEXT). -
Nous voudrions parler d'existence potentielle lorsqu'un systéme de csg n'est pas fortement(,
incompatible. <
En fait, nous voulons un peu mieux. La non impossibilité de I'équation P(X) = T2 prise( 1
isolément n'a pas le méme statut que la non impossibilité de l'équation P(X)?=T*. En effet, ddor -
dans le second cas, contrairement au premier, quelles que soient les hypotheses faites par | a
ailleurs sur X, le fait de rajouter I'équation ne peut introduire une contradiction. Cette/
distinction est traduite en logique par une alternance de quantificateurs: /

VX 3T PX)?=T*.
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Une waduction "mot & mot” de cette alternance en termes d'implications fortes semblerait dcvoir\ SN
etre . pour toute spécification a la Thom non fortement incompatible des X, le systéme ? Wt
H(X,T) est lui-méme non fortement incompatible. Mais, dans une preuve, les valeurs prises |
par les X; peuvent dépendre de valeurs prises par des paraméres Y; . En ourre, il nous faut
donner une forme constructive a l'implication " A non fortement mcompanble implique
" B non fortement incompatible ". Ceci nous conduit i considérer la contrapposée de cette
implication, et 2 lire I'implication obtenue sous forme d'une construction. Nous obtenons en fin |
de compte la définition suivante.

4

Définition 11 :
Soient H; un systeme de csg portant sur des polynémes de K[X] , H, un systémé
de csg portant sur des polyndmes de K[X,Ty,T,,....,T,] = K[X,T] .
Nous dirons que les hypothéses H, autorisent I'existence des T, vérifiant H, :
lorsque, pour tout systéme de csg H portant sur des polyndmes de K[X,Y]', onala q 6@,\1\ \©

construction d'implication forte : C e
=

*o0 * * * NOT
CH(XT), HXY)] = 1=0) 4 ( [H(X), HXY)] = 1=0) . = \
Nous parlerons également d'existence potentielle des T, vérifiant Hy sous les P

hypothéses H, X

Notation : Nous noterons cette existence potentielle par : >|‘( Hy = 3T H, )*
Nous pouvons préciser de plus les variables sur lesquelles portent les systemes de csg, nous
écrivons alors : ( Hi(X) > 3T Hy,X,T) )

Lorsque le systtme H; est vide, nous utiliserons la notation >l=( 3T Hy(X,T) )*

Par exemple, nous montrons plus loin qu'on a :

*(P(X,U).PX,V)<0 => I W PX,W)=0)"
On notera que le principe de substitution énoncé au paragraphe précédent peut se réécrire sous
la forme : . .
( HX,PX)) = 3 W HXW))

Remarques : 1) Tout d'abord, nous insistons sur la lecture constructive de la définition ci-
dessus: la construction d'implication forte doit étre fournie par un procédé algorithmique
uniforme.

2) La notation doit étre lue comme un bloc indissociable (contrairement a la
notation concernant les constructions d'implications fortes).

3) SiL est une extension ordonnée de K il n'y a pas de relation évidente
a priori entre un énoncé ( Hi(X) = 3T HyX,T) ) lu dans K et le méme énoncé
ludans L . En fait, une fois démonté le théoréme des zéros réels, il est clair que les deux
énoncés sont équivalents a I'énoncé  V x ( Hy(x) = 3t Hy(x,t) ) lu dans la cloture
ordonnée de K .

4)  Sinous appliquons la définition en prenant H, , H alaplacede H,
on obtient la conﬁtructxon d'implication forte : . .
([Hy, Hy, H] = 1=0)" &, ([H, H] = 1=0)

5) Si nous appliquons la construction précédente plusieurs fois, nous
obtenons que pour tout systéme de csg H’ portant sur des polyndmes de K[X,Y], ona :

'La vondluon sur H esl qu’ 'aucune des variables T, Ty, ..., T, ne figure dedans; mais d'autres variables que

AVd (V4 o - . rwy Wy
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% * * *
([Hy, Hy, H] = H' ) 4o ([Hy, H] = H)
Quelques régles de manipulation des énoncés d'existence
potentielle
Des régles que nous allons énoncer, seule la régle de substitution n'est pas immédiate. Elles
s'avérent toutes bien utiles pour simplifier I'exposé.
Nous dirons qu'un systéme de csg est renforcé lorsqu'on lui rajoute des csg, ou lorsqu'on
remplace une csg par une condition de signe plus forte (> par > par exemple). Définition
symétrique pour affaiblir un systéme de csg.
Lemme 12 : Une existence potentielle ( Hy;(X) = 3T HyX.T))" reste vraie si on
affaiblit 1a conclusion, si on renforce I'hypothése, ou si on supprime derri¢re 3 des
variables ne figurant pas dans Hyo(X,T) .

Proposition 13 : (renforcement simultané de I'hypothése et de la conclusion)
Si (H(X) = 3T HyX,T))* alors
"([HX), HyX)] > 3 T [HyX,T), HyX)1)*
(rappel de I'hypothése dans la conclusion)
Si “( Hy(X)= 3T HyX,T))" alors “(H,;(X)=> 3T [H,X,T), HX) D'

preuve> immédiat, le 2°Me point était l'objet de la remarque 4 QO

Proposition 14 : (existence potentielle comme généralisation de I'implication forte)
Supposons que les systémes de csg H; et H, portent sur les seules variables X .
Alors “(Hy(X) = 3T Hy(X))* siet seulement si “( H,(X) = Hy(X))".

preuve> Voyons le seulement si: soit QT 0 une csgdans H, etsoit Q1" 0 la csg
opposée. On a ( [HyX), QT 0] = 1= 0) Donc par l'existence potentlclle, on a
également ~([Hy(X),Q©U 0] = 1=0)", c-ad “( H;X) = Q10)".
Voyons I'implication dans l'autre scns Soit H(X,Y) un systtme de csg et supposons que
( [ Hy(X), HX,Y)] = 1=0 ) D'apres I'hypothése, on a évidemment :
( [H{(X), HX,Y)] = [Hy(X), H(X,Y)] )* . 11 suffit d'appliquer la transitivité des
implications fortes pour obtenir ([ H,(X), H(X,Y)] = 1=0)". Q

Proposition 15 : (raisonnement cas par cas)
Soxt Q un polynéme de K[X] . Pour démontrer une existence potentielle
( H,(X) => AT HyX.,T) ) il suffit de démontrer chacune des existences
potentielles ( [Hi(X), Qo0] = IT HyX,T) )* pour les 3 signes G possibles.

preuve> Immédiat d'apres les définitions et le théoréme 7. O

Théoreme 16 : (transitivité dans les existences potentielles)
On considére des variables X;,X,,....Xp, T1, T, ., Ty Up,Us,.., Uy et des systemes de
csg H(X), Hy(X,T) et H;3(X,T,U).
Siona
(H(X) = 3T HyXD))* et “([HX), Hy(X.T) = 3U HyX.T.U))"
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alors on a aussi :
(HyX) 2 3T, U [HX), HyX.T), HyX,T.U)] )*

preuve> Immédiat d'aprés la définition. Q

Remarque 6 : En combinant le théoréme précédent et la proposition 14, on obtient des
variantes. Une implication forte suivie d'une existence potentielle donne une existence
potentielle. Une existence potentielle suivie d'une implication forte donne une existence
potentielle.

Proposition 17 : (l'existence implique I'existence potentielle)
Soient Py,P,,....P € K[X] etnotons P(X) pour P(X), ..., P,,(X) . On a l'existence
potentielle: " ( Hp(X,P(X)) = 3T HyX,T))"

Corollaire : (mé€mes hypotheéses)
Si "(HiX) = HaXPX))* alors *(H,X) = 3T H,XT))*

preuve> Substituer les P; aux T; dans I'implication forte :

*

( [H,(X,T), HX,Y)] = 1=0)"
Le corollaire suit par transitivité des existences potentielles.

Théoréme 18 : (principe de substitution dans les existences potentielles)
On considere des variables X,X,,....Xp, Z1,Z,,....7 . T1,T5,...., T, , et des polyndmes
P,.P,,...,P, de K[Z]. Notons P(Z) pour Py(Z), ..., P(Z)

Siona (HyX) = 3T H,X,T))* (@)
alors on a aussi (Hy(PZ) = 3T HyP@)T))" (b)
preuve> Supposons qu'on ait
([ Hy(PZ),T), HZY)] = 1=0)" (1)
On veut gonstruire .
*( [ Hi(P(Z)) , H(Z,Y)] = 1=0) . (2)
Ona: ([HyX,T), H(Z,Y),X=P(Z)] = [ H,(P(Z),T) , H(Z,Y)]) 3)
Par transitivité (1) et (3) donnent: .
([ HX,T), H(Z,Y),X=P(Z)] = 1=0) 4)
Par défn}kition de I'existence potentielle on sait construire: .
([H;X), H(Z,)Y),X=P(Z)] = 1=0) (5)
Par ailleurs :

(1 Hy(P(Z)) , HZ,Y),X=P(Z)] = [H(X), HZY),X=P2Z)])" (6)
Par transitivité (5) et (6) donnent : .
([ Hy(P(Z), H(Z,Y),X=P(@Z)] = 1=0) (7N
En substituant P(Z) a X dans (7), on obtient (2) Qa

Remarque 7 : Les preuves d'existence potentielle peuvent en général étre données directe-
ment sous la forme (b). Le théoréme 18 permet d'y voir plus clair en énoncant les théoremes
d'existence potentielle sous la forme la plus simple.

Remarque 8 : Si on applique le théoréme 18 une nouvelle fois, on peut substituer certains
des X; a certains des Z; . On voit donc que 'hypothése selon laquelle les X; etles Z; sont
des variables distinctes est en fait inutile.
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Existences potentielles fondamentales

Théoréme 19 : (autorisation de rajouter la racine carrée d'un positif)

On a I'existence potentielle de la racine carrée d'un positif. Ce qui s'écrit:

(U0 3T U=T2)*

preuwve> On supposera, ce qui n'est pas restrictif, que U est la variable X, .
On considere un systtme de csg H(X) et on reprend les notations de la preuve de la
proposition 6.
On notera Cp’, I’ lorsqu'on considere le cone positif ou I'idéal engendré dans I'anneau des
polynémes avec la variable supplémentaire T : K[X,T]= K[XI,X2,...,X,,,T] .
On veut expliciter la construction:
"([H,U-T?=0] = 1=0)* dis ([H,UY0] = 1=0))"
L'hypothése correspond 2 une équation :
$1X) + Py(X,T) + (U= T2).Y,(X,T) + Z,(X,T) = 0 avec S; € M(F,*2U F,*?),
P, € Cp(F,UF,), Z, € I'(F.).
Plus précisément

h T
Pi= Y QX).VAXT) et z = EINJ-(X).WJ-(X,T)
i=1 =

avec Qi(X) € Cp(F, U F,) et N;X)€F. . Les polynémes V;(X,T) et Wi(X,T) peuvent
étre pris modulo U - T2 (ce qui modifie Y (X,T) ), et sont alors de degré <l en T.

Si ViX,T) = A;(X) + B;(X).T, WX, T) = Gi(X)+ Di(X).T, ona:

Viz(X,T)) = Aiz(X) + Biz(X).T2 + 2. Ai(X).B;(X).T, et comme T2 peut étre remplacé par
U modulo U~T? on obtient :

h
$,(X) + ZQi(X).(AiZ(X)+ 2.A{(X).By(X).T + B%(X).U) +
i=1

U-T).X,XT) + D, NX).(CX)+DyX).T) = ¢
j=1

Considérons le polyndme du premier membre comme un élément de K[X;,X,,...X ][T]. Si
Y,(X,T) n'était pas nul, le mondme dominant en T du polynéme -~ T2.Y2(X,T) serait aussi
le monéme dominanten T dy polyndme du premier membre. Donc Y,(X,T)=0. On écrit
alors que le coefficient constant du polyn6me restant est nul :

h r
S;(X) + ZQi(X).(Aiz(X)+Bi2(X).U)+ ZNJ-(X).CJ-(X) = 0
i=1 J=

Ceci est exactement une implication forte du type voulu. Q

Théoréme 20 : (autorisation de rajouter l'inverse d'un non nul)
On a I'existence potentielle de l'inverse d'un non nul. Ce qui s'écrit:
(U+0= 3T 1=UT)*

preuve> Mémes notations qu'au théoréme précédent. On veut expliciter la construction:
([H,1-UT=0] = 1=0)* dns ([H,U$0]= 1=0) )
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L'hypothése correspond 2 une équation :
h

T
$1(X) + E{Qi(X).ViZ(X,T) +(1-UTD.Y(X,T) + 2; N;X).WiX,T) = 0
1= ]=

Informellement ; travaillons modulo (1—U.T). Remplagons dans les V; etles W; partout T
par 1/U de manitre 2 y faire disparaitre T, puis multiplions le tout par une puissance ym
convenable de maniere A chasser les dénominateurs.

Plus précisément : multiplions par une puissance U?™ convenable ( m > degp(V;) et
2m 2 degp(W;) ), puis remplagons chaque UL T* dansun V; ou W, par 1 modulo
(1-U.T). Onobtient :

h I
5,X).U™ + ZQi(X).AiZ(X) +(1-UT).Y,(X,T) + ZNJ-(X).Cj(X) =0
i=1 j=1

Comme dans la preuve précédente, Y,(X,T)=0. Etl'annulation du polynéme restant nous
donne une incompatibilité forte du type cherché:

h T
S,(X).U?™ + ZQi(X).Aiz(X) + 2 N,X).Ccix)= 0 Q
i=1 j=1

Corollaire 1 : (autorisation de rajouter l'inverse de la racine carrée d'un strictement positif)
On a I'existence potentielle de I'inverse d'un non nul. Ce qui s'écrit:
* *
(U>0 = 3T 1=UT?)

preuve> *(U>,O = 3Z U=27? )* d'apres le théoréme 19 .

Parailleurs  ([U>0,U=72] = Z%0)" donc par transitivité :
(U0 = 3z [U=22,Z%0])"

Parailleurs  (Z#0 => 3T 1=ZT)" d'apres le théoréme 20, donc

par transitivité : *(U>0 => 3Z,T [U=Z2,2%0, 1=2T])"

Enfin *((U=2%, 1=2T] = 1=U.T?)"  donc par transitivité :
*(U>0 = 3Z T [U=Z7%,2#%0, 1=2T ,1=U.T )

etaforioi  (U>0 = 3T 1=UT?) 0

Corollaire 2 : (le nullstellensatz réel faible implique les autres stellensatz réels)
Supposons que pour tout entier n et tout systéme d'égalités a 0 portant sur des polyndmes
de K[X], limpossibilité dans R (cloture réelle de K ) implique l'incompatibilité forte
dans K . Alors, pour tout systéme de csg portant sur des polynémes de KX},
l'impossibilité dans R implique l'incompatibilité forte dans K .

preuve> Considérons un systéme de csg portant sur des polyndmes de K[X] . Sionaune
csg P2 0 onlaremplace par P - sz =0 (la variable Tp est une nouvelle variable). Sion
aunecsg Q>0 onlaremplace par 1- Q.TQ2 =0.Sionaunecsg R¥0 on laremplace
par 1 —R.Tg =0 . Toutes les csg sont donc maintenant des égalités @ 0 . Onen déduit une
incompatibilité forte sur ces nouvelles csg . Il faut ensuite en déduire une incompatibilité forte
sur les csg initiales . Cela se fait une csg apres l'autre. On peut donc supposer qu'il n'y a
qu'une csg  traiter. Trois cas se présentent selon le type de la csg.

Or I'élimination de la csg (vu le théoréme de substitution) résulte de I'existence potentielle
correspondante:

R 7 ~

. o - P
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*(U >0 = 3T 1=U.T? )* permet de remplacer 1-— Q.TQ2 =0 par Q>0 (corollaire 1)

"(U#0=> 3T 1=U.T)* permetde remplacer 1~R.Tg=0par R%0 (théoréme 20)Q
Remarques 9 : On notera que les théorémes 19 et 20 "donnent I'autorisation” de rajouter la
ou les racines d'une équation de degré 1 ou 2 . Par ailleurs le corollaire 1 peut étre prouvé
directement (méme méthode que les théorémes 19 et 20). Il s'ensuit que le corollaire 2 peut

étre prouvé directement, sans théorie générale de l'existence potentielle, comme dans le cas de
la théorie des corps algébriquement clos.

Théoréme 21 : (autorisation de rajouter une racine a un polyndéme qui change de signe)

On a I'existence potentielle d'une racine pour un polyndéme qui change de signe. Ce qui

sécrit, en notant P(U) pour P(X,U):  “(P(U)P(V)0 = 3 Z P(Z)=0)*
preuve> Nous faisons une preuve par récurrence! sur le degré s de P(X,T) en T (avec
d(0)= —1). Lorsque deg(P)=0 ou -1, le résultat est facile. Nous reprenons les
notations de la preuve de la proposition 6 . On peut supposer que les variables U et V sont
deux des variables X; @ 1 s'agit, pour tout systtme H de csg ol ne figure pas la variable
Z , d'expliciter la construction:

"([H,PX2)=0]1 =2 1=0)" &, *([H,PX.U)PX,V)€0]= 1=0))*
qui peut se relire :

(H= PX2)%0)" &, “(H= PX,U).PX,V)>0)"

Supposons tout d'abo*r:d P unitaire. .
L'implication forte (H => P(X,Z)%0) s'écrit sous forme :

h T
$;X) + ZQi(X).BiZ(X,Z) - P(X,Z2).G(X,2) + Z Nj(X).Cj(X,Z) =0
i=1 j=1

avec Q(X)€ Cp(F,UFE,) et Nj(X) € F_ . Les polyndmes B;(X,Z) et Cj(X,Z) peuvent
étre pris modulo P en Z (parce que P est unitaire), auquel cas : degz(G) L degz(P)—-2 .
La méme égalité se relit de plusieurs maniéres:

(H= 6X2#0) (1), *(H= PX,2.6(X2>50) Q).
On déduit par substitution:

(H = PEUGED0) ., *(H = PXV).GX,V)>0)*
D'oi : *(H = P(X,U).G(X,U).P(X,V).G(X,V)> 0)*

Par hypothése de récurrence, on déduit de (1) que : *( H = GX,U).GX,V)>0 )*.
gnﬁn, on a trivialement: "
( [P(X,U).G(X,U).P(X,V).G(X,V)> 0, G(X,U).G(X,V)> 0] = PX,U).PX,V)>0)

On conclut par transitivité des implications fortes.

Voyons maintenant le cas on P n’est pas unitaire.

Soit C(X) son coefficient dominanten Z .

Soit R(X,Z) =P(X,Z) - C(X).Z® . (donc degz(R) <'s = degy(P)).

Démontrons I'existence potentielle en raisonnant cas par cas, selon le signe de C(X).
I€fcas: CX)=0

1 Cette preuve "recopie” la preuve classique de "si un corps est ordonné et si P(u).P(v) <0 avec P iréductible,
alors le corps K[W] /P(W) est réel”

2 D'apres le théoréme de substitution dans les existences potentielles, on peut supposer en fait qu'on est dans la
situation génériaue oi1 11 V et lec ecnefficiante A medunAme onnt crhaniim sima dac one aldae YV
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Ona: *(CX)=0 = RXX2) = P(X.2) )"
et donc : *([ PX,U).PX, V)0, CX)=0] = RX,U)RX,V)C0)"
et par hypothése de récurrence on a:
(R(XU)R(XV){O => 3Z RX,Z)= 0)
et comme : ( [RX,2)=0,CX)=0] = PX,Z)= )
on conclut par transitivité.
28mecas: CX)%0 .
On considére une nouvelle variable T . Soit P,(X,T,Z) =T.R(X,Z) + Z° .
Ona: " (CX)¥0=> 3T 1=CX).T)", *1=CX).T = T.PX,Z)=P,(X.T,2))" et
*(1=C(X).T = P(X,2)= C(X).P,(X,T.2) )"

it donc: .

([PXU)PX,V)L0,CX)0] = 3T [ 1=CX).T, P,(X,T,U).P;(X,T,V) £0] )
Commeona dC_]a traité le cas d'un polyndme unitaire on a:

*( (X, TU)P,(X,T,V) K0 = 3Z P(X,T,Z)=0)"

Par transitivité :

*(1 PX,U)PX,V) K0, CX)20] = ITZ [1=CX).T, Py(X,T,2)=0])"
Donc : *( [PXU)PX,V)L0,CX)+0] = IT,Z PXZ)=0 )* ,

ot on peut supprimer T . a

Théoréme 22 : (autorisation de rajouter une racine sur l'intervalle ou le signe change)
On a l'existence potentielle d'une racine sur l'intervalle ot un polyndme change de signe. Ce
qui s'écrit, en notant P(U) pour P(X,U) :
*( [PU).P(V)K0] = I Z [PZ)=0,PU).PV)K0,Z-U).Z2-V)<0] )’|=
o encore :
*( [PAU).P(V)XO0,ULV] = 3Z [PZ)=0,PU).P(V)C0,U<LZLV] )*

preuve> La deuxiéme forme résulte de la premiére : on a en effet fac11ement

( [UKV,(Z-U).(Z-V)<0] > ULKZLKYV )
Nous allons mimer le raisonnement classique qui dit : si z est hors de l'intervalle
d'extrémités u et v, alors on consideére le polyndme obtenu en divisant P(Z) par (Z- z), il
change de signe aux bornes de l'intervalle, et on fait fonctionner une récurrence sur le degré
de P . Voici ce que ¢a donne.

On va démontrer le théoréme par récurrence sur le degré s en Z de P(Z) .
Sicedegré est 0, le théoreme est trivial. Passonsde s 3 s+1. Supposons le degré s+1.
D'apres le théoréme 21 et la proposition 13, on a déja:
(P(U) P(V)X0 = 3 Z [P(Z)=0, P(U).P(V)<0] )
Nous allons démontrer I'existence potentielle:
([P(U) P(V)<0,P(Z)=0]=> 3 Z’ [P(Z’)= 0, P(U).P(V)<0, (Z’ - U).(Z’ - V)<O])*
cas par cas, selon le signede (Z—-U).(Z-V).
Si (Z-U).(Z2-V)<0.
Tout va bien : l'existence (vérifiée par Z ) implique I'existence potentielle (pour la nouvelle
variable Z’) .
Si Z-U.(Z-V)20
On considere une nouvelle variable T et le polyndme R défini par :
RXX,Z,T):=(PX,T)-PX,2)/(T-2) .
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Notons pour alléger R(T) pour R(X,Z,T) et P(T) pour P(X,T).
Notons H(X,Z) pour [PU).P(V)<0,P(Z)=0,(Z-U).(Z-V)20].
(c'est I'hypothese de I'existence potentielle que nous voulons démontrer)
On a facilement I'implication forte:
*(Hy(X,Z) = P(T)=R(T).(T-2))", etdonc aussi:
*( H{(X,Z) = [RU).(Z-U).RV).(Z-V)=PU).P(V)<0,(Z-U).(Z-V)20] )*
et gonc aussi .
(H,(X,Z) = RU).R(V)K0)
Cgmmc R(T) estde degré <s en T on applique I'hypothése de récurrence. On oEtient:
(RU)R(V)<0 = 3Z [R(Z)=0,RU).RV)K0,(Z -U).(Z'-V)<0])
et on conclut facilement par quelques implications fortes et la transitivité des existences
potentielles Q

Remarque 10 : On notera 2 quel point les raisonnements "formels” (sous forme
d'implications fortes et existences potentielles) sont proches des raisonnements mathématiques
correspondants de la théorie des corps ordonnés.
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4) Evidence forte des faits explicités par un tableau de
Hormander

Nullstellensatz réel en une variable

Rappelons tout d’abord I'algorithme de Hérmander ainsi que la définition des codages a la
Thom.

Proposition 23 : (Tableau et algorithme de Hérmander)

Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .

Soit L=[P; ,P,, ..., P,] une liste de polynémes de K[X] .

Soit P la famille de polyndmes engendrée par les éléments de L et par les opérations

Fr— P, et (P,Q)—— Rst(P,Q) . Alors :

1) P estfinie.

2) On peut €établir le tableau complet des signes pour P en utilisant les seules informations
suivantes : le degré de chaque polyndme de la famille; les diagrammes des opérations
Pr— P’ et (P,Q)—— Rst(P,Q) (ol deg(P) deg(Q) )dans P ; et les signes
des constantes de PV,

preuve> 1) A priori, pour construire  on prend la liste L et on applique systématiquement
l'opération "reste de tous les couples de polyndmes précédemment obtenus” ainsi que
l'opération "dérivation de tous polyndmes précédemment obtenus”. Si d est le degré
maximum dans L, en appliquant une fois les opérations "dérivation” et "reste” on
n'introduit que des polyndmes de degré < d . On peut donc, la deuxieme fois, n'appliquer
l'opération "dérivation” qu'a des nouveaux polyndmes, tous de degré < d et I'opération
"reste” & des nouveaux couples de polyndmes, donc avec le deuxieme polyndme de degré <
d . En conséquence les polyndmes obtenus la deuxiéme fois sont tous de degré <d-—-1. La
méme remarque s'applique 2 nouveau. Le processus ainsi contrdlé est donc fini.

2) Numérotons les polyndmes de la famille avec un ordre qui respecte la croissance des degrés.
Soit P, la sous-famille de P constituée des polyndmes numérotés de 1 3 m . Elle est
évidemment stable par les opérations ‘dérivation’ et ‘reste de division’, qui abaissent le degré.
Notons enfin I, le tableau de Hérmander correspondant.

Montrons, par récurrence sur le numéro m du polyndme, qu'on peut établir le tableau
complet des signes des polynémes de la famille 2,,, en utilisant les seules informations
autorisées.

Tant que les polyndmes sont de degré 0, c'est clair.

Supposons vrai jusqu'a m . Soit P le polyndme de numéro m+ 1 dans P. Surchacun des
intervalles du tableau 7, , le polyndme P est strictement monotone, d'apres le théoréme des
accroissements finis. Chacun des points & du tableau 7, est ou bien +o, oubien — oo,
ou bien une racine d'un certain polynéme Q de numéro < m , et dans ce cas, si
R =Rst(P,Q), ona P(E)=R() . Le signe de P(£) est donc connu dans tous les cas 2 partir
des informations autorisées. On en déduit sur quels intervalles ouverts de T, le polyndme P
reste de signe constant, en quels points déja introduits s'annule P et sur quels intervalles
ouverts de ‘I, sont les racines de P dans R qui ne figuraient pas encore dans ‘T, . Soit {

' On notera que les constantes de P sont essentiellement : les coefficients dominants des polyn6émes non
constants de P, etles valeurs P(§) olt P est un polyndme non constant de P et & une racine d'un
polyndme de degré 1 de P.
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une racine de P sur I'un de ces intervalles ouverts I1=1E,E’[ . Si Q est un polyndme de
numéro < m dans P, son signe sur I est connu donc aussien { ,sur 1§,{[ et sur 10,67 .
Quant & P, son signe sur J§,{[ et celui sur 1{,E’[ sont également connus . On a donc
construit le tableau complet des signes pour %,,,; 2 partir des informations autorisées et du
tableau complet des signes pour P, . Q

Définition 24 : ( codage a la Thom )
Soit K un corps ordonné, R sa cloture réelle.
Un élément & de R estdit codé @ la Thom (dans K) s'il est présenté comme racine d'un
polyndme P, de K[X], en précisant les signes stricts M de PE),PE) ,etc...
Un intervalle ouvert non borné de R est dit codé @ la Thom (dans K ) s'il est présenté
comme I'ensemble des éléments { qui attribuent des signes stricts précisés a une liste de
polyndémes [ P, P’ ,P” ,etc...] ) l'extrémité finie o de l'intervalle étant obtenue pour
P(a)=0.
Un intervalle ouvert boné de R est dit codé a la Thom (dans K ) s'll est présenté comme
l'ensemble des éléments { qui attribuent des signes stricts précisés a deux listes de
polyndmes [P,P’,P” ,etc..] et [Q,Q ,Q”,etc..]), lesextrémités o et B de
I'intervalle étant obtenues pour P(a)=0 et Q(B)=0.

NB : Tout point de R peut étre codé A la Thom dans K . Mais des intervalles ouverts de R

peuvent ne pas étre codables A la Thom dans K . L'important est que les intervalles ouverts
minimaux des tableaux de Hormander le soient.

Le § 4) est essentiellement consacré 2 la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 25 : (nullstellensatz réel en une variable)
Soit K un corps ordonné et R sa cloture réelle. Soit P une famille de polynémes de
K[X] et H(X) un systeme de csg portant sur des éléments de P . Alors :
ou bien H(x) est impossible dans R et alors >l‘( HX) = 1=0)* dans K, etdonc
H(x) est impossible dans toute extension ordonnée de K .
ou bien H(x) est possible dans R et alors *( 3X H(X) )* dans K et dans toute

extension ordonnée de K .

On peut supposer que la famille P est stable par les opérations "reste” et "dérivation”.
(proposition 23).

L'impossibilit¢ de H(x) dans R ou l'existence de x dans R vérifiant H(x) est
directement lisible sur le tableau de Hérmander de la famille, et se teste uniquement par des
calculs dans K . Nous allons montrer que la construction méme du tableau de Hoérmander peut
étre traduite, pas a pas, en évidences fortes eten existences potentielles qui rendent compte
de tous les fait lisibles sur le tableau de Hérmander. Si on considére maintenant une extension
ordonnée L de K, on pourra appliquer pour H, L et sa cléture réelle, les résultats obtenus
pour H, K et R; comme le test se fait uniquement par des calculs dans K la possibilité ou
l'impossibilité sera équivalente dans les deux cas.

Nous commengons par considérer le cas o le corps K est réel clos, qui est beaucoup
plus simple 2 traiter.




22 Théoréme des zéros réel effectif et variantes

Lorsque le corps K est réel clos

preuve du théoréme dans ce cas > On adonc R=K . Soient vy, vy, ..., Vi la liste
ordonnée des points finis du tableau de Hérmander de la famille ? . On peut calculer v et
Vg, dans R tels que I'évidence forte des signes de tous les P € P soit facile 2 établir en |
xS Vg eten XY Uy, . |
La possibilité dans R pour un systéme de csg donné est immédiatement lisible et explicitable,

soitenun v;, soitenun x=(V;+v;,,)/2 . Cela implique I'existence potentielle. | O i
L'incompatibilit€ dans R pour une systtme H de csg est €galement lisible sur le tableau de .
Hormander, mais l'incompatibilité forte demande un peu plus de fatigue. On commence par Y c\mg\(,

remarquer qu'on peut raisonner en séparant les cas : X < Vo, X=vy, X>v;. Le troisitme
cas se scinde de nouveau en trois cas X<v;, X=v;, X> v etc... De sorte qu'il suffit
d'établir I'incompatibilité forte de I'une des csgde H au moins : en chacun des points v,
d'une part, sur chacun des intervalles ouverts 1V; , V[ d'autre part, et enfin pour X< vy et |
pour X> vy, . /
Dans le dernier cas, le travail a déja été fait. En un point v; le signe de chaque P(v;) est
fortement évident dans R (puisque V; € R ). Sur unintervalle Jv;,v;,4[, les signes, !
constants et non nuls, des P € P sont tous fortement évidents 3 partir des signes aux bords /
modulo une formule de Taylor mixte convenable (cf. théoreme 10 (5) ).

Dans le corps des coefficients

Nous voulons établir, pour tous les faits lisibles sur le tableau de Hormander, incompatibilité

. : i s
forte et existence potentielle dans K . S ot /
II nous faut cette fois-ci suivre I'algorithme de Hérmander pas a pas, c.-a-d. en introduisant les o ol
points du tableau de Hérmander un 2 un. a« i

/

Nous commengons par calculer a et b dans K , au dela desquels les signes des polyndmes {‘Hacqsg o
de P sont fortement évidents. Ces 2 éléments de K remplaceront pour nous —eo et +oo  youf 0,
dans le tableau de Hérmander. S

o

¢ i

Lemme 26 : (évidence forte et existence potentielle pour les faits élémentaires lisibles sur un
tableau de Hoérmander)

Sott K un corps ordonné et R sa cléture réelle. Soit P une famille de polyndémes de

K[X] stable par les opérations "reste” et "dérivation”, soit T son tableau de Hoérmander.

1) les points du tableau de Hérmander , définis 4 la Thom par leur construction méme ,
vérifient I'existence potentielle pour leur codage 2 la Thom O,

2) la comparaison (pour l'ordre) de 2 points du tableau est fortement évidente 2 partir de
leur codage a la Thom.

3) en chaque point du tableau, les signes de tous les polyn6émes de la famille sont fortement
évidents a partir du codage 4 la Thom du point considéré.

4) sur chaque intervalle ouvert minimal du tableau les si gnes de tous les polyndmes
précédemment introduits sont fortement évidents 2 partir du codage a la Thom des
extrémités de l'intervalle (si l'intervalle est non borné, seule l'extrémité finie intervient,
naturellement) et du fait que le point est situé entre les extrémités, ou encore a partir du
codage a la Thom de l'intervalle.

' Un méme point peut &tre codé a la Thom via des polyndmes distincts. Le codage que nous considérons ici est
le premier qui se orésente nour le point danc Ia eanctniction di tahlean



4) Evidence forte des faits explicités par un tableau de Hérmander 23

preuve du lemme> Nous démontrons le lemme pour la famille 7, et le tableau 7, , par
récurrence sur m . En suivant pas 2 pas la preuve de la proposition 23 . Le lemme est évident
lorsque la famille %, ne contient que des constantes.

Passons de m & m+1. Si A estun pointde 7, nous noterons Q;(X) le polyndme a
partir duquel il est codé 4 la Thom, et H,;(X) le systéme de csg qui constitue son codage 2 la
Thom ( A est le seul point de R vérifiant ]HI;\(?») Soit alors P le polyndme numéroté
m+1 , non constant, de degré p . '
Dans la preuve qui suit nous n'examinons que le cas des intervalles ouverts minimaux bornés,
l'adaptation au cas non borné étant immédiate en utilisant les points a et b qui remplacent
—o0 gt +oo .

Pour chaque point A de 7, nous introduisons une nouvelle variable X, . Pour rendre la
preuve plus lisible, nous écrivons A a la place de X, . Les instances de A valant pour X
sont claires d'apres le contexte.

Voyons le point 1) Seuls les points introduits a I'étape m+1 , c.-3-d. les racines de P non
racines d'un polyndme de numéro <m , posent a priori probléme. Il est clair que le signe de P
en un point A de 7, est fortement évident a partir du signe de Rst(P,Q))(A) et du fait que
Q;(A) =0 ; donc aussi, d'apres I'hypothese de récurrence (3), a partir de H;(A) . Soit { une
racine de P située sur l'intervalle ouvert minimal Jo,B[ de ‘I, .On adonc:

*(Ho(®) = P@>0)" et *(Hp(B) = PB)<0)" ou vice-versa.
Et I'hypothése de récurrence (2) donne :

"([Hy(@, Hg®)] = a<p )
Par le théoreme 22 et la transitivité des existences potentielles, on a donc :
([ Hg(@), Hy@®)] = 3Z[a<Z<B,P@)=0])"
Par ailleurs, par hypothése de récurrence (4),ilyades 1, € {<,>} (i=1, .., p) tels que
I'on ait :
*([Hy@, Hy®),0<Z<B] > [ PO2) 4,0 G(=1,...p) 1)

Et comme on a déja :

(3ap [Hy), Hy®1)"

On en déduit par transitivité:
(32 [ P@=0, PYZ) 1,0 (=1,..,p) 1)
que nous réécrivons pour plus de hslbrhte
(3¢ Hg(C))
Voyons le point2) Appelons T’; le signe  ou 2 associéa T;.
On a les implications fortes:
*( Hy(@) = P@>0)" (i 1y est <, P()<0 si 7y est )
*(Hg(e) = PY0) 1;,0) (=1,...p~ 1), et "( Holw) = PPa) 1, 0)"
Donc via le théoréme 10 (2,b) :
"([Ho(®, He(©1 = a<f)"  (idem pour B>()
Le point 2) pour ‘I,,; se déduit alors du point 2) pour T : si parexemple A€ T avec
A <o on a par hypothése de recurrence
. "([Ho(w, H,MW)] = a<a)’ .
Donc : ([Hy(o), HyW), H(D1 = A<a<cl)
Et comme (3 o Hy(a) )* Dy .
([ FaQ), H(D1 = A<L)
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Voyons le point 3) On a déja vu que le signe de P en tout point A de T, est fortement
evident a partir du codage a la Thomde A . Il reste & voir que le signe de Q € B, en un point
nouvellement introduit (tel que le  du 1)) est fortement évident 2 partir de son codage a la
Thom. On sait d'apres le 2) quel'ona :

"([Hylo), Hy®), H(©] = a<(<p)*

Par ailleurs, vue I'hypothése de récurrence (3) , lessignesde Q et de ses dérivées en o et B
sont fortement évidents 2 partir de Hg () et Hﬂ(ﬁ) . Ils sont en outre compatibles (c.-a-d.
que les signesen a et B d'un méme polyndme ne sontni “=0 et =0” ,ni “>0 et <0
ni “<0 et >0 Donc,en appliquant de nouveau le théoréme 10 (5) et la transitivité, on
obtient : . .

([Hy(o), HgB), He(©)] = Q) 10)* avec 1 € (<,> )
Et comme : (0B [Hya), Hp®)1)"
on obtient le résultat voulu :

(H©1 = Q10)* avec 1 €(<,>)?

Voyons le point 4) Notons H;‘,H(X) le codage a la Thom d'un intervalle ouvert minimal de
Tner - Ll est obtenu en prenant H)(X) , H,(X) et en remplagant les conditions de signes
QuX)=0 et Qu(X) =0 par les conditions strictes convenables. Par application du théoréme
10 (2) on obtient: . .

(CHGW, ), Hyy(X) ] = A<X<p)
Simaintenant Q est un polyndme arbitraire de P41 On raisonne comme au point 3) pour le
signede Q en { eton obtient 'évidence forte du signe Q(X) sous I'hypothése Hy,n(X) O

preuve du théoréme 25 > Nous voulons montrer l'existence potentielle ou l'incompatibilité
forte pour un systtme H de csg portant sur des éléments de P . Vu le lemme 26, nous
pouvons recopier, avec les précautions d'usage, ce que nous avons fait dans le cas d'un corps
réel clos. La disjonction des cas va pouvoir étre pratiquée griace & (2). L'évaluation du signe
d'un polyndéme en un point du tableau sera remplacée par l'évidence forte du signe de ce

polynéme etc... O \‘?X)i Y‘f\ ({\\

corps_ordonné

o o A ) ' L ) (JQ“\O .
Une nouvelle preuve de l'existence et unicité de la cloture réelle d'un &

On commence par remarquer que les résultats établis jusqu'ici, avant ce qui concerne l'algo-
rithme de Hormander, ont été établis sans supposer l'existence d'une cloture réelle de K .
Pour ce qui concerne 1'algorithme de Hérmander et son “algébrisation" dans le corps des
coefficients, on remarque que le travail peut étre fait "en aveugle” méme sans supposer
l'existence d'une cloture réelle. Par exemple, on ne suppose jamais a priori qu'un polyndme P
ne peut passerde + a — dans le tableau de Hoérmander "aveugle" sur un intervalle ol P’
est marqué + , c.-a-d. qu'on ne suppose pas a priori I'existence d'une extension ordonnée

Ceci est clair d'apres I'existence de la cldture réelle, mais résulte également de la construction itérative des
implications fortes et existences potentielles donnée dans ce lemme : cette remarque nous permet par la suite
d'uuliser la preuve de la proposition 25 comme nouveau moyen d'établir constructivement 'existence de la
cldture réelle d'un corps ordonné ; elle nous permet également de relire le lemme 26 lorsque les coefficients
des polynoémes dépendent de paramétres, dans la preuve du théoréme 28.

2 On notera que l'usage des formules de Taylor mixtes permet de déduire que les signes fortement évidents de Q
et Q" en des points successifs de T, | respectent lc théoréme des accroissements finis sans faire appel & ce
théoréme, donc sans faire appel non plus  I'existence d'une cloture réelle de K .
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contenant les racines marquées dans le tableau, cela se déduit au contraire des formules de
Taylor mixtes.
Sans supposer savoir déja I'existence d'une cloture réelle de K , les preuves données jusqu'ici
montrent donc que :

Si P est un polyndme de K[X], de degré n+ 1, et [0}, ..,0,] une liste de

signes stricts, et si H est le systtme de csg: PX)=0, PX)= o,, ..,

P(i)(X) =g0,.., P(“)(X) =0, : oubien H est fortement incompatible dans K , ou

bien on a I'existence potentielle d'un X vérifiant H (lue dans K ) .

Dans ce dernier cas, si Q est un polynéme de K[X] . il Yy a exactement un signe ©

tel que I'on ait I'implication forte ‘ .

( H=> QX)=0)

Ceci fournit alors un algorithme d'affectation de signes dans K[X].
I1 est alors immédiat que I'algorithme d'affectation de signes ainsi défini est cohérent. Ceci
montre I'existence et l'unicité forte d'une extension de K engendrée par une racine de P
specifiée & la Thom, a condition que cette spécification ne soit pas fortement absurde (ce qui est
testable par la construction du tableau de Hormander de la famille stable engendrée par P ).
On peut enfin déduire de ce résultat, sans trop de fatigue supplémentaire, I'existence et l'unicité
forte de la cloture réelle de K .

5) Nulitellensatz réel effectif et variantes

A partir du moment ol on a démontré la version "implication forte" des axiomes et des
régles de déduction de la théorie formelle intuitionniste des corps réels clos avec les éléments de
K pour constantes, il n'est pas étonnant qu'on puisse traduire sous forme d'implication forte
tout énoncé démontrable dans cette théorie formelle. En quelque sorte, le plus difficile a été fait
avec la validation du raisonnement "cas par cas", la transitivité des implications fortes et
l'autorisation de rajouter une racine a un polyndme sur un intervalle ot il change de signe. En
fait, comme nous n'avons pas de version "implication forte" pour des énoncés avec trop
d'alternances de quantificateurs, ce n'est pas tout 2 fait aussi simple.

La preuve du nullstellensatz consiste donc en quelque sorte a vérifier que l'algorithme
proposé dans [LR] pour décider un énoncé purement universel de la théorie des corps réels
clos n'utilise pas d'arguments logiques impliquant des énoncés a trop d'alternances de
quantificateurs.

Nous commengons par rappeler le théoréme concernant les tableaux de Hoérmander

paramétrés. (cf. [BCR] chap. 1 ).
Proposition 27 : (Tableau de Hormander paramétré)

Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .

Soit L=1[Q;,Q,, ..., Q] une liste de polyndmes de K[Xy, Xs, ..., X )Y] .

On peut construire une famille finie F de polyndmes de K[Xy, X5, ..., X,] telle que,

pour tous Xy, X, ..., X, dans R, en posant Pi(Y)= Qj(xy, Xy, ..., x,;Y) , le tableau

complet des signes pour L=[P, , P, , ..., Py] est calculable a partir des signes des

S(xy, X5, ..., X,) pour S€ F.
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preuve> On remarque que les constantes de l'algorithme de Hormander (cf. proposition 23)

A

rationnelles en les coefficients des polyndmes de la liste initiale L | Je degré de Q, pour une
spécialisation  x,, X2, ..., X, donnée de X, X,, ..., X, dépend de l'annulation de
certains polyndmes en les coefficients des polynémes de la liste initiale L . On met donc dans
la famille ¥ tous les polyndmes apparaissant au numérateur ou dénominateur d'un coefficient
d'un polyndéme de la famille P, pour toutes les familles P possibles . O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer Je :

Théoréme 28 : (Tableau de Hormander paramétré, implications fortes et existences| & v« 7
potentielles)  Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R . belot NPT B
Sot L=[Q;,Q,,.., Q] une liste de polynomes de KX}, X5,... X ][Y] . 1 /»“V " :%C’ ¥ |
On construit la famille finie F de polyndmes de K[X,.X;.,....X,] comme a1la . Yoo ki
proposition 27 . ‘0 yre

!.L‘ .

Soit H(X,,X;,...,X,,Y) un systeme de csg portant sur des polynémes de la liste L . IS A

L R A

Soit un élément £=(0g)scy de (=1,0,+ 1}%. Onnote HyX X Xp) le 1,

systéme de conditions de signes [8X1.Xp,.. X)) =05;S€e F ]. On suppose qu'il existe
X1:%,-.,.X, € R vérifiant Hy(x;,Xy,...,x,). Alors :
Ou bien V x,,x,,..x € R (Hz(x),X9,0%,)=> IyeR H(x1,x2,....x,,¥))
o etalors: T(Hp(X),X,X)> 3 Y H(X1, X2 X, Y) ) (lu dans K)
ou bien V x;.x,,...x,,y€R ( Hy(x1,x9,..,x,) et HX X0 0xpy) ) = 1=0
etalors : ([ Hy(X;,X,,...X,), HX X3 XpY) ] = 1=0)* (dans K )

preuve> Les conditions de signe Hy imposent les degrés des polyndmes de la famille stable
(par reste et dérivation) engendrée par L , ainsi que le tableau de Hormander de 1a famille.
Pour ne pas avoir 2 utiliser des fractions rationnelles en X1, X2,....X;, comme coefficients des
polyndémes de la famille stable engendrée, nous pouvons remplacer, aprés avoir calculé la
famille, chaque polynéme par un polyndme obtenu en le multipliant par un facteur carré
convenable dans K[X.X5,...X,] , facteur fortement non nul sous les hypothéses Hy .
Nous pouvons alors répéter avec les précautions d'usage® les raisonnements de la preuve du

b'd

¥

théoréme 25 , et nous obtenons Ie théoréme 25 "avec parametres" , c.-a-d. le théoréme 28 O <

On notera que la preuve du théoréme 25 serait peu perturbée si Hy était incompatible.
On obtiendrait qu'au moins l'une des deux conclusions est valable.
Le nullstellensatz réel effectif général est maintenant facile.

Théoreme 29 : (nullstellensatz, positivestellensatz et nichtnegativestellensatz réels effectifs?)
Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .
Soit H(X},X5,...X,) un systéme de CSg portant sur une famille finie de polynbmes de
KI[X;.X,,...X,] . Ce systéme est impossible dans R s et seulement si il est fortement
incomnpatible dans K . En termes plus formalisés :

! par exemple les points a et b qui remplacent — o et +oco dans la preuve du théordme 23 sont
représentés maintenant par des variables A et B avec l'existence potentielle convenable.

2 “effectifs” parce que toutes nos Preuves sont constructives et réfarent & dec oot sk
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Si V xy,X9,....x, € R H(xy,Xg,...,X,) est absurde,
alors : *( HX,X5,...X,) = 1=0 )* (dans K).
*( H(X{,Xs,...X,) = 1=0 )* (dans K) , alors lescsg H sontimpossi-
bles a réaliser dans n'importe quelle extension ordonnée de K .
preuve> La partie "réciproque” est évidente. Pour la partie "directe”, on fait un raisonnement
par récurrence sur le nombre de variables. Pour n=1, c'est le théoréme 25. Passonsde n a
n+1 . On appelle Y la n+1¢éme variable, on va utiliser le théoréme 28. Pour construire

l'implication forte demandée, on raisonne cas par cas, selon les signes que prennent les
polyndmes de la famille F . Soitdonc I un élément arbitrairede {-1,0,+ 1}

Nous voulons construire 'implication forte:
([ Hg(X;, X0 Xo) » HXp.XgronXpY) 1 = 1=0)"
Si Hy estimpossible dans R (ce qui est testable par I'algorithme de Hormander appliqué de
maniere itérative), on applique I'hypothése de récurrence, on en déduit :
*(Hy = 1=0)*  etaforiorn ([Hy, H] = 1=0)"
Sinon, on applique le théoréme 28 , c'est forcément la deuxi¢me alternative qui se présente
 puisque H(X4,Xp,...,X,,y) st impossible dans R . Q

Vu le caractére uniformément primitif récursif des algorithmes donnés dans nos preuves, on a
également :

Théoréme 30 : (nullstellensatz réel uniformément primitif récursif)
Soit K un corps ordonné, sous-corps d'un corps réel clos R .
Soit H(X;,Xy,....X,) un systtme de csg portant sur une famille finie de polyndmes de
K[X,Xp,...X,] . Soit (c;);eq la famille finie des coefficients des polyndmes figurant
dans H .
Considérons que la structure de corps ordonné du corps des coefficients @ ((c)ier) est
donnée par un oracle qui répond 2 la question : “ quel est le signe de P((c)ier) 7> ol
l'entrée est le polyndme P€ Z [(C));e1] -
Il existe un algorithme uniformément primitif récursif qui décide si H cst impossible dans
R et qui construit, dans le cas de réponse positive, une implication forte ( H= 1=0 )
(lue dans K).

Remarque 11 : 11 serait facile de prouver, par récurrence sur le nombre de variables, un
additif au théoréme 29 qui affirmerait que I'existence dans R implique I'existence potentielle
lue dans K , et vice versa. En fait, une fois établi le théoréme des zéros réels, on en déduit
immédiatement l'interprétation suivante de I'existence potentielle sous conditions :
Soient H; un systéme de csg portant sur des polyndmes de K[X] = K[X.X;,....X,] , et
H, un syst¢me de csg portant sur des polyndmes de K[X,T,T,....T]= K[X,T]. Alors
on a:

*(HyX) @ 3T HyX.T))" (ludans K)
si et seulement si :

VxeR" ( Hy(x) = 3JteR™ Hyxt) )

Nous terminons par un théoréme qui explicite une signification constructive du théoreme de
mathématiques classiques: "tout corps réel posséde une extension réelle close” (ce théoreme
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est non démontrable, en tant que tel, constructivement). Nous commengons par rappeler un
résultat de [LR].

Théoreme 31 :
Soit K un corps ordonné discret et T(K) la théorie formelle intuitionniste des corps réels
clos discrets, avec les éléments K pour constantes et les axiomes explicitant la structure de
corps ordonné de K. Alors T;(K) est décidable, complete et non contradictoire. En
particulier, pour toute formule close F, “F ou 1F” est un théoréme.

Le théoréme des zéros réels permet alors d'établir constructivement le résultat annoncé:

Théoréme 32 :

Soit K un corps réel discret et T,(K) la théorie formelle intuitionniste des corps réels clos
discrets, avec les €léments K pour constantes et les axiomes explicitant la structure de corps
de K. Alors T,(K) est non contradictoire!.

preuve> La théorie T,(Q) et la théorie T,(Q) sont équivalentes. Sion a une contradiction
dans la théorie T,(K) , sa démonstration fait appel 2 un nombre fini d'axiomes traduisant la
structure de corps de K . Si cy, c,, ..., C, sont les éléments de K intervenant dans ces
axiomes, on remarque que ces axiomes s'écrivent sous la forme Pi(c), ¢y, ...,c,) =0 pour
des polyndmes Py(X;, X,, ..., XD€ Q[Xy, Xy, ..., X,] i=1,2, ..,k (un axiome
traduisant la structure de K du type c+0 peut €tre remplacé par c.c’=1 ol ¢’ est I'inverse
de ¢ dans K ). La preuve de la contradiction dans T,(K) fournit donc une preuve dans
Ty( Q) d'un théoréme de la forme:

(P(Xy, X2, .., X)) =0 et ... et PuX1, X5, .0 X)=0) = 1=0
Le méme théoréme est prouvable dans T,(0Q).
D'apres le théoréme des zéros réels, on en déduit une identité algébrique de la forme :

h k
1+ 2 pRE + TRT, = 0
1=1 j=1
avec p; positifdans Q , R, et T; dans Q[X;, Xy, ..., X,]. En remplacant les X; par
les ¢; dans cette identité algébrique, on obtient que le corps K n'est pasréel. Q

Le théoréme 32 nous dit en particulier que, tant qu'on cherche & démontrer un énoncé purement
universel de la théorie des corps réels discrets (avec constantes dans K) on peut faire comme
si K ¢était un corps ordonné, donc contenu dans un corps réel clos.

Remarque 12 : Les mémes méthodes, simplifiées, s'appliqueraient en théorie des corps
(avec les seules conditions de signe =0 et # 0 ). On obtiendrait ainsi les analogues des
théoréemes 30 et 32, c.-a-d. plus précisément :

Primo, le théoréme des zéros de Hilbert explicité par un algorithme uniformément primitif

!' Nous avons utilisé deux notations distinctes T, (K) et T»(K) pour souligner que dans le deuxieme cas, les
axiomes liant les constantes explicitent la structure de corpsde K tandis que dans le premier cas, il y a aussi
les axiomes sur les constantes explicitant la structure d'ordre. En fait, on peut formuler la théorie formelle des
corps réels clos sans recours 2 la structure d'ordre: -1 n'est pas un carré, ¥V x x ou — x est un carré, tout
polyndme de degré impair admet une racine. Le tiers exclu restreint est alors formulé: ¥V x x=0 ou x%0 .
Si on adopte cezpoint de vue, la théorie formelle T1(K) contient, pour chaque élément positif a de K

— o -

| £ P
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récursif, avec une preuve directe et entiérement constructive (pour le cas des corps discrets!),
sans avoir a développer la théorie constructive de la noethériannité.

Secundo, une preuve constructive que la théorie intuitionniste des corps algébriquement clos
discrets, avec constantes dans un corps discret donné, est compléte et non contradictoire.

Henri LOMBARDI
Mathématiques. UFR des Sciences et Techniques

Université de Franche-Comté. 25 030 Besangon cédex

France

Bibliographie :

[BCR]

[Du]

(Efr]

[Kri]

[Loma]

[Lomb]

[Lomc]

(LR]

[MRR]

[Ris]

[Ste]

Bochnak, Coste M., Roy M.-F. :  Géométrie Algébrique réelle. Springer-Verlag.
A series of Modern Surveys in Mathematics n°11. 1987.

Dubois, D. W. : A nullstellensatz for ordered fields, Arkiv for Mat., Stockholm.
t. 8, 1969, p. 111-114

Efroymson, G. : Local reality on algebraic varieties, J. of Algebra, t. 29, 1974,
p. 113-142,

Krivine, J. L. Anneaux préordonnés. Journal d'analyse mathématique, t.12,
1964, p. 307-326

Lombardi H.: Théoréme effectif des zéros réel et variantes. Publications
Mathématiques de I'Université (Besangon). 88-89. Fascicule 1.

Lombardi H.:  Effective real nullstellensatz and variants, 3 paraitre dans les
compte rendus de MEGA 90, chez Birkhaiiser. (Version anglaise plus courte)

Lombardi H.:  Nullstellensatz réel effectif et variantes.
C.R.AS. Paris, t. 310, Série I, p 635-640, 1990.

Lombardi H., Roy M.-F. :  Théorie constructive élémentaire des corps ordonnés.
1989. A paraitre aux Publications Mathématiques de Besangon.

Version anglaise moins détaillée «Constructive elementary theory of ordered fields»
a paraitre dans les comptes rendus de MEGA 90, chez Birkhauser.

R. Mines, F. Richman, W. Ruitenburg : A Course in Constructive Algebra.
Springer-Verlag. Universitext. 1988.

Risler, J.-J. : Une caractérisation des idéaux des variétés algébriques réelles,
C.R.AS. Paris, t. 271, 1970, série A, p. 1171-1173.
Stengle, G. : A Nullstellensatz and a Positivestellensatz in semialgebraic

geometry. Math. Ann. 207, 87-97 (1974)

! Constructivement, un ensemble est dit discret lorsqu'on dispose d'un test effectif pour 1'égalité de deux

AlAmentc



30 Théoréme des zéros réel effectif et variantes

Annexe : le principe du calcul de majoration primitif récursif

Nous expliquons dans cette annexe comment peut €tre mené un calcul de majorations primitives
récursives pour le théoréme des zéros réels. En d'autres termes nous donnons une preuve un
peu plus détaillée du théoreme 30.

Position du probléeme:

Les données sont trois entiers d, n,k qui majorent, dans une incompatibilit¢ H = 1=0
respectivement les degrés des polyndmes, le nombre des variables et le nombre de csg.

Le calcul doit aboutir 3 3 fonctions primitives récursives explicites &(d,n k), o(d,nk) et
y(d,n.k) qui donnent des majorants pour, dans une implication forte (H = 1=0)",
respectivement le degré maximum, le nombre de termes dans la somme, et le nombre
d'opérations arithmétiques dans K nécessaires pour calculer les coefficients dans I'implication
forte a partir des coefficients donnés au départ.

L]

Démarche générale:

En fait chacune des affirmations de chacun des théorémes ou propositions de l'article précédent
peut étre accompagnée d'une majoration primitive récursive du méme type que celle souhaitée
pour le théoréme 29, et affirmée dans le théoréme 30.

Ces majorations s'enchainent les unes les autres, sans difficulté majeure. Il nous a néanmoins
semblé utile d'expliquer plus en détail les mécanismes de ce calcul, notamment en ce qui
concerne les existences potentielles, les tableaux de Hérmander, et la récurrence sur le nombre
de variables.

En fait le calcul de majoration s'appuie beaucoup plus sur la notion d'existence potentielle que
sur celle d'implication forte. Ceci traduit A notre avis le caractere crucial de la notion d'existence
potentielle dans une compréhension du véritable mécanisme de cet algorithme.

Comme le calcul est trés fastidieux, nous nous en tenons aux majorations de degrés, laissant au
lecteur courageux les deux autres majorations.

On notera que I'usage de l'algorithme de Hérmander ‘sans raccourci’, i la base de notre
méthode, rend a priori les majorations obtenues sans intérét pratique.

Les calculs fastidieux:

Nous reprenons donc les énoncés de l'article, un a un, (si du moins ils sont utilisés dans la
preuve du résultat final), et indiquons I'enchainement des majorations.
Nous manipulons des incompatibilités fortes écrites sous forme normale, (c.-a-d. 1a forme (2),
avec exposants pairs), c.-a-d. :

S+P+7Z=0 avec SeMF,?UE,"), Pe CxF,UF,), Ze IF.)
Le degré considéré, sauf précision contraire, est le degré total maximum.
Lorsqu'il s'agit d'une implication forte, nous I'appelons le degré de l'implication forte, et il est
au moins égal a 1.
Par exemple, si*nous avons une implication forte : .

([IA>0,B>0,C>0 ,DY0,E=0,F=0] = 1=0 )

explicitée sous forme d'une identité algébrique :

h k
A’BS+ C. Y p.P2 + ABD. 2.q:Q% + EU + EV=0
i=1 j=1

le degré de l'implication forte est -
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Notons enfin que nous utilisons la forme normale (2 exposants pairs) des implications fortes
pour faciliter le calcul de majoration, mais un peu de réflexion montre que si on veut pratiquer
I'algorithme, on manipulera des objets moins gros si on n'impose pas cette condition.

Quand nous ne mettons aucun commentaire, les calculs sont faciles.

Incompatibilités, évidences et implications fortes

Proposition et majorations 2 : On a les implications fortes qui suivent.
"(1U>0,V>0] = [U+v>0.Uv>0])*
"([U+VY0,UV>0] = [U>0 V301) et (cf. p. 5)
Dans chacune de ces implications fortes (17 en tout), le degré est majoré par 4 , sauf dans
I'implication forte :
(Usv = PXU)=PXV))"
ou le degré est majoré par 2.deg(P) .

Proposition et majorations 3 : (principe de substitution ) .
Si, dans une implication forte ¥ : *( H= 1=0 )* , on remplace toute occurrence d'une
variable par un polyndme P fixé, on obtient encore une implication forte.
Le degré de la nouvelle implication forte est majoré par le produit deg(ﬂ).sup(l,deg(P)).
Plus généralement, si le degré de I'implication forte initiale est d, et si on remplace
simultanément plusieurs variables par différents polyndmes de degrés majorés par d, , alors
le degré de l'implication forte construite est majoré par :

83(dy.dp) = dy.sup(1,d,)

Lemme et majorations 5 : Soit H un systeme de csg portant sur des polyndmes de
K(X], Q un élément de K[X] .
Alors toute implication forte du type *( H=> Q10 )* (ot Test =, < oud)
fournit par relecture toute implication forte "plus faible" *( H=Q710 )* . Par
exemple, on a : *( HﬁQ)O)* c;,—ns*( H > Q>,O)*.
Le degré de la nouvelle implication forte est inchan gé.

Proposition et majorations 6 : Soit H un systeme de csg portant sur des polyndmes de
KI[X], Q un élément de K[X] , alors:
[((H=Q¢0)" e "(H=> Qy0)'] 4 (H = Q=0)" @)
[(H= Q<o) et (H=Q0)"] g (H= 120)° @)
De méme :
["CH = Q<0)" ot “(H= Q#0)"] &.*(H = Q<0)* @)
["(H=0Q=0)" et "(H= Q+0)*] &, "(H = 1=0)* (o
[(H = Q<0) et "(H = 050)*] & *(H = 1=0)" (.
Dans chacun de ces cas, notons d; et d, les degrés des deux implications fortes données
dans I'hypothése, le degré de I'implication forte construite est respectivement majoré par
86.a(d1,dy) = 86,:(dy,dy) = d; + dy
6,p(d1,dy) = d).d,
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86,d(dl’d2) = dl‘d2 + d2
Nous posons :

d¢(dy,dy) = dy.d, + sup(d,d;) (symétrique et majore les 4 précédents).
preuve> On se reporte 2 la preuve et aux notations de la proposition 6. Dans le casa)oua’),
on réécrit les deux identités en isolant les termes en Q dans un membre, on les multiplie, et on
réécrit le résultat. Donc le nouveay degré est majoré par d;+ d,.
Dans les cas b) ou ¢) on a Q2’".Sl dans la premiére identité et Q.Y; dans la seconde. On doit
réécrire les deux identités, élever la deuxieme 2 la puissance 2m et la multiplier par S; (d'od
degré < 2md, +d; - 2m = d; + 2m.(d, - 1)), on doit enfin multiplier la premiére identité par
Y32m (d'ol degré < d, + 2m.(d, - 1)) et terminer par une manipulation qui n'augmente pas les
degrés.
Le cas d) peut étre traité en faisant b) puis a’) Q
Remarque : Le fait que ci-dessus le a’) est beaucoup moins cofiteux que le d) est en soi un
phénomene intéressant, qu'on pourrait traduire par : tout se paye.

Théoréme et majorations 7 : (raisonnement cas par cas, selon le signe d'un polyndme)
Soit Q un polynéme. Pour démontrer que H est fortement incompatible, on peut
raisonner en séparant selon les 3 cas Q>0, Q<0, Q=0, eten construisant une
incompatibilité forte dans chaque cas.

Notons d; , d, et d3 les degrés des trois implications fortes données dans I'hypothése, le
degré de I'implication forte construite est majoré par :
07 4(dy,dy,ds) = (d;+ dy).ds
Nous posons :
d,(d;,dy,d3) = dy.dy+ dy.d3+ dy.ds (symétrique et majore le précédent)

Corollaire et majorations 7bis : (raisonnements cas par cas, en cascade ou en paralléle)
En cascade : Soient (Apic1,..n des variables. Pour démontrer que H est fortement
incompatible, on peut raisonner en séparant selon les 2.h+1 cas :

Q=A; (=1,...h), QK A, QXA , AKQK A G=1,..h-1)

et en construisant une incompatibilité forte dans chaque cas.
Supposons que d; majore les degrés des implications fortes avec les hypothéses Q=A, ,
etque d; majore les degrés des autres implications fortes (intervalles ouverts), alors le
degré de I'implication forte construite est major€ par 8;,(d),d3,h) donné par les relations
récurrentes :

67,6(d1,d3,1) = 8;,(d;,d;.d3)

07 p(d},d3,h+1) = 07,a(87,5(d;,d3,h),d;,d3)
En paralléle : Soient (Qi-1,..n des polyndmes. Pour démontrer que H est fortement
incompatible, on peut raisonner en séparant selon les 3" cas obtenus en fixantle signe de
chaque Q;, eten construisant une incompatibilité forte dans chaque cas.
Supposons que d,; majore les degrés des implications fortes (cas par cas), alors le degré de
I'implication forte construite est major€ par & .(d;,h) donné par les relations récurrentes :

d7.(dy,1) = 87.(dy,dy dy) 87 (dj,h+1) = 87..(87,.(dy,h),1) .
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Remarque : On notera que dans la majoration en cascade, il n'est pas nécessaire d'avoir les
conditions de signes A; < A,,, dans H, ni méme comme conséquence de H . On notera
également que les polyndmes Q — A; pourraient étre remplacés par des polyndmes Q;
arbitraires.

Théoréme et majorations 8 : (transitivité des implications fortes)
Soient H, H’, H” trois syst¢tmes de csg portant sur des polyndomes de K[X] .
Alors: ["(H = H) et "([H, W] = H")*] &, *(H = 5")*
Notons d; et d, les degrés des deux implications fortes données dans Ihypothese, et k le
nombre de csg contenues dans H’ , alors le degré de I'implication forte construite est
majoré par 8g(d;,dy,k) qui obéit A la définition récurrente suivante :
d5(dy,dy,1) = 84(dy,dy)
dg(dy,dp.k+1) = d¢(d;,05(d;,ds,k))
Si H’ ne contient que des conditions du type Q=0 ou Q*0, le degré de I'implication
forte construite est majoré par 84(d,,d,,k) qui obéit 2 la définition récurrente suivante :
Bg,a(d1.dp, 1) = 8 (dy,dy)
dg o(d;,dp.k+1) = 06,c(d1,0g ,(d},dy.k)).

Existences potentielles

Fonction A d'une existence potentielle et d'une implication forte. Fonctionnelle attachée a une
manipulation d'existences potentielles

Une existence potentielle *( Hi(X) = 3 T HyX,T) )* signifie par définition un
algorithme fournissant la construction :

(IHXT), HXY)] = 120)* &, " [H,X), HXY)] = 1=0)
Chaque fois que nous établissons une existence potentielle particuliere, nous devons établir des
‘majorations primitives récursives de degré’ pour cette construction d'implications fortes : le
degré de l'implication forte construite est majoré par une fonction A(d,..;k,...) ot d estle
degré de I'implication forte initiale, k le nombre de csg dans H, etc.... (le point-virgule isole
les ‘variables’, qui dépendent de l'implication forte initiale, des ‘parametres’, qui ne dépendent
que de H; et H, ).

Nous disons qu'il s'agit d'une fonction A acceptable pour l'existence potentielle considérée,
ou encore, (par abus) nous parlons de /a fonction A attachée i I'existence potentielle.

Par ailleurs, puisque toute implication forte peut étre vue comme une existence potentielle
(proposition 14 ), nous parlerons également de fonction A acceptable pour une implication
forte donnée.

Lorsqu'un théoréme énonce qu'une existence potentielle résulte d'autres existences potentielles,
nous devons préciser comment la fonction A de l'implication potentielle déduite se calcule a
partir des fonctions A' des existences potentielles supposées. Ce calcul est donné par une
Jonctionnelle @ : (Ai)i=1,2,___ = A, fonctionnelle qui doit conserver la classe des fonctions
primitives récursives. En fait, nous ne rencontrerons que des fonctionnelles uniformément
primitives récursives trés simples.

Lemme et majorations 12 : Une existence potentielle *( Hi(X) = 3T HyX,T) )*

I'CStC VraiC, avec la méme fOl’lCtion A n Qi on affaih]it ]Q (‘,nnr‘lnc-inn c1 A ronfAarnas T'herme el
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Proposition et majorations 13 :
(renforcement simultané de I'hypothése et de 1a conclusion)
Si (H,X) = 3T Hy(X,T))*  alors
([H(X), H3(0)] = 3T [HyX.T) | Hy(X) 1)*
Un cas particulier est le rappel de I'hypotheése dans la conclusion.
Dans les deux cas la fonction A est inchangée.

Proposition et majorations 14 :

(existence potentielle comme généralisation de I'implication forte)

Supposons que les systemes de csg H; et H, portent sur les seules variables X .

Alors “(Hy(X) = 3T HyX)* si et seulement si “(Hy(X) = Hy(X))*.

Si k est le nombre de csgdans Hy(X) et d, le degré de *( Hy(X) = ]HI2(X))*, une

fonction A acceptable pour I'existence potentielle *( HX)=> 3T ]HI2(X))* est:
Ay4(d;dy k) = 8g(d;,d k)

En particulier A4(d;dy,1) = 84(d;,d)

Plus précisément, si d;, dy, ..., d;  sont des majorations pour les degrés des k identités

qui donnent I'implication forte, une fonction A acceptable pour l'existence potentielle est :
A4,a(d;[dy,dy, ...dy]) = 86(d1,(86(d2,...(86(dk,d))...))

De méme, si H, ne contient que des conditions du type Q=0 ou Q=#*0, une fonction

A acceptable pour l'existence potentielle est :

A14p(d;[dy,dy, ...dy)) = 86,c(d1,(86,c(d2,...(56,c(dk,d))...))
Réciproquement, si une implication forte *( HiX) = HyX) )* admet A! pour
fonction A etsi & majore le degré d'unecsg ‘ P 6 0’ dans Ha(X) , alors on peut
expliciter I'implication forte *( HiX) = Po O )* de maniére que son degré soit majoré
par Al(sup(1,2.8)).

preuve> On a au départ une implication forte *( [Hy(X), HX,)Y)] = 1=0 )* qui
peut étre considérée comme un cas particulier pour une implication foni :

([Hy(X), Hy(X), HX,Y)] = 1=0)
On peut alors éliminer une 3 une les k csgde H,(X) en utilisant les k implications fortes
€lémentaires contenues dans  ( Hi(X) = Hy(X))", ce qui donne le méme raisonnement
que lorsqu'on a calculé la fonction 83 au sujet de la transitivité des implications fortes.
Pour la réciproque, relire 1a preuve de la partie directe de la proposition 14. O

Remarques: 1) Le 3T dansla proposition 14 est 1a uniquement pour signaler qu'on veut
considérer I'implication forte en tant qu'existence potentielle. Dans le corps de l'article, la
proposition 14 peut donc étre vue comme Justifiant a posteriori le fait qu'on a utilisé deux
notations analogues pour l'existence potentielle et I'implication forte. Dans cette annexe, la
majoration donnée explicite la fonction A de I'existence potentielle a partir du degré de
I'implication forte, et donc précise 1'énoncé.

2)  Considérer une implication forte en tant qu'existence potentielle est au coeur de la preuve
constructive du théoréme des zéros réel et conduit & un déplacement de point de vue tout a fait
intéressant. En fait, méme lorsque le quantificateur 3 n'est pas présent, I'existence potentielle
est une notion plus subtile que l'implication forte. Par exemple, il se peut que, étant données
deuxcsg A et B, etun systeme de csg H , les deux existences potentielles :
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([H,A1= B)", "({H, 1Bl 14)

soient vérifiées avec des algorithmes plus rapides que ceux donnés par la proposition 14, mais
sensiblement différents, et donc avec des fonctions A différentes elles aussi. (cf. I'exemple
qui suit la définition 14.1 infra)

3)  En fait, de nombreuses implications fortes admettent une fonction A bien meilleure que
celle fournie par le résultat de la proposition 14. Ceci est précisé dans quelques définitions et
propositions 14.n. qui suivent la majoration 17 infra (paragraphe : implications triviales et
implications simples).

Proposition et majorations 15 : (raisonnement cas par cas)

Soit Q un polyndme de K[X]. Pour démontrer une existence potentielle
*( Hy(X) = 3T HyX,T) )* il suffit de démontrer chacune des existences
potentielles ~([H;(X), Q60] = 3T Hy(X,T))* pour les 3 signes o possibles.
i) Si Al (i=1,2,3) sont les trois fonctions A des existences potentielles supposées, une
fonction A pour I'existence potentielle déduite est donnée par :

A=d,5(ALA%A%) ob A=8,0(AA2A3)
11) Dans le cas ol on démontre une existence potentielle cas par cas avec deux signes
généralisés opposés = et #,on obtient :

A=®5 (A1A%) ol A=3§; 0 (Al,A?) =AlA?
iii) Dans le cas ol on démontre une existence potentielle cas par cas avec deux signes
généralisés opposés > et < on obtient :

A=®d5 (AN A ot A=3§g40 (Al,A2)
iv) Enfin, dans le cas oi on démontre une existence potentielle cas par cas avec deux signes
généralis€és > et < on obtient:

A=®5,(A1A%) ol A=3§g,0(A,A%) = Al + A2

Théoréme et majorations 16 : (transitivité dans les existences potentielles)

On considere des variables X;,X,,....X,, T1,To,.... Ty, Up,Us,...,Uy et des systemes de
csg H(X), Hy(X,T) et H;3(X,T,U).
Siona
(H(X) = 3T HyX,T))" et "( HyXT) = 3 U H;XT,0))*
alors on a aussi :

(H(X) = 3IT.U HyX.T,U) )"
Supposons que la premiere existence potentielle fournisse une majoration primitive récursive
Al(d;p) ol d estle degré de *( [ H,(X)T) , HX)Y)] = 1=0)’k et p représente
certains parametres dépendant de H;(X) et Hy(X,T), supposons de méme une
majoration primitive récursive A%(d;q) fournie par la deuxieme existence potentielle, alors
une fonction A pour l'existence potentielle construite est donnée par :

A=®(ANA%) 1 A(d;p.g) = A'(AX(d;q);p)

Remarques: En combinant le théoréme précédent et la proposition 14, on obtient des
variantes. Une implication forte suivie d'une existence potentielle donne une existence
potentielle. Une existence potenuelle suivie d'une implication forte donne une existence
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les majorations 14 et 16,

Nous avons ici donné un énoncé du théortme 16 légerement plus faible que dans l'article. On
récupérera la forme "forte" en combinant avec la proposition 13.

Proposition et majorations 17 : (I'existence implique I'existence potentielle)
Soient Py,P,,...P. € K[X] et notons P(X) pour P,(X), ..., Pp(X). Si & majore les
degrés des P, , l'existence potentielle : *( HyX,P(X)) = 3T H,(X,T) )*
accepte pour fonction A - A17(d;8) = d.sup(1,5)
Corollaire :
Si “(H;(X) = HyX,PX))*  alors (H(X) = 3T Hyxm)*
Si A' est une fonction A acceptable pour I'implication forte de I'hypothése, une fonction
A acceptable pour la conclusion est donnée par :
A=d;;(Ah8) o A=Aldsup(1,8) on § majore les degrés des P; .

Implications triviales et implications simples

Définition 14.1 : ( implications triviales )
Une implication Hi(X) = Hy(X) estdite triviale lorsque toute implication forte
*( [HaX), HX,)Y)] = 1=0 )* fournit par simple relecture I'implication forte
(IHX), HXY)] = 1=0 )". Limplication forte *( Hy(X) = Hy(X))*
accepte donc pour fonction A : Ag(d) =d.
Exemples : On a I'implication triviale [ A > 0 sB>0] = A.B >0 mais Timplication
‘contrapposée’ : [A>0,A.B<0 ] = B <0 ne l'est pas. Ceci, bien que les implications
fortes soient exactement les mémes dans les deux cas.
De méme, I'implication B=0 = AB-= 0 est triviale, tandis que la contrapposée ne l'est
as.
gnal‘implicationuiviale [A20,A#%0] A>O,tandisque[A20,ASO] = A=0
ne l'est pas.
Définitions 14.2 : ( implications simples )
a) Une implication : HyX) = TX)=0 est dite simple lorsqu'elle est donnée par
unc €galité T=2N.V; olles N; sont les polyndmes supposés nuls dans H; .
On appelle degré absolu d'une telle implication simple I'entier : sup(d(N;.V,) ) - d(T), et
degré relatif le rationnel sup( d(N;.V,) ) / &(T)
b) Une implication : Hi(X) = TX)20 estdite simple lorsqu'elle est donnée par
une égalité T=ZXP,. (T Upj Uh,j2 ) +ZN,.V; avec les mémes hypothéses qu'en a), et
ou en outre les Py, sont des produits de polyndmes supposés >0, 0u>0, dans H, . (les
up; sont des positifs de K ).
On appelle degré absolu d'une telle implication simple la différence :
sup( d(N,;.V)), d(Ph.Uth) ) = d(T), etdegré relatif leur rapport.
¢) Une implication : Hi(X) = TX)>0 estdite simple lorsqu'elle est donnée par
une égalité T=SR%*+3X Pp.(Zuy Uhd-2 ) +ZN.V; avec les mémes hypothéses
qu'en b), et oll en outre S (resp. R ) est un produit de polyndmes supposés > 0 (resp # 0 )
dans Hj . On appelle degré relatif d'une telle implication simple le rationnel -
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sup( d(S.R?), d(N,.V)) , d(Py.Uy;3)/ d(T)
d) Une implication: Hy(X) = T(X)#0 est dite simple lorsqu'elle est donnée par
une égalit€ T=SR + X N.V; avec les mémes hypothéses qu'en ¢). On appelle degré
relatif d'une telle implication simple le rationnel : sup( d(S.R), d(N..V,) ) / d(T)
e) Uneimplication H;(X) = Hy(X) estdite simple lorsque chacune des csg du
second membre résulte de  H,(X) par une implication simple. On appelle degré relatif le
sup des degrés relatifs des implications simples considérées.
'y a un algorithme particuli¢rement simple pour expliciter I'existence potentielle correspondant
a une implication simple donnée du type :
HiX) = TX)=0
Dans I'implication forte : . .
([HXY), TX)=0] = 1=0)
onremplace T par L N.V, .
Par exemple si T apparaissait sous forme T.W , on aura maintenant une somme
2 N;.(W.V)) ol chaque terme a un role autonome dans la nouvelle implication forte :

(THXY), H;X)] = 1=0)* .
On voit que le degré de cette dernigre a augmenté au plus de & = degré absolu de l'implication
simple, et on en déduit qu'il a été multiplié au plus par &’ = degré relatif de l'implication
simple.
Des considérations du méme genre s'appliquent aux autres cas d'implications simples et on
obtient :

Proposition 14.3 : (implications simples en tant qu'existences potentielles )
a) Une implication simple: H;(X) = T(X)=0 ou H;(X) = T(X)20 accepte
pour fonction A : Aj43,(d;8)=d+0 ou & estle degré absolu de I'implication simple.
b) Une implication simple: H;(X) = H,(X) accepte pour fonction A :
A143(d;6°) =d.8’ ou & estle degré relatif de I'implication simple.

Remarque : Souvent, une implication simple a un degré absolu nul et un degré relatif égalal,
ce qui signifie que l'implication forte considérée ne coiite rien pour ce qui concerne les degrés.
Nous dirons indifféremment ‘implication simple de degré relatif égal a 1’ ou ‘implication simple
qui ne coiite rien’. Ce sont surtout ces implications 13 qu'il est utile de traiter directement (plutdt
que par la proposition 14) pour améliorer le résultat du calcul de majoration. Dans une
éventuelle mise en oeuvre de 'algorithme, il est toujours plus économique de traiter une
implication simple en tant que telle.

Trois exemples
Subsitution d'égaux :
L'implication U=V = P(X,U)=P(X,V) est une implication simple qui ne coiite rien.
Somme de deux positifs -
L'implication [A>0,B>0] = A + B >0 est simple de degré relatif
&’ = sup(d(A),d(B))/d(A+B) et accepte la fonction A:d+——d.5’ .
L'implication [A20,B>0] = A +B20 est simple de degré absolu
0 = sup(d(A),d(B)) — d(A+B) et accepte la fonction A:d— d+38.
Point oi un polynéme unitaire a le signe de son coefficient dominant :
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Soit Q un polyndme, unitaire en la variable U distincte des X, :
QX,U)=U® + Co X).US 4+ 4 Ci(X).U + Cy(X)
Soit V(X) =5+ C;y(X)2+ ... + C;(X)? + Co(X)2 .
Alors on a des implications simples simultanées qui ne coiitent rien :
[] = QX,v(X))>0
(1= QPX,V(X)>0  (dérivées par rapport a U)
preuve> I s'agit d'écrire Q(X,V(X)) comme une somme de carrés et d'une constante
strictement positive. Ce n'est pas trop difficile en utilisant I'égalité :
(1+C+C%)=3/4+(12+C) Q

Proposition 14.4 : (fonctions A de quelques implications particuliéres)

a) L'implication [A>0,AB>0 ] = B2>0 accepte pour fonction A :

A144a(d;8) =d +2.8 ol §=d(A) . Méme chose avec = ilaplacede >.

b) L'implication [A>0,A.B > 0] = B>0 accepte pour fonction A :

A1445(d;8,8°) = sup(d.8’,d + 2.8 ) ol d=d(A), 8 =d(A.B) /d(B).

¢) L'implication {A>20,AB >0 1= B20 accepte pour fonction A :

Ar1s4c(d;d)=d+2.8 ot §= d(A.B) .

d) L'implication [A>0,A.B >0 1 = B>0 accepte pour fonction A :

A14.4.4(d;8,8°) = sup(d.&, d + 2.8 ) ou d=d(A.B), 8 =d(A.B) / d(B) .

¢) L'implication [ A.B>0 » A+tB>0] = [A>0,B>0 ] accepte pour fonction A

A144,.(d;8,8)=d.8 + 28 ot & = d(AB)/inf(d(A),d(B)), & = sup(d(A),d(B)) .

f) L'implication AZ*<0 = A=0 accepte pour fonction A : A1444d;k) = 2k.d

De méme l'implication [ A>0, A <0 1 = A =0 accepte pour fonction A : d —s 2d.

g) L'implication PX,U)*PX,V)=>U+V accepte pour fonction A :

B1444(d:87) =d.8 ob & =d(P(X,U)~ P(X,V)) / d(U - V)
preuve> Pour le a) : on multiplie, terme 2 terme, I'implication forte par A2, en prenant soin
de remplacer les B.A2 par (BA).A.
Pour le b). Si, dans I'implication forte, B n'apparait qu'en tant que > 0, on applique le a). Si
B apparait en tant que >0 avec I'exposant 2h, on doit tout multiplier par A%? remplacer
A%h ph par (AB)? dans le terme > 0 et, dans les termes > 0, B.AZ par (BA).A.(A}"I)2
Pour le ¢). On multiplie, terme a terme, I'implication forte par (AB)Z, en prenant soin de
remplacer les B.(AB)? par (BA).A.B2.
Pour le d). Si, dans I'implication forte, B n'apparait qu'en tant que 2 0, on fait comme en c)
Sinon : comme en b) 28me ¢35,
Pourle €). Si A et B apparaissent en tant que > 0 avec des exposants 2h et 2k, avec par
exemple h >k, on commence par tout multiplier par B#-2K ce qui fait apparaitre (AB)2h
dans le terme > 0. Si A et B apparaissent maintenant (sans exposant) de maniére séparée dans
les termes > 0 sous forme A.U + B.V on remarque qu'aprés multiplication par (A+B)? on
peut remplacer (A+B)AU+BV) par (A+B).A%U + (A+B)B2V + (A+B).(AB).(U+V).
Ainsi toutes les occurrences isolées de A ou B ont €té supprimées.
Pour le ) : on isole le terme en A au second membre, on éléve 3 la puissance 2k, on réécrit le
premier membre, on remet le second membre dans le premier en tant que AZ<Q a
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Théoréme et majorations 10 : (évidence forte du lemme de Thom)
Soit T une variable distincte des X; .Soit P € K[X][T], dedegré s en T etde degré
total &, Oy, Oy, ..., 0, une liste formée de < ou >. Onnote H(X,T) ou H(T) le
systtme de csg : P'(X,T) 0y 0, ..., PYX,T) 6, 0, ..., P)X,T) 0, 0 (les dérivées sont
parrapporta T ).
Soit H’(T) le systéme de csg obtenu a partir de H(T) en relachant toutes les conditions de
signe sauf celle relative & P® .
Soit H(T) le systtme de csg : POX,T)>0, PUXT)»0,i=1,..,s1.
Soient enfin trois variables U, V,Z distincte des X; .
On a alors les évidences fortes suivantes :

“([HU), B'(V), PU)=P(V)] = U=V )" (1)
“([H@U), B'(V),Uc, V] = PU)>PV)) 2,2)
*([HU), H'(V),P(U)o, V)] = U>V)" (2,b)
“([HU), V>U] = PV)>PU))" 2,0)
“([HyU), PU>PV)] = UdV)" 2,d)
*([H'(U),H'(V), UCKZLV] = H@Z)) (5)

Les implications fortes (2,a), (2,c) et (5) sont des 1mphcat10ns sxmples qu1 ne colitent rien
et acceptent donc pour fonction A: Ao(d) d

Les degrés des 1mpl1cat10ns fortes (2,b) et (2,d) sont majorés par : 8,,(8) =2.0 donc
acceptent pour fonction A : A;y(d;8) = 8¢(d,290) .

preuve> Les implications fortes (2,a), (2,b) résultent de formules de Taylor mixtes de degrés
majorés par O . Les implication fortes (2,c) et (2,d) résultent de la formule de Taylor ordi-
naire au point U. Les formules établies pour l'implication forte (5) résultent des formules de
Taylor mixtes et sont aussi a priori de degrés majorés par 0 .

Dans les cas (2,a), (2,c) et (5) on constate qu'il s'agit d'implications simples qui ne cofiitent
rien. Dans les cas (2,b) et (2,d), pour passer a une implication forte sous forme "normale”,
il faut muldplier par un polyndme de degré au plus §. D'oll la majoration 2.9 . Q

Remarques:
1)  Supposons pour simplifier que ©; est >. On a, comme pour (2,a) une implication
simple qui ne coiite rien :

(IH'@U), B'(V), Uy V] = PO)YPW))
Par contre I'implication forte suivante est donnée par (2,b) (permuter U et V) et "coiite
quelque chose" (en tant qu ‘existence potentielle) :

*([H'(U), H'(V),PU)<PV)] = U<KV)*

Pourtant, en tant qu'implications fortes, on a écrit deux fois la méme chose.
2) Si U,V,Z sontdes polyndbmes de degrés majorés par 8, etsi & désigne maintenant
le degré en X de P, on obtient sans peine les majorations de degrés suivantes pour les
implications fortes du théoréme 10 :

- (2a),20),05): 28 + (s+1).9;
- (2’b) ’ (z,d) . 25 + 2581
- (D) 48 + 2(s+1).9,

et on peut en déduire des fonctions A acceptables en appliquant le proposition 14 : plus
générales, elles sont moins bonnes que celles données dans le théoréme 10.
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L'existence potentielle de | inverse d'un non nul, et Ig fonction A attachée g cette existence
potentielle

Théoréme et majorations 20 : (autorisation de rajouter l'inverse d'un non nul)

On a I'existence potentielle de l'inverse d'un non nul. Ce qui s'écrit:

*
(UX)#0=> 3T 1=UX).T )*
Soit § le degré de U, une fonction A acceptable pour l'existence potentielle est
Azo(d,S) =d+d.d + 1)
preuve> Soit systéme de csg H(X,Y),ona:

(UK).T=1, HX,Y)] = 1= 0F & (UK #0, HX.Y)) = 1=0 )
Soit & ledegréde U, 1t le degréen T et d le degré total de la premiére implication forte ci-
dessus. On multiplie cette identité par U2m avec 2m =t ou t+l, les degrés sont alors
majorés par d + 8.(t+1) , on remplace ensuite des U!.T! (i<2m) par 1 modulo 1-U.7D),
ce qui abaisse les degrés, sauf ¢éventuellement celui du facteur de (1-U.T), eta posteriori, ce
terme de la somme ne peut étre de degré supérieur aux autres. Le degré de l'implication forte
construite est donc majoré par: d+8.(d+1) .

On notera que si d < § , l'identité initiale ne leit pasusagede 1-U.T, etdoncen remplagant
T par O onobtient ( H(X,Y) = 1=0 ) .
On notera également que si 3 =0 on peut simplifier I'algorithme en : «remplacer T par le
scalaire 1/Uw». ]

Corollaire et majorations 20 bis :
On a I'existence potentielle d'un point ot un polynéme P donné a le signe de son
coefficient dominant suppos€ non nul.
Plus précisément, en notant P(X,U) le polyn6me et C(X) son coefficient dominant
(COO>0 = IUTPXEU)>0; PAXUY>0 o L.,s])®
Si & majore le degré de P en X et s ledegréen U, l'existence potentielle accepte pour
fonction A :
A20,2(d:0,8) = Ayg ,(d;8,0) =d etpour setd>0
A20,a(d;8,8) = Ay d.(8+1).(142s8) ; § )
preuve> Les cas avec 8§ =0 ou s =0 sont faciles.

Ona : P(X,U) = C(X).US+ C_;(X).U! + .+ C,(X).U + Cy(X).
Par I'existence potentielle de I'inverse d'un non nul,ona:

(CX)>0= 3T [1=CX).T, C(X)>0] )* (1)
acceptant pour fonction A: A,y(d;5).

On a une implication simple de degré relatif 1
1=CX).T = CX).T >0

et par la proposition 14.4.b, I'implication : [CX)>0,CX).T>0] = T>0 accepte pour
fonction A : sup(d.(5+1), d+23) . Donc l'implication forte :

*( [CX)>0,1= CX).T] = [CcX)> 0,1=CX).T, T>0 ])* 2)
accepte pour fonction A : sup(d.(5+1), d+28).
Par transitivité :

(CX)>0= 3T [1=CX).T,C(X)>0, T>07] )* 3)

accepte pour fonction A : Ayy( sup(d.(5+1), d+28);6).
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Soit QX,V) =V +C,_.V=! + C,.C.Vs! + .+ CL.Co2V + Cp.C™!

= VS + D (X).V= + .+ Dy(X).V + Dy(X)
avec les degrés des D; majorés par s.9 .
Ona: PX,T.V)= T*1Q(X,V) (mod 1~-C.T) ()
Plus précisément  P(X,T.V) = T QXX,V) + RX,T,V).(1 - C.T) B)
Soit V(X)=s+D, ;(X)2+ ...+ D;(X)? + Dy(X)? de degré < 253 .
Alors, dans la ligne (B), les degrés des deux termes du second membre sont non supérieurs &
celui du premier membre, puisque le degré total de P est égal a celui de son terme
C. T V(X)*.
En se référant a I'exemple qui suit la proposition 14.3, on peut écrire Q(X,V(X)) comme une
somme de carrés, sans augmenter les degrés dans la réécriture.
L'égalité (B), aprés qu'on ait remplacé Q(X,V(X)) par une somme de carrés fournit donc une
implication simple qui ne cotite rien :

[1=CT, T>0] = PXTVX)>0 (4)
Par ailleurs (I'existence implique l'existence potentielle, prop. 17) :
*(PX,T.VX)>0 = 3U PX,U)>0)° (5)
En composant (4) avec (5) on obtient I'existence potentielle:
*([C»0,1=CT.T>0] = 3U PX,U)>0)" (6)

acceptant pour fonction A : d.(2s3+1).
Par transittvité (3) et (6) donnent :

*(C(X)»0 = 3U PX,U)>0)"
acceptant pour fonction A : Ayg 4(d;8,8) = Ag( d.(2s6+1).(6+1) ; 0).
L.a méme majoration fonctionne pour :

*(CX)>0 = I VIPXV)>0, POX,V)>0,i=1,.,5] )"
puisque la nouvelle forme de (4) est encore donnée par une implication simple qui ne cofite
rien. Q

L'existence potentielle d'une racine d'un polynéme, et la fonction A attachée a cette existence
potentielle.

Théoréme et majorations 21 : (autorisation de rajouter une racine a un polyndme qui
change de signe).
Soient des variables distinctes Xy, X, ..., X;, Z, U et V, soit P(X,Z) un polyndme
de K[X;, X,, ..., X,I[Z] . Notons P(Z) pour P(X,Z) ,on a l'existence potentielle :
*(P(U).P(V)K0 = 3Z P@Z)=0)".

Dans le cas out le polyndme P, de degré s, ne contient que la variable Z, l'existence
potentielle accepte la fonction A,; o(d;s) définie par les relations récurrentes :

Agp0(d;0) = 1

Mgy @) = d

Arpo(dis+2) = Ay ,(2d; [Ay o(d;s).d.d] )
Dans le cas général, supposons le degré total de P(X,Z) égala d etsondegré en Z égal
as . Alors une fonction A acceptable pour l'existence potentielle, notée A,,(d;d,s) (avec
d > & ) peut étre calculée au moyen des formules récurrentes suivantes (qui font intervenir

des fonctions auxiliaires):

A 7 1. N\ ~ 31



