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Sumario

Fl calculo con datos de naturaleza geométrica se ha desarrollado ex-
traordinariamente en los dltimos afios, a través de diversas materias.
como el disefio geométrico por ordenador, la geometria computacional,
el modelado de sélidos o la demostracién automatica. Algunas de es-
tas técnicas estdn ya o estardn pronto disponibles en las calculadoras.
Al contrario de lo que ocurre con el empleo de las calculadoras para
la resolucién de problemas algebraicos o numéricos, no hay apenas
estudios sobre su impacto en la ensefianza de la geometrfa elemental,
salvo en el caso de los programas que simulan, precisamente, las vie-
jas herramientas de dibujo (regla y compds). Por ello parece oportuno
reflexionar, en este articulo, sobre los cambios conceptuales que conll-
evar4 la ineludible incorporacién al curriculum escolar del tratamiento
automatico de la informacién geométrica.

Cdlculos con nimeros o simbolos

El empleo de calculadoras u ordenadores para manipular grandes cantidades
de datos numéricos es algo habitual, algo que admitimos con naturalidad
en nuestra cultura desde hace bastantes afios. Las ventajas del tratamiento
automatico de estos datos son tan evidentes que, aunque no puede hablarse
de un consenso entre los educadores sobre el papel de las calculadoras en el
aula o sobre el modo de aprovecharlas didécticamente, la mayoria de ellos
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estaria de acuerdo en que es ttil ensefiar a los jévenes a realizar operaciones
de cierto tipo con sus propias calculadoras de bolsillo o con sus ordenadores
personales. En todo caso, parece incuestionable que se usan las calculadoras
cientificas, mucho o poco, bien o mal, en el aula.

Por el contrario, la manipulacién simbdlica automdtica (esto es, el trata-
miento algoritmico de grandes cantidades de datos simbélicos) es un avance
técnico cuyo conocimiento se halla, en general, menos extendido. Consider-
emos, por ejemplo, que queremos encontrar el maximo comin divisor de los
numeradores de las partes imaginarias de dos fracciones, tales como

3 2-24/-1t -3 t+ /-1
(t—2v=I) (t+4V-T)" t+4v-1

El calculo de ese mcd, aunque elemental, involucra tediosas operaciones de
naturaleza sintactica: obtencién de expresiones equivalentes de ambas frac-
ciones, pero en forma candnica (racionalizacién), identificacién de los coe-
ficientes de v/—1, ejecucién del algoritmo de Euclides,. ..hasta llegar al re-
sultado final ( ¢, en este caso, puesto que el cambio de variable t = /=1¢'
convierte ese par de fracciones en otro con sélo coeficientes reales). El lector
podré facilmente imaginar, a partir de este ejemplo, lo que ha de entenderse,
en general, por manipulacién simbdlica automdtica: se trata de reproducir
operaciones de ese mismo tipo mediante una secuencia de instrucciones so-
bre un ordenador o calculadora (avanzada), provistos de unos programas
adecuados. '

Hace una decena de afios tal posibilidad podria ser calificada, al menos en
nuestro pais, de novedosa; por el contrario, hoy dia casi todo el mundo en el
ambito de la ciencia o la educacién ha oido, al menos, hablar de algunos pro-
gramas comerciales que operan simbdlicamente, como Derive, Maple o Math-
ematica, que pueden ejecutarse en muy diversas y muy sencillas plataformas;
algunos de ellos, en particular, sobre calculadoras de bolsillo. Ahora bien,
si la utilizacién de la calculadora numérica en el aula es —a estas alturas
del siglo XX~ objeto de discusién, la aparicién de los programas de calculo
simbdlico en la escuela o en la universidad se ecuentra, todavia, en una fase
muy anterior, en la que sélo unos pocos pueden y se atreven a experimen-
tar con estos recursos y algunos —menos ain- estan iniciando una reflexién
sobre sus posibles implicaciones didécticas (por ejemplo, a través de alguna
- revista especializada como el International Journal of Computer Algebra in
 Mathematics Education). En todo caso es ficil constatar una curiosidad cre-
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ciente de la comunidad educativa por este software y por sus aplicaciones a
la ensefianza, aunque muchos las consideren realizables sélo a largo plazo.

Operaciones con figuras

Ademés de calcular con nimeros y con simbolos algebraicos necesitamos,
a veces, operar con datos de naturaleza geométrica. Por ejemplo, esos
datos podrian venir dados a través de una coleccién de condiciones sobre
un punto o un segmento, a fin de realizar una construccién o de hallar un
lugar geométrico concreto: queremos, tal vez, obtener un punto tal que los
pies de las perpendiculares, trazadas desde dicho punto a los lados de cierto
tridangulo, estén alineados. O, por ejemplo, los datos podrian ser las coorde-
nadas de los extremos de una coleccién de segmentos de la que deseariamos
hallar ciertas propiedades, tales como determinar aquellos pares de segmentos
que se intersecan. O bien, los datos podrian venir dados por la descripcion
de un objeto geométrico de miiltiples facetas, del que querriamos obtener
las sombras y reflejos que arroja al ser iluminado por un foco. O, tal vez,
deseariamos simular las superposiciones y lineas ocultas de una escena, con-
templada desde cierto punto de vista, de la cual conocemos que esta formada
por varios objetos de geometria compleja, etc.

En todos estos supuestos tenemos una multiplicidad de datos geométricos
que podrian requerir, por su volumen, un tratamiento automaético, capaz de
ser implementado en un ordenador. Por ello, en los 1ltimos afios, se han de-
sarrollado diversos conceptos, métodos y programas en torno al tratamiento
automatico de la informacién geométrica, para resolver problemas como los
anteriormente mencionados. Nos referimos al CAD (el disefio asistido por
ordenador), al modelado geométrico, a la geometria computacional, discreta
o combinatoria, a la demostracién automética, etc. La importancia de estas
materias no se reduce a su innegable éxito en las aplicaciones técnicas: en
estas disciplinas se encuentra, hoy, la cara mas activa de la investigacion en
geometria elemental.

En las secciones siguientes vamos a referirnos a dos aspectos particulares
de estos nuevos desarrollos: la geometria computacional y la demostracién
automdtica de teoremas geométricos, tratando de analizar, muy somera-
:mente, su posible impacto en la ensefianza de las matemdticas.



Las herramientas euclideas

El reiterado debate sobre el uso de las calculadoras, la presencia testimonial
de los programas de calculo simbdlico, la escasa relevancia en la ensefianza del
calculo geométrico, son —entre otras cosas— una muestra de las dificultades
que surgen a la hora de conjugar, en el sistema educativo, el curriculum -
disefiado para el aprendizaje de las matematicas- y los avances cientificos y
tecnoldgicos. La clase de matematicas no se considera, de modo general, el
lugar adecuado (o, al menos, no se considera con una prioridad suficiente)
en el que enseiar la manipulacién de las herramientas de célculo cientifico
que los alumnos tendrdn que emplear en una futura praxis profesional o en
la vida diaria.

Observamos, empero, que la geometria elemental ha sido, y sigue siendo,
la puerta por la que entran en la escuela el compas, la regla, el cartabdn, la
escuadra .... Desde mucho antes de la aparicién de las calculadoras, y ain de
las tablas de logaritmos y de la regla de célculo (y tal vez coetdneamente con
el 4baco), estos utensilios (que llamaremos euclideos, faltos de otra denomi-
nacién mejor para englobarlos a todos) han sido objeto de uso y aprendizaje
por los escolares en la clase de matematicas.

Esta permanencia nos parece una singularidad llamativa. Porque se pide
a los alumnos, frecuentemente, que realicen un esfuerzo especial por desar-
rollar un clculo mental con nimeros o simbolos, retrasando voluntariamente
el uso de calculadoras; pero se considera iddneo que desarrollen la intuicién
espacial al tiempo que emplean los instrumentos de dibujo. Estos estan tan
arraigados en la tradicidn escolar que incluso aquellos profesores que consid-
eran imprescindible que el alumno aprenda —ante todo- a resolver sus prob-
lemas matematicos “con lapiz y papel”, aceptan sin inmutarse que el alumno
explore la geometria con regla y compas. En definitiva, estas herramientas
han adquirido, para esos rigurosos profesores que velan por el desarrollo de
las capacidades humanas frente a la invasién de las maquinas, el ventajoso
“status” de apéndices de nuestras manos. Incluso la variante informatica
de estas herramientas (como Cabri-Geometre) resultan ser los programas de
célculo geométrico mas conocidos en el ambito escolar, debido, tal vez, a que
“simulan” las manipulaciones de la regla y el compas en la pantalla del or-
denador. Es como si favoreciéramos el uso de unas calculadoras electrénicas
porque implementaran, precisamente, los pasos que se ejecutan con un dbaco
o una regla de calculo; mientras que discutimos, abiertamente, la oportunidad
escolar de las calculadoras cientificas o graficas.
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Se podria aducir que hay, al menos, un argumento para explicar esta
aparente paradoja:

e la ensefianza de la geometria se fundamenta, en gran medida, en la
exploracién de propiedades elementales de puntos y rectas en tridngulos
y circulos.

e por tanto, la regla y el compas bastan para realizar la mayor parte de
las construcciones empleadas en la ensefianza

e de este modo, los programas de simulacién informatica de estos utiles
se adaptan bien al disefio tradicional del curriculum en geometria (al
tiempo que permiten potenciarlo).

Ademds, una experiencia de siglos de utilizacién garantiza que tal forma
de acercarse al conocimiento geométrico conjuga adecuadamente el desar-
rollo, en los alumnos, de la intuicién espacial y del razonamiento légico.
Pero ...

Geometria Computacional

Se podria dar la vuelta a este argumento y plantear en qué medida la
ensenanza de la geometria estd condicionada por la eficacia de los instru-
mentos de dibujo técnico tradicionales. Hay bastante geometria detras del
problema cldsico de trazar las tangentes a una circunferencia desde un punto
exterior a la misma. Naturalmente, la geometria desapareceria si el alumno
pudiera trazar, a ojo, dicha tangente: no, diriamos, se trata de realizar esa
construccién con regla y compds. Obviamente. Entonces, jempleamos la
regla y el compés porque son ttiles para resolver nuestros problemas o elegi-
mos esos problemas precisamente porque son interesantes para el ejercicio de
la regla y el compas?

En otro sitio (véase el capitulo IV de [Re] o el articulo de Toussaint [T])
hemos detallado un punto de vista sobre este tema, mostrando cémo mu-
chos problemas clasicos de la geometrfa elemental podrian responder, direc-
tamente, a diversas investigaciones, iniciadas hace muchos siglos, sobre (y no
con) las herramientas euclideas. Tales investigaciones estarian relacionadas -
en palabras de hoy- con la blisqueda de modelos de computacién que simulen
el comportamiento de dichas herramientas, con las indagaciones acerca de su
potencia de calculo, con el analisis de la complejidad de los algoritmos que se
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desarrollan con las mismas, etc. Desde esta perspectiva, el origen remoto, la
razén de ser de tantos problemas populares en este irea, parece venir fuerte-
mente condicionado por las herramientas empleadas tradicionalmente en el
dibujo geométrico.

Parece, entonces, que es la inercia conservadora implicita en los sistemas
de ensefianza la que ha logrado que permanezcan en la escuela cierto tipo
de ejercicios, aun cuando estos han dejado de ser la biusqueda de respues-
tas a los problemas que planteaban unos utensilios concretos, los tdnicos
disponibles para la manipulacion geométrica durante centurias. Hoy dia la
geometria computacional se plantea las mismas indagaciones que hemos es-
bozado arriba, pero sobre la herramienta actual de dibujo, el ordenador. Y,
sin embargo, este hecho no tiene, hasta la fecha, una relevancia especial en
la ensefanza (elemental o superior: los alumnos de las facultades o escuelas
siguen entrando en las aulas con la regla y el compds, aun cuando en algin
seminario de la misma asignatura se les ensefie los rudimentos del dibujo asis-
tido por ordenador). ;No es posible orientar la ensefianza de la geometria
elemental de modo que responda, en alguna medida, a nuestra capacidad
técnica actual para manipular la informacién geométrica?

No se trataria simplemente de sustituir, en las aulas, unas figuras, o unos
enunciados de problemas, por otros. Existen diferencias sustanciales, no
sélo en los contenidos, sino tambien en las actitudes y en los procedimientos
que requieren las nuevas herramientas. Veamos un ejemplo. Determinar si
un punto esta dentro o fuera de un poligono es un problema de enunciado
sencillo, pero no muy popular en la ensefianza tradicional. Porque desde la
perspectiva del manipulador del compas y la regla, se “ve” inmediatamente
si un punto es interior o exterior a un poligono. Sin embargo, desde el
punto de vista del manipulador del ordenador, el problema esté lejos de ser
trivial: el poligono se guarda en la memoria del ordenador, por ejemplo,
como una colecciéon ordenada de vértices y, no puede “verse”, por tanto,
si el punto (a,b) es interior o exterior al poligono [(z1,¥1),...,(Zn,¥n)]- Es
preciso, entonces, que el alumno invente un procedimiento geométrico que
responda a las limitaciones de las herramientas empleadas (al igual que el
problema del trazado de las tangentes a un circulo ha de responder a los
condicionantes de la regla y el compds ).



La investigacion de este problema elemental conducird, sin duda, a descubrir
una relacién entre la ubicacién del punto dentro o fuera del poligono y la
paridad del nimero de cortes de una semirrecta, trazada por el punto, con
los lados del poligono dado. En esta parte, el enfoque tradicional y el com-
putacional coincidiran, esencialmente. Pero, aunque desde el punto de vista
tradicional el problema puede considerarse terminado con el enunciado de un
criterio (punto interior <= ntimero impar de cortes), desde el nuevo punto
de vista aparecen, de forma natural, otros problemas a la hora de plantear
la ejecucién del criterio encontrado. }Cdémo decidir si una semirrecta dada
corta o no corta a un segmento dado (por sus extremos)? ;Deberiamos inten-
tar hallar la interseccién de todos los pares (punto, lado del poligono) o
habra una forma de proceder que exija menos operaciones? ;Y si el poligono
es convexo? ;Dependerd el niimero de operaciones elementales (por ejemplo,
en este contexto podemos tomar como una operacién basica el decidir si una
semirrecta corta a un segmento dado) del niimero de vértices del poligono o
es posible disefiar un procedimiento que no dependa de n?

Algunos otros ejemplos han sido detallados en el texto [Re] citado ante-
. riormente. En mi opinién, el estudio de estos y de otros similares —segin
los niveles— contribuiria a formar en el alumno un enfoque adecuado a la
manipulacién actual de la informacién geométrica, al tiempo que aprende
Geometria. El objetivo no es, precisamente, que el alumno adquiera unas
nociones de CAD.

Ciertamente, un rapido recorrido por los ejemplos que han sido elaborados
muestra que existen claros aspectos diferenciadores de la nueva aproximacion
respecto de la aproximacion tradicional a la ensefianza de la geometria. La



construccién mental del mundo de las figuras geométricas es distinta a la que
estamos habituados (puesto que el almacenamiento de datos no es ahora,
en el nuevo contexto, predominantemente anttopocéntrico); los paradigmas
de razonamiento méas relevantes no parecen ser los mismos (por ejemplo,
una forma de induccién aparece en esta geometria de modo natural, bajo
la forma de “divide y vencerds”); los problemas relativos a la eficiencia en
las construcciones tienen un papel més relevante; el universo de las figuras
empleadas contiene, mas bien, muchas figuras sencillas, antes que pocas,
pero complejas, etc...Por otra parte el enfoque computacional coincidiria
plenamente con el enfoque tradicional en la importancia del razonamiento,
de la manipulacién conjetural de las figuras: si se hiciese tal cosa con este
segmento o punto. . . pasaria tal otra cosa. .. con la ventaja de que es mas facil,
en este nuevo enfoque, la realizacién fisica de los experimentos mentales (por
tratarse de figuras més sencillas).

Aun con todo lo dicho, estamos muy lejos de poder sefialar un panorama
completo de las diferencias y concomitancias con la aproximacién habitual, de
poder evaluar los inconvenientes o los avarices del nuevo planteamiento para
la ensenanza de la geometria. Creo, por ello, que una tarea importante por
hacer es, precisamente, disefiar una coleccién de situaciones de aprendizaje
y estudiar la progresién pertinente de las mismas, de modo que respondan a
los nuevos planteamientos que aqui se han esbozado.

Demostracion automatica

‘Hay otro aspecto del tratamiento automatico de la informaciéon geométrica
que deseariamos presentar brevemente. Se trata de los recientes desarrollos
de unas técnicas de cdlculo que logran descubrir y demostrar, mediante pro-
gramas de ordenador, la practica totalidad de los teoremas geométricos (de
la geometria elemental) con los que puede verse involucrado un alumno a
lo largo de sus afios de estudio (incluyendo los estudios universitarios, aun
cuando estos sean de la especialidad de matemadticas). Por aportar un dato
mas, digamos que el autor de estas lineas ha probado, con éxito, estas técnicas
automaticas en algunos problemas de las Olimpiadas Internacionales. Se
trata, por tanto, de una herramienta poderosa, aunque no milagrosa.

No es este el foro oportuno para describir los principios y métodos que
se usan en estas técnicas de demostracion automatica. De nuevo, remitimos
al lector al capitulo 1 de [Re] o a [Re-V] para una visién mds detallada.



Tal vez sea més interesante aqui presentar unas escenas de un futuro no
muy lejano, en un aula en la que los alumnos disponen ya de calculado-
ras simbélico/gréficas, con los programas de demostracién automatica en la
memoria de las maquinas.

rs
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En la primera escena el profesor propone a los alumnos que investiguen si

- hay alguna férmula que relacione las longitudes de los lados de un triangulo y
su drea. El alumno traza un tridngulo cualquiera con el programa de dibujo,
sobre la pantalla de su calculadora. El alumno denomina A, B, C, a las lon-
gitudes de los lados correspondientes. La calculadora asigna, internamente,
unas coordenadas genéricas sencillas a los vértices de ese triangulo y cal-
cula, a través del programa simbdlico que tiene conectado con el programa
de dibujo, las ecuaciones de A, B, C, en términos de estas coordenadas:

AP—((r-0)*+sH) =0, B*—(r*+s%) =0, C*-I’=0

El ordenador pregunta a alumno: jen qué direccion he de investigar? El
alumno contesta: busco una férmula que relacione el drea S del triangulo y
las longitudes A, B,C. El ordenador indaga una vez mas: jqué es el area?
(tal vez esta definicién, tan elemental, forme parte de su base de datos,
junto a la de longitud de un segmento. ..). El alumno introduce la definicién
correspondiente, S = Is/2 (u otras equivalentes).

El ordenador pasa la nueva informacién al programa simbdlico y obtiene
todas las conclusiones posibles que relacionan A, B,C, S. En nuestra propia
experiencia, en cuestién de milisegundos, hemos obtenido la ecuacion:

A —24’B? + B* - 2A2C? - 2B*C?*+C*+ 165 =0

El alumno levanta la mano y le dice al profesor que
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dieciseis veces el cuadrado del drea es igual a dos veces el cuadrado
de A por el cuadrado de B, mas dos veces el cuadrado de A por el
cuadrado de C, mas dos veces el cuadrado de B por el cuadrado
de C, menos la suma de las potencias cuartas de A, B,C.

El profesor se queda frio. Abre su calculadora y verifica la validez de
esta férmula. LLama p al semiperimetro y trata de ver si la expresion del
cuadrado del 4rea que le acaban de leer es una variante de la formula de -
Herén, S* —p(p— A)(p— B)(p—C) = 0. Para ello simplifica la esta expresion,
médulo el par de igualdades {2p — (A+ B+ C) =0, A*-2AB?+ B*—
2A%C*-2B*C*4+C*+165% = 0}. El resultado, obtenido rapidamente por la
calculadora simbdlica, es cero, y lo mismo ocurre si procedemos a la inversa
(simplificando A* —2A?B?+ B! —2A%C? — 2B?C? + C* 4 165? = 0 respecto
de {2p—(A+B+C)=0, S?—p(p—A)p— B)(p—C)=0}). De modo
que la férmula de Herdn no es sino otra forma de escribir la férmula obtenida
~ por el alumno.

En la segunda escena, el alumno se encuentra sélo en casa y prepara
un trabajo para la clase del dia siguiente. Se trata de escribir algunas
propiedades de ciertos puntos notables del tridngulo. Le parece recordar
que el baricentro, incentro y circuncentro estan siempre alineados. Como en
el caso anterior, introduce los datos pertinentes en su calculadora y formula
la tesis de alineacién. La méquina verifica si la tesis se sigue de los datos
introducidos y concluye que no, pero que seria cierta si el tridngulo fuese
isdsceles.

Xy
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En la figura se ha representado el baricentro (I,r), circuncentro (u,v),
incentro (z,w) y ortocentro (z,y), en uno de los casos de alineacién. Lo
crucial es que a esta conclusién no ha llegado la calculadora simplemente
revisando una supuesta baseale datos geométricos. El alumno podria haber
inventado cualquier tesis, por disparatada que fuese, que la calculadora, en
principio, le darfa una respuesta adecuada. No, se trata, de nuevo, de la apli-
cacién de un algoritmo de razonamiento automatico y, por tanto, empleable
en cualquier situacién no prevista inicialmente: el algoritmo considera que
la validez de una conclusidn tiene que ver con que ciertos polinomios que se
derivan de las ecuaciones involucradas en las hipétesis se hagan cero y, si no
lo son, la tesis no es valida, pero lo seria si se impone la anulacién de los
mismos. .. lo que significa que el tridngulo habra de tener dos lados iguales.
Es asf como la maquina, en nuestra descripcién, acierta a proprorcionar las
hipdtesis complementarias necesarias.

Ambas escenas no son fantasias literarias: los dos supuestos pueden re-
alizarse ya, con cualquier pequefio ordenador provisto de un programa de
célculo simbélico. Por el contrario, el didlogo y la facilidad de relacién con
el ordenador que hemos descrito, son ficticios. Hoy hace falta, todavia, un
entrenamiento no trivial para introducir los datos y leer los resultados en los
programa de demostraciéon automatica.

Pero, jque haremos cuando estas escenas sean plena realidad? ;Em-
pezaremos entonces a debatir si conviene o no prohibir €l uso de tales cal-
culadoras? ;Cémo podremos aprovechar las mismas para ensefiar a razonar
geométricamente? Llegaremos a decir, entonces, ;qué les ensefio, si ya lo
hace la calculadora?

Las calculadoras seran capaces de obtener conclusiones, pero nunca podran
-valorar el interés o la belleza de las mismas, su significado en un contexto
mas amplio. Tal vez sea esta la direccion en la que deberiamos empezar a
poner el acento en la ensefianza. ..

Conclusién

Hemos presentado dos reflexiones sobre el posible impacto, en un futuro no
muy lejano, de las técnicas de tratamiento automatico de la informacion
geométrica en la ensefianza de la geometria. En general, el desarrollo de
estas técnicas y la eficacia de las maquinas que las implementan parecen,
en una primera aproximacién, cuestionar o amenazar el normal desarrollo
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del aprendizaje de los conceptos y destrezas geométricos tradicionales. Esta
apreciacién puede ser correcta si nos empeiiamos en considerar las calculado-
ras como una herramienta marginal para ensefiar las matematicas, en vez
de centrar nuestra antencién en los problemas matemdticos que plantean las
calculadoras y en las matemdticas que podemos ensefiar con las calculadoras.

Las matematicas son algo dindmico, que se origina en los problemas que
al hombre se le plantean cuando interactiia con el medio, a través de las
herramientas de las que dispone. Como ayer, tal vez, el compas, hoy, por
ahora, la calculadora . ... '
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