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lééme PROBLEME DE HILBERT

SUR LE 16™ PROBLEME DE HILBERT :
UN RESUME ET QUELQUES QUESTIONS

Jean-Jacques RISLER

§1, INTRODUCTION,

Voici le texte de D. Hilbert relatif au 165

et des surfaces algébriques”.

probléme de “Topologie des courbes

Le nombre maximum des branches fermées et séparées que peut posséder une courbe
plane algébrique d'ordre n a été déterminé par Harnack ; reste la question de la
situation mutuelle qu'occupent entre elles dans le plan, les branches d'une courbe.
En ce qui concerne les courbes du sixiéme ordre, je suis parvenu & prouver, en en-
trant il est vrai dans beaucoup de détails, que les onze branches que peut avoir une
courbe du sixiéme ordre, d'aprés Harnack, ne peuvent jamais avoir leurs cours tous
séparés et qu'il doit au contraire, exister une branche a 1'intérieur de laquelle
se trouve une branche unique, tandis que les neuf autres ont leurs cours a son exté-
rieur, et réciproguement. Une étude approfondie des positions relatives des branches
séparées dans le cas de leur nombre maximum me semble présenter un grand intérét, et
i1 en est de méme de la recherche analogue relative au nombre, & la forme et & la
position relative des nappes d'une surface algébrique dans 1'espace. Jusqu'ici d'ail-
leurs, 1'on ne sait absolument rien sur le nombre maximum effectif de (Sfﬁ%%%:que peut
avoir une surface du quatriéme ordre dans 1'espace a trois dimensions. <

N
/

Comme suite a ce probléme purement algébrique, j'attirerai 1'attention sur la
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question suivante, qui me semble pouvoir étre attaquée au moyen de la méthode de

wm variation continue des coefficients i la réponse a cette question est d'ailleurs
A&c01na:wm pour 1a topologie des familles de courbes définies par des équations
differentielles : déterminer le nombre maximum et la situation relative des

cycles limites de M. Poincarée dans le cas d'une équation différentielle du premier

ordre et du i : dy o ¥ S
premier degré de la forme dx ~ x OU X, Y désignent des fonctions

rationne ie 6
d nelles enticres de degré n, de x, y, ou, en employant 1'ccriture homogéne,
de Ta forme

dz _ dy dx dz d
XY gt N%f:x%,x%v;?mw-«mv;.

ou X s igne i i jé
» ¥, Z designent des fonctions rationnelles entiéres et homogenes de degré n
de x i 8 6 iné , , .
> ¥s Z, ces fonctions devant é&tre déterminées comme fonctions du paramétre".

David Hilbert (1H}) .

Deux excellents articles généraux traitant du 16°Me probléme de Hilbert
existent @ le "Review" de Gudkov de 1974 (1G1) et le papier de Wilson de 1978 (W
On peut aussi consulter 1"exposé de A'Campo ou Seminaire Bourbaki (1A'1) ou i1
ne partie du travail d'A. Marin publié ici

Je e SR ici i indi
ie contenterai donc ici d'exposer les faits indispensables a la compréhen-
sion de

articles de ce volume, sans chercher & étre complet ni & entrer dans les
Tls. D'autre part j'ai émaillé cet exposé de problémes qui m'ont ote suqgeres
ture de 1'article de Gudkov ; certains sont probablement na¥fs, mais je

ils peuvent motiver 1'étude de la theéorie, sur laguelle on ne sait pas
encore grand  chose.

s

sultat important sur Je sujet remonte & Harnack : Soit

une courbe algebrique lisse définie par un polyndme homogéne de deqre d
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X = 1(xq) ¢ RP [ f(xxyxp) = 0F . -

i m\\\\\\

La complexifiée xa (supposée aussi lisse) de X est une courbe complexe de genre

: ———
9=z (d-1){d-2) et les composantes connexes de X sont homéomorphes a des cercles.

On a alors :

THLOREML 1.1 - Le nombre de composantes connexes de X est inférieur ou fgal & g+l

11 existe plusieurs démonstrations de ce théoréme ; nous en donnerons une au paragra-

phe 2 vtilisant la théorie de Smith.

Les courbes ayant le nombre maximum de composantes connexes (& savoir g+l} sont
appeleées des M-courbes, les courbes ayant g composantes des M-1 courbes, etc...
(nous verrons qu'il existe des M-courbes en tous degrés).

Une composante d'une courbe X est appelée ovale si elle disconnecte -%N (ou de

maniere équivalente si elle est homotope & 0), pseudo-droite dans le cas contraire

(elle est alors homotope a EML . x%Nv.

51 Je degre de X est pair, toutes ses composantes sont des ovales, et s'il est
pair, une et une seule des composantes de X est une pseudo-droite (en effet deux

pseudo-droites se rencontrent toujours alors qu'une droite rencontre transversale-

ment un ovale en un nombre pair de points).

Pour decrire le type topologique du plongement d'une courbe algébrique dans
RP‘, on remarque qu'un ovale sépare m~ﬁ~ en deux composantes, 1'une contractile et
homeomorphe @ un disque appelée 1'intérieur ae 1'ovale et 1'autre homéomorphe a une

bande de Mogbius et donc non orientable

ovale est dit pair s'il est inclu dans 1'intérieur d'un nombre pair d'ovales,

pair dans le cas contraire.

arquons tout de suite qu'une courbe de degré d = Zk ne peut avoir plus de k ova-
les emboites, et que si elle a k ovales emboités elle n'en n'a pas d'autre (sinon une
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