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1 Préliminaires

Nous introduisons dans cette partie les résultats élémentaires qui seront a la base
de nos algorithmes.

Soient K un corps ordonné de cléture algébrique C, S C K[Xy,...,X,] un
systéme polynoémial engendrant un idéal que nous noterons Z. Rappelons que
’ensemble des zéros V(Z) C C™ de T est fini si et seulement si le K-espace vec-
toriel K[X1,...,X,]/Z est de dimension finie. Dans ce cas, C[X,,..., X,]/T =

[1 A, ou A, estlelocalisé de C[Xy,...,X,]/Z en a. Le localisé A, est alors

aeV (T
un C(—(;space vectoriel dont la dimension est égale, par définition, a la multiplicité
de o que nous noterons p{a). Le systéme initial étant dans K[Xi,...,X,], on
peut montrer aisément que dimg(K[Xy,...,X,]/ZT) = dimc(C[ Xy, ..., X,]/1),
en utilisant, par exemple, le fait que les calculs effectués dans l’algorithme de
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Buchberger (calcul d’une base de Groebner de T) sont tous dans K[Xj, ..., X,].
Quelques unes de ces propriétés peuvent étre résumées par la proposition suiv-
ante :

Proposition 1.1 Soit Z un idéal de K[X,..., X,] admettant un nombre fini de
z€ros. Alors :

dimg(K[X1,...,X,]/T) = dimc(C[Xy, ..., X )/T) = 3 pla).
a€V(T)

Lidéal T (resp. S) est dans ce cas un idéal zéro-dimensionnel (resp. systéme
zéro-dimensionnel ).

2 Le théoreme de Stickelberger

Nous étudions, dans ce paragraphe, les propriétés d’une application linéaire sim-
ple : la multiplication par un polynéme dans K[X,,...,X,]/T.

Notation 2.1 Pour tout polynome h € K[X,..., X,]/T nous noterons my, I’en-
domorphisme de K[Xy,...,X,]/Z:

K[X1,.., X )/T — K[Xy,...,X.)/T
f — h-f

Lemme 2.1 Les sous-espaces A, , o € V(I) sont invariants sous [’action de
my,.

Preuve : Par définition, A, peut étre identifié au quotient
ClX1,... . Xolo/IC[ Xy, .o, Xila

C[Xy,..., X;]o désignant le localisé de C[X, ..., X,] au point a. Aussi, si p/q
est un élément de A,, h(p/q) et (hp/q) représentent le méme élément. 0

Corollaire 2.1 Pour tout a € V(Z), la multiplication par
ha(X1,. .y Xn) = h(Xy,..., X,) — ()
dans A, est un opérateur nilpotent.

Preuve : On remarque que h,(a) = 0. Par conséquent, le théoréeme des zéros
de Hilbert nous assure de I’existence d’un entier strictement positif & tel que hE €
My, M, désignant 'unique idéal maximal de ’anneau local ClX1,. . Xala
Par passage au quotient, nous pouvons donc conclure que my, est un opérateur
nilpotant de A,. O



D’apres le lemme précédent, il existe un entier k tel que le polynéme minimal
de Vopérateur my, divise T%. Comme C est algébriquement clos, on en déduit
que, pour tout o € V(Z), il existe une base de A, dans laquelle m,, a pour
matrice :

0 « -+ %
00 -+ %
00 --- 0
et par conséquent dans laquelle mj, a pour matrice :
h(a)  * *
0 h(a) *
0 0 - h(a)

On peut alors voir que k() est une valeur propre de m; de multiplicité u(a) =
d’imc(Aa).

Le corollaire suivant récapitule quelques propriétés de my. Il énonce des résultats
courament utilisées pour ’étude des systemes zéro-dimensionels (voir par exemple

[BW92],[Ped91],[Yoko92],[PRS93]):

Corollaire 2.2 (Stickelberger) Soient T un idéal de K[X;,...,X,] admettant un
nombre fini de 2éros, et pour tout h € K[X1,...,X,], my Uopérataur multiplica-
tion par h dans K[Xy,..., X,]/Z. Les valeurs propres de my, sont exactement les
2€ros de T avec méme multiplicités.

Cette propriété a beaucoup de conséquences, en particulier :

o Det(mp)= T[] h(a)*®),
aeV(T)

o Trace(my) = e%:(f) ple)h(a)-,

e Le polynéme caractéristique de my, est - 1 (T — h(a))*.
«EV(T)

3 La forme quadratique de Hermite généralisée

Lorsque Z C K[Xi,...,X,] est zéro-dimensionel, nous avons pu voir que A =
K[Xi,...,X,]/T est un K-espace vectoriel de dimension finie. Il est donc possible
de prendre les traces d’éléments de Endx(A) pour définir une forme bilinéaire
symétrique B: AQ A — K

B(f,g) = Trace(fg)



En particulier, a tout polynéme h C K[X;,..., X,], on associe une forme quadra-
tique comme suit :

Definition 8.1 Soit h € K[X1,...,X,] on définit une forme bilinéaire B) -
A®A— K en posant :

Bh(fag) = B(hfag) = Trace(fgh)

Nous noterons Qy, la forme quadratique associée a By, et définie par :

Qu(f) = Bu(/, f)

Théoréme 3.1 Soient un corps ordonné K, un idéal zéro-dimensionel T = (fiy-ooy fs)
de K[Xi,...,X,], R un corps réel contenant K, C la cloture algébrique de R et
un polynome h € K[Xy,...,X,]. Si Va(T) = V()N R", alors:

A. o(Qr) = H{a € Vr(I)|h(a) > 0} — §{a € Vr(I)|h(a) < 0}
B. p(Qr) = t{a € V(I)|h(a) # 0}
ou o(Qr) (resp. p(Qr)) désigne la signature (resp. le rang) de Q.

Ce théoréme n’est pas nouveau (voir [BW92],[Ped91],[PRS93]). Nous proposons
ici une variante de sa démonstration nous permettant d’introduire une notion
de polynéme séparant, utilisée par divers auteurs sous des formes variées (voir

par exemple [Ca88], [BW93], [Laz92], [GH91b], [GHMP95], [GVT95], [Re92],
[ABRWY4]) :

Definition 3.2 Un polyndéme t € K[Xy,..., X,] sépare V(I) si

Va,B e V(I) a7 B = t(a) # H(B).
L’existence de tels éléments est montrée par le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit X' un ensemble de points de C™ tel que §X = d. La famille
de formes linéaires {X; +iXy + ...+ "X, pour 0 < i < (n—1)d(d —1)/2}
contient au moins un élément séparant X .

Preuve : Notons u;(X) = X1 +iX; 4+ ... 4+1"7'X,, et supposons que (z,y) =
((z1,- - @), (y1,- - -, Yn)) soit un couple de points distincts de X tels que u;(z) =
u;i(y). Comme le polynéme Y% (z; — ;) X*~! admet au plus n — 1 solutions
distinctes (il n’est pas indentiquement nul car = # y), la famille {ug, ..., un_1}
contlent donc au moins un élément uy tel que ug(z) # ug(y). Comme de plus
le nombre total de couples de points distincts de X' n’exede pas d(d — 1)/2, la
famille de polynomes {X) +iX, 4+ ... + "X, , 0 < i < (n — 1)d(d - 1)/2)}

0

contient au moins un élément séparant X



Ces familles d’éléments séparants ont beaucoup de propriétés utiles pour
I’étude des algebres K[Xy,...,X,]/Z. En particulier :

Lemme 3.2 Soient T C K[X1,...X,] un idéal zéro-dimensionel et t un polynome
séparant V(I). Si nous notons d = §V(I), {1,t,...,t*'} est une famille libre
de K[Xy,...,X,]/T.

Preuve : Soient ag,...,aq_1 des scalaires (€ K) tels que
d-1
g(t) = > ait' =0mod T
=0

Pour tout, a € V(I), t(a) est alors une racine de ¢(T) = Y% a,T". Comme ¢
sépare V(ZI), le polynéme ¢(T') admet par conséquent d racines (les t(c) , a €
V(I)) et est donc identiquement nul. La famille {1,¢,...,¢%"'} est donc libre
dans K[Xy,...,X,]/Z. O

Preuve du théoréme: Soit ¢ un élément séparant V(I) = {ay,...,aq}. Si
d = 4V(Z), la famille {1,¢,...,1%71} est libre dans A = K[Xy,... X,,]/T. 1l est
donc possible de trouver des polyndémes wy1 . ..,wp tels que la famille B’ = {wy =
Lws =t,...,wg = t¥7  wyy1 ..., wp} soit une base de A. Pour un polynéme
f € K[X,,...,X,] donné, notons Y;,...,Yp ses coordonnées dans la base B'.

2
Dans ce cas, Qu(f) = Ty plei)h(as) (D wi(e)Y))

Comme aj, ..., aq sont des racines distinctes de f et comme ¢ est un éJément
séparant V(Z), la matrice

1 t(en) ... t(en)t?

i t(ad) t(ad:)d—l

est une matrice de Vandermonde (donc inversible) sous-matrice de la matrice
associée aux formes linéaires induites par le changement de variables :

D
Z,‘ :ij(a,-)-Yj, 7 = 1d
J=1
qui sont donc linéairement indépendantes. Par conséquent :

Qn(f) = Z: pih(a;) 2}

et donc :

p(Qn) = H{a € V(I)[h(a) # 0}



Rappelons que C' peut-étre considéré comme un R-espace vectoriel:
C={a+1b,i*=-1, (a,b) € R*}

ce qui nous permet d’utiliser pour la suite de la preuve la terminologie et les
notations habituellement réservées aux nombres complexes. Nous noterons donc
pour tout c=a+1be C :

o Partie Réelle : Re(c) =a
e Partie Imaginaire : Im(c) =5
e Conjugaison : ¢ =a —1b

Comme dans le cas complexe, 'opération de conjugaison est clairement un auto-

morphisme de R-algebres laissant R invariant, par conséquent p(c) = p(¢) pour
tout p € C[Xy,...,X,], ce qui montre en particulier que si @ € V(ZI), alors
a e V(T).

Ainsi, il existe un entier positif ou nul s tel que $(V(Z)\Vr(Z)) = 2s. Quitte &
permuter ’'ordre des variables, on peut alors supposer que :

o o, € V(Z)\Vr(Z) ssi 1 < 2s
o Vi=1...3, ajps = @;.
Nous avons alors :
s d
Qn =Y mi(h(e)Z2 + h(ei) Z2) + Y pih(e) 2}
=1 1=2s5+1
Si nous posons :
U,’ = (Xz—f-XH_s)/Q, V; = (X, +Xz+s>/(2 Z) 5 1=1...s

et :
Qi = h(ew)Z} + h(a;) 72,

alors :

Qs = h(e)(Us + iUy s)? + 2(a)(T; + Uits)? = 2Re(h(0)(Us + iUiys)?)

Sih(a;) = a+ b : ‘
L= 2an2 — 2aVZ-2 — 46U,V

d’ou :

o Q) = 2((al; — 20U;44)? — (a® + 4 )UZ ) sia #0



o Qi = —b((U; + Uiys)? — (Ui = Usys)?) si a = 0.

Les signatures des formes quadratiques @, sont donc nulles et par conséquent (les
formes linéaires associées aux changements de variables effectués étant clairement
linéairement indépendantes) ,

o(Qn) =0o( Y k() Z?) = t{a € Va(f) |h(e) > 0} —f{a € Va(f) [h(a) < 0}

1=2s+1

O

Nous décrivons maintenant quelques conséquences du théoreme 3.1, en parti-
culier nous rapellerons un critere utile pour tester ’appartenance d’un polynome
au radical d’un idéal.

Le théoréme 3.1 montre que un polyéme h s’annule sur V(Z) si et seulement,
si le rang de la forme quadratique de Hermite généralisée )5 qui lui est associée
est nul c’est a dire si et seulement si )y est nulle.

Notation 3.1 Nous noterons Trace(h) pour Trace(my).

Soit Q la forme quadratique de Hermite généralisée associée a un polynome

h € K[Xi,...,X,], de matrice g, dans une base B = {wi,...wp} de A =

K[Xy,...,X,]/T avecw; = 1. Nous noterons qu[t, j] élément situé a lintersection
de la ¢ colonne et de la j° ligne de gy, qnlt] la i° ligne de gp.

Pour tout polynome h € K[Xy,..., X, _}; sera expression de h modulo T
dans la base B.

Enfin, nous noterons Vitr le vecteur de K™ : Vir = [Trace(w:),. .., Trace(wp)]
et pour tout polynéme b € K[X1,...,X,], Vir(h) = [T'race(hw:), ..., Trace(hwp)].

Lemme 3.3 Pour tout couple de polynomes (f,q) de K[Xy,...,X,],

Trace(my,) = f - Vir(g)

Preuve : En exprimant fg dans la base B et en posant f = P aw;, il
vient :

D D
Trace(fg) = Trace(z aw:g) = Y _ a;Trace(guw;)

=1 =1
et par conséquent,

Trace(fg) = [a1,...,ap] - [I'race(hwy),...,Trace(hwp)] = ? -Vir(g)



Ceci nous donne alors une propriété intéressante sur la forme quadratique de
Hermite généralisée :

Proposition 3.1 Q; est nulle si et seulement si gi,[1] est nulle.
Preuve : Pour tout 7 > 1,
gn[t] = [Trace(wiwy), ..., Trace(wwp)].
Par conséquent, d’apres le lemme 3.3
guli, ] = wio; - Vir(l) = wiw; - gull]
0

Nous retrouvons ainsi un critére d’appartenance d’un polynéme & v/Z, ne
nécessitant pas le calcul explicite de v/Z (voir [Ron90], [GMT88],[GV92]) , ce qui

présentera plus tard un avantage algorithmique certain :

Proposition 3.2 (Dickson) Soit S = {fi,..., fs} C K[X1,...,X,] un systéme
zéro-dimensionel, T l'ideal engendré par S et {wy,...,wp} une base de lespace
vectoriel de dimension finie K[X,...,X,]/T (avec wy = 1). Un polynéme h €
K[X1,...,X,] appartient a VT si et seulement si

Trace(hw;) =0, Vi=1,...,D.

4 p-résolution, représentation univariée d’un sys-
teme zéro-dimensionnel

Nous proposons de ramener I’étude d’un idéal zéro-dimensionnel de K[X;, ..., X,]

a celle d’une famille de fractions rationnelles de K (7). Nous définissons, pour
commencer, une équivalence entre idéaux faisant appel a des morphismes d’ensembles
algébriques particuliers :

Definition 4.1 Soit £ C C™ un ensemble algébrique. Une application ¢* : € C
C" — C sera dite K-réguli¢re si il existe p € K[X1,...,X,] tel que Yo €
£, pla) = ¢*(a)

De la méme maniére, st € C C™ et F C C™ sont deux ensembles algébriques,
Papplication ¢* : € C C" — F C C™ sera un K-morphisme d’ensembles al-
g€briques si chacune de ses fonctions coordonnée est K-réguliére.

L’application ¢* : € C C™ — F C C™ sera un K-isomorphisme d’ensembles
algébriques si il existe un K -morphisme d’ensembles algébriques v : F C C™ —

ECC™ tel queyp* o ¢* = Ide et ¢* o p* = Idy.



A tout morphisme de K-algébres ¢ : K[Xi,...,X,] — K[Y1,...,Y,], on

associe canoniquement un K-morphisme d’ensembles algébriques en posant :

o*: O™ — cn
a U (¢(X1)(Ol),,¢(Xn)(OZ))

Nous insistons sur le fait que ces morphismes d’ensembles algébriques sont définis
surK (et non sur C), ce qui a, comme nous le verrons plus tard, un grand intéret
algorithmique.

Il résulte de ces définitions quelques propriétés simples qui nous seront utiles par
la suite :

Proposition 4.1 Soient ¢ : K[Xy,..., X,] — K[Yi,...,Y.] un morphisme de
K-algébres , € C C™ et F C C™ deux ensembles algébriques tels que ¢* induise
un K -isomorphisme de F dans &.

Pour tout morphisme de K-algébres 2 : K[Y1,..., Y] — K[X1,...,X,] tel
que 9t = (§)" sur &,

o Vac&,Vpe K[Xy,...,X,], pla) = ¢(p)(v*(a))
o Vae &, Vpe K[Xy,...,X,], pla) = (¥ o ¢)(p)(a)
Preuve : Pour tout 8 € F,

p(¢"(8)) = p(¢(X1)(B), - -, o(Xn)(B))-

Comme ¢ est un morphisme d’algebres, ceci nous donne :

Pour tout 3 € F, ¢* étant un isomorphisme de F dans &, il existe a € £ tel que
a = ¢*(B3). Par définition de ¥*, nous avons alors § = ¥*(«) et par conséquent,

pla) = ¢(p)(¥™(a))
De plus, Va € £, Vpe K[X1,..., X,],

(¥ 0 ¢)(p)(@) = (¥(¢(p))(¢" (¥ ())) = d(p)(¥™(@)) = p(a).

Introduisons maintenant une relation d’équivalence entre idéaux zéro-dimensionnels :
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Definition 4.2 Sotent T C K[Xy,...,X,] et J C K[Y1,...,Y,] deuzr idéauz
zéro-dimensionnels. Nous dirons que I est u-équivalent a J et nous noterons
T ~,J, siil existe un K-ismorphisme ¢*: V(J) — V(J) tel que :

VBeV(T), n(67(8) = u(B)

Nous avons pu voir que 'application Trace est & la base de résultats utiles pour
Pétude des systemes zéro-dimensionnels. Montrons que la p-équivalence préserve
les traces :

Proposition 4.2 Soient T C K[Xy,...,X,] et J C K[Y3,...,Y,] deux idéaux
zéro-dimensionnels. Les idéauz T et J sont p-équivalents si et seulement si il
existe un morphisme de K algébres ¢ : K[ X1,...,X,] — K[Y1,...,Y,.] tel que :

o ¢* induise un K-isomorphisme d’ensembles algébriques de V(J) dans V(I)
e Vpe ClXy,... . Xu], ¥ plaple)= > uw(B)é(p)(B)

a€V(T) BeV(T)

Preuve :

e 5i T et J sont p-équivalents , il existe un morphisme de K-algebres ¢ :
K[Xy,...,X,] — K[Yi,...,Y,] tel que ¢* vérifie les propriétés de la
définition 4.2. Soit p € C[Xy,...,X,]. L’application ¢* étant un K-
1somorphisme d’ensembles algébriques, nous avons :

> #Bp)B) = > w((6")7H@)d(p)((¢") (@)

BEV(T) a€eV(T)

D’apres la proposition 4.1 il vient alors :

Y. wBe)(B) = > ul(¢") " (a)p(a)

BEV(T) oeV(I)

et enfin, d’apres la définition 4.2 :

Y. w(B)e()B) = D u(a)ple)

pEV(T) «EV(T)

o Il est toutjours possible de définir, pour tout v € V(Z), un polynéme p, €

ClX1,..., Xo] tel que po(y) =letVa # v, a € V(T) py(a) = 0. En effet,
soit a un point de V(7) tel que

a= (o, .., 0) FY= (Y1, %)



Nous pouvons trouver un entier k tel que vz # a. Posons
Xy — g

Ve — QO

P

’Yia

Nous aurons alors: P, ,(a) =1 et P, ,(a) = 0. Il suffit de poser

P= [ P

a#y , aeV(I)

pour obtenir le polynome désiré.

L’application ¢* étant une bijection de V(J) dans V(Z),
Ve V(T), dae V(I), a=¢"(p)
Ainsi, §V(J) =4V (T) et

Y. wl@)Pya)= 3 u((¢")7(a)d(P)((¢°) (o)

aeV(T) a€V(T)

Comume ¢(P,)((¢")" () = P,(a) nous avons alors u(y) = u((¢*)7(7))-

O

Remarque 4.1 Soient T C K[Xy,...,X,] et J C K[Y1,...Y,], deur idéaux
p-6quivalents. Les K-algebres K[Xy,...,X,]|/T et K[Y1,...,Yn]/T ne sont pas
, en général, isomorphes.

Considérons par exemple Z = (X7, X1 X5, X3) C K[X1,Xo]et T = (Y?) C K[Y]].
Fn posant :
6: K[X1,X;] — K[Y]

X1 b Y1

X2 [ — 0
on peut voir que ¢* est un K-isomorphisme d’ensembles algébriques vérifiant les
hypotheses de la définition 4.2 et nous avons alors 7 ~, J.
Supposons que ¢ : K[Y1}/J — K[Xi1, X2]/Z soit un morphisme de K-algebres,
et posons ¥(Y;) = aX; + bX,, a,b € K.

Dans ce cas,
B(YP) = (Y1)? = a® X2 + b2X2 + 2abX, Xy = 0 mod T

et 1 n’est pas injectif.

Il n’existe donc pas d’isomorphisme de K -algebres entre K[Y1]/J et K[X1, X2]/Z.
Pour des raisons évidentes de conservation des multiplicités, 'existence d’un iso-
morphisme entre K[X1, ..., X,]/VT et K[Yi,...,Y,]/V/J n’implique pas que les

deux idéaux soient u-équivalents. La réciproque est par contre vraie :
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Proposition 4.3 Soient T C K[X;,...,X,] e¢ J C K[Y1,...,Y,,] deuz idéaux
zéro -dimensionnels tels que T ~, J. Notons alors ¢ : K[Xy,...,X,] —
K[Y1,...,Y,] un morphisme de K-algébres vérifiant les hypothéses de la défi-
nition 4.2.

Si ¢ est le morphisme de K-algébres ¢ : K[Xy,...,X,] — K[Yi,...,Y.]/NVT
canoniquement déduit de ¢, ker(&) = V7T et ¢ induit un isomorphisme de K-
algebres :

¢red : [{[Xl,,Xn]/ﬁ—) I{[Yi77Ym]/\/j

Preuve : Comme ¢* est, par définition, un K-isomorphisme d’ensembles al-
gébriques, pour tout a € V(I), u(a) = p((6*) ' (a)).

L’application ¢* étant un K-isomorphisme d’ensembles algébriques, pour tout
p € VT ettout B € V(J),ilexistea € V(J) tel que ¢(p)(3) = ¢(p)((¢*)"(a)) =
p(c) = 0. Par conséquent, ¢(p) € V7T .

Inversement, soit p € K[X1,...,X,] tel que ¢(p) € v/ J. Pour tout a € V(ZI), il
existe § € V(J) tel que (¢*)"}(a) = 8. Dans ce cas,

pla) = ¢(p)(¢") ™ () = é(p)(8) = 0

Ainsi, ker(qz) = /7 et donc ¢ se factorise en un isomorphisme injectif

bred s K[X1,..., Xn)/VT — K[Y1, ..., Y]/VT
Comme §V(J) = 4V(Z), nous avons alors
dimp(K[X1,..., X, /VT) = dimg(K[Yi,..., Y] /VT)
ce qui montre que ¢,.4 est bijectif. O

Les diverses propriétés de la p-équivalence nous conduisent alors & définir ce que
nous entendons désormais par résoudre un systéme zéro-dimensionnel :

Definition 4.3 Un idéal zéro-dimensionnel T sera dit p-résolu si il existe un
idéal J C K[T) tel que T ~, J. Si ¢ est un morphisme de K -algébres vérifiant les
propriétes de la définition 4.2, nous dirons alors que (T, ¢*) est une p-résolution

de T.

Remarque 4.2 5i (7, ¢") et (J,(¢')*) sont deuz p-résolutions de I, ¢* et (¢') coincident
sur V(J). Par abus de notation, nous écrirons que J est une p-résolution de T.

Le terme de résolution ne parait pas abusif, car la donnée d’une p-résolution per-
met de se ramener a un probléme en une variable pour lequel beaucoup d’outils
algorithmiques sont disponibles tant pour I’approximation que pour le codage des
racines. La donnée d’un K-isomorphisme d’ensembles algébriques nous permet-
tant de remonter les résultats.

Le résultat que nous nous proposons de montrer dans la suite de ce chapitre est
le suivant :
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Théoréme 4.1 Tout idéal 2éro-dimensionnel T C K[X1,...,X,] admet une p-
résolution.

Pour tout » € K[X1,...,X,], rappelons que m;, désigne I'opérateur multiplication
par h dans A = K[Xy,...,X,]/T.
Pour tous t,v € K[Xq,..., X,], on définit les ensembles :
V(e ={B € V(T), tB) = t(a)}
t(V(I) = {tla), a € V(I)}

ainsi que les polynomes :

F7) =TI (T = t(e))")

aEV(I)

g(v,t,T) = Z plo H (T —y)

aeV(T) yet(V(I))\{t(a)}

Lemme 4.1 Les polynomes f(¢,T) et g(v,t,T) sont dans K[X;,...,X,]. Plus
précisément, si S est une variable indépendante de Xi,...,X,, et si, pour h €
K[Xq1,...,X,] fizé, P,(T) désigne le polynome caractéristique de my,

o f(t,T) est le polynome caractéristique de m,.

o Voe K[Xy,...,X,], g(v,t,T) = h(v,t,T)/gecd(f(t,T), f'(t,T))

avec . a
h(vv { T) = - (ﬁPH_SU(T))S:O

Preuve : 1D’aprés le corollaire 2.2, le polynoéme caratéristique de m; peut s’exprimer

par :
[T (T —t(e)y"
aeV(I)
ce qui montre le premier point.
Vi=1,...,n, Pys,(T)= TII (T —t(a)— Sv(a))“), par conséquent :
aeV(I)
d
= Pis(T pla)-1 T —¢t #(6)
(85 i 50 ( )>S:O ae%: );u (@) (a)(T — t(a)) ﬁegg) ( (8))
Or ged(f(t,T), f/(1,T) =TI (T - t(a))*)", et done
a€V(I)
(ZPirsu(T)),_
554 t+Sv
- , > ula I (T =B =glv.t,T)
ged( FET), P T) o V(D) tffﬁe);t(rg)
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Lemme 4.2 Si o est une racine de S, alors t() est une racine de f(t,T) et

ﬁev%)t(a) HE(R) _ gv,t,t(a))
> (B g(t,t(a))
ﬁeV(I)t(a)

avec g(t,T) = ¢g(1,t,T).
Preuve : Par définition,

glo,t, (@) = Y u(B)v(B) II (-

BeV(T) yet(V(I)\{#(8)}
Or , on peut remarquer que u(B)v(B) ( I1 (t(a) — y)) est nul si et
yet(V(D)\{t(8)}

seulement si il existe y € t(V(Z)) \ {¢(8)} tel que y = t(a), ce qui montre que
g(v,t,t(e)) peut s’écrire :

glo,tt(@) = ¥ u@B@) I (He)—y)

5oy yeUV(I)\{t(a)}
Oou encore :
tien=( T war-n) (3 w9
yet(V(D)\{t(e)} BeV(Dia)

Comme ¢(t,T) = ¢(1,t,T) nous avons de méme :

gt t(a)) = 5 u(B)v(B) II  (#a)—y)

(i vetVD\{i(e)}
et donc
g(t;t(a)) = ( II ()~ y)) ( > u(ﬂ))
yet(V(D)\{t(a)} BEV(ID)i(a)
ce qui démontre la formule. g
Proposition 4.4 (représentation univariée rationelle ) Soient S = {fi,..., f.}

un systeme zéro-dimensionel de Z[Xy,..., X,] et V(I) = {a,...aq} Uensemble
des solutions distinctes de S.
Pour tout polynome t € K[X,...,X,] séparant V(I), il existe des polynémes :

f&1), ot T), i, T), ..., 94(t,T) € K[Xy,... X,

tels que :
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o Les racines de f(t,T) sont les t(a1),...,t(cq) avec pour multiplicités re-
spectives p(ay), ..., plaq).

e Si « est une racine de S, pourtoutt=1...n:

Nous dirons que {f(t,T), ¢, T), ¢:(t,T),...,9.(t,T)} est la représentation
univariée rationnelle de 7 associée a t.

Preuve : Soit t € K[Xi,...,X,] un polynoéme séparant V(I) (son existence
est prouvée par le lemme 3.1). Nous pouvons remarquer que V(I)iq) = {a} et
par conséquent, pour tout v € K[Xi,...,X,] et tout o € V(Z), le lemme 4.2
nous donne :

g(U, t, t(a))
g(t, t(a))

Il ne reste alors qu’a poser ¢;(¢,7) = ¢g(X;,t,T) , ¢ = 1...n pour obtenir le
résultat énoncé. a

= v(a) =

Le résultat suivant achevera la démonstration du théoreme 4.1 :

Proposition 4.5 Soient T C K[X1,...,X,] un idéal zéro-dimensionnel et

{f(t, 1), g(th) ) gl(th)7"-7gn(t7T)}

une représentation univariée rationnelle de I. L’application

v V() — V()
ﬁ — 1/g(tvﬁ)'(gl(tvﬂ)v"-agn(taﬂ))

définit un K-isomorphisme de V(f) dans V(I) et (f,~*) est une p-résolution de
7.

Preuve : Par construction, le polyndome g(¢,T) est premier avec f(¢,7) (on
peut en effet remarquer que g(¢,T') est la dérivée de la partie sans facteurs carrés
de f(t,T)). 1l existe donc des polynémes u(T) et v(1") tels que

u(T)g(t,T) +o(T)f(t,T) =1 = u(t)g(t,t) + v() (2, 1)

D’apres le lemme 4.1, f(¢,T) est le polynéme caractéristique de m;. En ap-
pliquant le théoreme de Cayley on peut voir que f(t,t) € Z. g(t,t) est donc
inversible modulo Z d’inverse u(t).
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En posant, pour tout 2 = 1,...,n w;(t,T) = u(7T)g:(¢t,T), on définit deux mor-
phismes de K-algebres :

¢: K[Xi,...,X,] — K[T]

X,' — ui(t,T),izl...n
v K[T) — K[X1,..., X,

T —

et on note J I'idéal de K[T] engendré par f(t,T).
Pour tout o € V(Z), ¢*(¢*)(a) = ¢*(t(a)) = (ui(t, t(a)), ..., us(t,t())). Par
construction des polynémes uy,...,un, ¢*(¥p*)(a) = a et donc ¢* o Y*ly(z) =
]dv(;r).
De la méme facon, pour tout 3 € V(7J), il existe a € V(T) tel que B = t(a).
Ainsi,

P (@7)(B) = Hua, H(@)s . .. un(t, ta))) = ta) = B,
et donc ¥* o ¢*|y 7y = Idy (7).
Comme ¢~ est un K-isomorphisme de V(f) dans V(Z), coincidant avec v* sur
V(Z), lapplication v* est donc un K-isomorphisme de V(f) dans V(Z).
Enfin, d’apres la proposition 4.4,

Va e, (v) (o) =t(a)

et
ple) = pt(a)) = p((v) " (e))
(J,~*) est par conséquent une p-résolution de 7.
0

Definition 4.4 En reprenant les notations de la proposition 4.4 et, d’aprés ce qui
précéde, nous dirons que (f,~*) est la p-résolution induite par la représentation
univariée rationelle de T associée a t, ou v* est la fonction rationnelle

v ¢ — C"
a +— 1/g(t,t(a)) - (g1(t, 1)), ..., ga(t, t()))

Nous avons indroduit un procédé (représentation univariée rationelle ) de
construction pour définir une p-résolution. Montrons maintenant que toute u-
résolution peut s’exprimer par la donnée d’une représentation univariée rationelle

Proposition 4.6 Soit ((g(T)), ¢*) une u-résolution d’un idéal zéro dimensionnel
T C K[Xy,...,X,]. Le polynéme g(T) est alors le polynéme caractéristique d’un
élément t € K[Xy,...,X,] séparant V(Z). Si de plus (J',7*) est la p-résolution
induite par la représentation univariée rationelle de T associée a t, J' = (g(T))
et v* coincide avec ¢* sur V(g).

17



Preuve : Notons ¢ : K[X),...,X,] — K[T] un morphisme de K-algebres
vérifiant les hypotheses de la définition 4.2.
D’apres la proposition 4.3 ¢ se factorise en un isomorphisme ¢req de A,eq =

K[X1,...,X,]/VT dans B,.q = K[T]//(g(T)), il existe alors t € K[X1, ..., X,]
tel que ¢,eq(t) = T. En particulier, ¢(¢) = T + ¢(T) qvec ¢(T') € 1/{g(T))-

Notons P, (resp. Pr) le polynéme caractéristique de m; (resp. mr) dans
A=K[Xy,...,X,]/T (resp. B = K[T]/{(g9(T))). Comme dirng(A) = dimg(B),
P, et Pr ont mémes degrés. Les sommes de Newton élémentaires de P, s’écrivent,
d’apres le théoreme de Stickelberger :

N(P)= ¥ pla)i(a).
aeV(I)

De méme,

Ni(Pry= X u(@BB)= ¥ wB)(e(t)B))

BEV(g) BEV(g)

D’apres la proposition 4.2, nous avons alors N;(P;) = N;(Pr) pour touts =1...D

ot D= Y pwula)= ¥ u(B) cequi montre en particulier que P; et Pr ont
o€V (T) BeV(g)
mémes fonctions symétriques élémentaires et par conséquent mémes coefficients.

Le polynome Pr étant le polyndéme caractéristique de mp, Pr(T) € (g(T)) et
donc g(T') divise Pr(T). Comme de plus g(T') et Pr sont de mémes degrés, il
sont égaux (& multiplication par un scalaire pres).

Supposons maintenant que ¢ ne soit pas un élément séparant V(Z). Dans ce cas

, le nombre de racines de P, = 3 (T — t(a))**) est strictement inférieur a
aeV(T)
tV(Z) et par conséquent, le nombre de racines de Pr = 3. (T — BB est,
BEV(g)

strictement inférieur & §V(g) = §V(Z), ce qui est impossible car ¢(T') divise Pr.
En reprenant les notations de I’énoncé, ceci prouve en particulier que, par con-
struction de la représentation univariée rationelle , J' = (g(T)) et, en utilisant
la remarque 4.2, v* coincide avec ¢* sur V(g). a

5 Propriétés de la Représentation Univariée Ra-
tionnelle

Nous avons vu dans la partie précédente que la représentation univariée ra-

tionelle permet de réduire I’étude des systemes zéro-dimensionnels a celle d’un

polynéme en une variable. Nous montrons maintenant que la p-résolution permet
de préserver le caractere réel des racines.
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Proposition 5.1 Soit T C K[Xy,...,X,] un idéal zéro-dimensionnel, (J C
KT}, ¢*) une p-résolution de I et R la cloture réelle de K. Alors, o € V(I)N R"
si et seulement si (¢*)7 () € R.

Preuve : D’aprés la proposition 4.6, nous pouvons supposer que (7, ¢*) est
la p-résolution induite par la représentation univariée rationelle associée a un
polynome ¢t € K[Xi,...,X,] séparant V(Z). Par conséquent, toujours d’apres
la proposition 4.6, (¢*)~! coincide sur V(I) avec le K-morphisme 3* déduit du
morphisme d’algebres :

(3 K[T] — K[X1,...,X,]
T —s 1

Ainsi, Va € V(T), (¢*) Ha) = t(a) € V(T).

Comme t € K[Xy,...,X,],YVae V(I)NR", t(a) € RNV (T).

Inversement, supposons que t(a) € ROV(J), pour o € V(Z) donné. Si o est
un zéro de 7, son expression conjuguée & est également un zéro de 7. Comme
t(a) € R, t(a) = t(a) = t(a). Comme de plus t sépare T, & = « et donc o € R™.
a

Ce résultat est d’une grande importance puisqu’il permet 1'utilisation des nom-
breux outils réservés a ’étude des polynoémes en une variable pour compter, isoler
ou encore coder a la Thom les racines réelles d’un systeme zéro-dimensionnel,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

Par les algorithmes existants et en particulier les bases de Groebner, le calcul
du radical d’un idéal n’est pas une opération facile en pratique. Nous montrons,
dans la fin de cette partie, que le calcul d’une p-résolution du radical \/EI) d’un
idéal zéro-dimensionnel n’est pas plus difficile que celui d’'une p-résolution de Z,
puis nous établissons le lien, dans le cas particulier d’idéaux radicaux en position
générique, entre la représentation univariée rationelle et une base de Groebner
pour l'ordre lexicographique.

Definition 5.1 Un ideal T C K[Xj,...,X,] est en position générique si X; est
un polynome séparant V(I).

Proposition 5.2 Soit T C K[Xy,...,X,] un idéal en position générique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

e (1) T est radical.
o (2) Pour toute p-résolution (h(T'),¢*) de I, h est sans facteurs carrés.

En particulier, si T est radical et si (h(T'), ¢*) est une p-résolution de T, K[X1,...,X,]/T
est isomorphe a K[T]/h.
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Preuve : Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que X; est un polynome
séparant V(ZI). En effet , d’aprés le lemme 3.1, il existe un changement linéaire
de variables tel que Z soit en position générique.

(1) = (2) : Soit (A(T),#*) une p-résolution de Z. Si T est radical, d’apres la
proposition 4.3, K[Xi,...,X,]/ZT est isomorphe & K[T|/\/(h(T)). Comme de
plus

dimi (K[ X1y, XJ/T) = Y pla)= 3 p(B) = dimic(K[T)/{h(T))

aeV(T) BEV(h)

alors y/(h(T)) = (R(T)) et h(T) est donc sans facteurs carrés.

(2) = (1) : Soit (f(T),¢*) la p-résolution induite par la représentation univar-
iée rationelle associée 4 X;. Rappelons qe dans ce cas, f(T) est le polynome
caractéristique de Papplication my, et en particulier si d est le degré de f,
d = dimg(K[X1,...,X,]/T). Comme f est supposé étre sans facteurs carrés, f
est également le polynéme minimal de my,, ce qui montre que {1, Xy, ..., xa-1
est une une base de K[X1,...,X,]/Z. D’apres le théoreme de Cayley, f(X1) € Z,
donc, le morphisme de K-algébres de K[Xy,...,X,]/Z dans K[T']/f quit a X,
associe T' est un isomorphisme. L’ideal Z est donc radical.

La derniére assertion de la proposition est une application directe de la proposition
4.3. O

Ceci nous donne alors un moyen simple de trouver une p-résolution du radical
d’un idéal zéro-dimensionnel donné :

Corollaire 5.1 Soit T un idéal zéro-dimensionnel. Si (f, ¢*) une p-résolution

de I, alors (f/gcd(f, f'), ¢*) est une u-résolution de V7.

Preuve : D’apres la proposition 4.6, il existe un polynéme ¢ séparant V(Z) tel
que (f, #*) soit la p-résolution induite par la représentation univariée rationelle
de T associée a {. En remarquant que ¢ sépare également V (v/Z), si (g, ") est la
p-résolution induite par la représentation univariée rationelle de VT associée i t,
g est sans facteurs carrés d’apres la proposition précédente et ¢ a mémes racines
que f (les t(a) , @ € V(I)) par construction de la représentation univarice
rationelle . Par conséquent g est égal (& multiplication par un scalaire pres) a la
partie sans facteurs carrés de f. O

Remarquons en particulier que le calcul d’une représentation univariée rationelle
du radical d’un idéal zéro-dimensionnel 7 est immédiat si une représentation
univariée rationelle de I est connue (le calcul de f/gcd(f, f') est en effet nécessaire
pour calculer la représentation univariée rationelle de T).

Les bases de Groebner lexicographiques sont souvent considérées comme étant
une résolution des systémes zéro-dimensionnels. Dans le cas général, aucune
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relation simple n’apparait entre la représentation univariée rationelle et les bases

de Groebner lexicographiques. Toutefois, nous allons montrer que dans le cas
particulier d’un idéal radical en position générique, la représentation univariée
rationelle permet de retrouver une base de Groebner lexicographique.

Rappelons deux résultats classiques concernant les bases de Groebner lexicographiques

(voir [BMMT93],[Fau94],|GM8&9)]):

Proposition 5.3 Soit I un idéal zéro dimensionnel en position générique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

e (1) : I est radical.
e (2):3f e K[Xi], Vi=1,...,n3f; € K[X}] tels que :
— [ est sans facteurs carrés.

- Vi=1,...,n, deg(f;) < deg(f)
—I={f(X1),X2— fo,..., Xn — f0}

Preuve :

o (2) = (1) : Comme I = {f, X1 —u1,...,Xn — un}, alors K[Xy,...,X,]/T
est isomorphe & K[X;]|/f et donc si f est radical, I I’est aussi.

o (1) = (2) : Soit f un générateur de I K[X;]. I étant un idéal radical,
I'N K[X1] Pest donc également et f est par conséquent sans facteurs carrés.
Comme [ est en position générique, dimg (K[X1]/f) = dimgx (K[ X1, ..., X,])/1).
Ainsi, si d est le degré de f en X1, 1, X1, ..., X?! est une base de K[ X7, ... s Xn]/T).
Il ne reste plus alors qu’a exprimer les coordonnées de X, ..., X, dans cette
nouvelle base pour conclure.

O

Corollaire 5.2 Soit I un idéal zéro dimensionnel en position générique. Les
conditions suivantes sont €quivalentes :

o (1) : I est radical.

o (2) : Sa base de Groebner réduite pour l'ordre lexicographique est donnée
par

{f(Xl)aXQ — f?(X1)7 ce 7X7L - fn(Xl)}
avec [ sans facteurs carrés et X1 < Xy < ... < X,,.
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Preuve : {f,X; — fi,..., X, — fu} est clairement une base de Groebner pour
Pordre lexicographique avec X; < X, < ... < X,,. Elle est réduite par définition
(deg(f;) < deg(f)) et d’aprés la proposition précédente, c’est un systeme de
générateurs de 1. O

Ftablissons maintenant la relation entre représentation univariée rationelle et
base de Groebner lexicographique :

Corollaire 5.3 Soit Z un idéal zéro-dimensionnel radical en position générique
de base de Groebner lexizographique { f(X1), Xo— fo(X1), ..., Xu—Fu(X1)} (Xi <
. < X,) et dont la représentation univariée rationelle associée a X, s’écrit

(h(X0 X1) s g(X1, X1) s 91(X1, X1)s- -, ga( X, X1)}. Alors
o« f=h
e f'=y
o g(X1) est inversible modulo T et ¥i=2...n fi = g~'g: mod f

Preuve : Par construction, f est le polynéme caractéristique de my, dans
K[X1,...,X,]/I il coincide donc avec le premier polynome de la représentation
univariée rationelle de T associée a X;. Comme f est sans facteurs carrés, nous
avons également ' = g et par conséquent

ffi=g mod I = V7T

car d’une part, Va € V(Z) X;(a) = fi(X1(a)) et d’autre part Va € V(Z) X;(a) =
g:( X1, X1(a))/g9(X1, X1(a)). Par conséquent,g; = (f')~'fi mod I, ou encore
comme g = f’ est inversible modulo f et donc modulo Z (voir preuve du théoreme
4.1), f; = g7 'g; mod I. Comme f,¢,92,---,9n, f2,- .., fn C K[X1] alors

fi=glgimod (T(K[X))),Vi=2...n
{f, fay- .., fa} étant une base de Groebner, il vient alors :

fi=g 'gimod f Ni=2...n

6 Fonctions symétriques étendues et calcul de
représentation univariée rationelle

Pour un idéal zéro-dimensionnel 7 donné, nous supposerons connue, dans cette
section, une table de multiplication MT de K[X1, ..., X,]/Z , c’est a dire ’ensemble
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des produits w;w;, Xyw; € K[X1,...,X,]/T ot B = {wy,...,wp} est une base de
K[Xy,...,X,]/T donnée.

D’apres la proposition 4.4, si nous supposons connu un polynémet € K[X,,..., X,]
séparant V(Z), les polynomes :

f.1T)= ]I (T~ t(y)

yeV(T)

g, T)= > Xi(z) [ (T—ty)

zeV(2) veV (T)yta

permettent de définir entierement la représentation univariée rationelle de T as-
sociée a t.

L’objet de ce qui suit est de fournir un algorithme efficace pour calculer la
famille de polynomes {f(¢,1'),¢:(t,T), i = 1...n} lorqu'un polynéme séparant
est connu.

Une méthode de calcul est donnée par le lemme 4.1. D’un point de vue
pratique, hormis la difficulté de calculer le polynéme caractéristique d’une matrice
a coefficients polynémiaux, un nombre important d’informations inutiles sont
fournies par cette méthode. En effet seuls les termes de degré 1 des polyndémes
det(M;1sx, — T1T) sont réellement utilisés alors qu’ils sont entierement calculés.

L’idée est d’effectuer ce calcul a 1’aide d’outils combinatoires pour utiliser,
autant que possible,les informations contenues dans M7T. Nous étendons les no-
tions classiques de sommes de Newton et de fonctions symétriques élémentaires
aux ensembles de points a plusieurs coordonnées et nous établissons alors une
formule généralisant la relation de Newton.

La considération de fonctions symétriques et de sommes de Newton a plusieurs
coordonnées est déja présente dans [J93] et plus récement dans [Dal95] et [RRS94]
ou des formules tres générales sont proposées. Dans 'esprit de [GVT95], nous
présentons ici des résultats particuliers, adaptés au calcul de la représentation
untvariée rationelle .

6.1 Utilisation de fonctions symétriques étendues

D’apres le théoreme de Stickelberger, pour A € K[X,...X,] fixé, les valeurs
propres de I'application my, , j > 04 € [1,...,n] sont exactement les A(a)’ |, a €
V(I) avec pour multiplicités, les multiplicités respectives p(a) des a € V().
Par conséquent les sommes de Newton associées au polynoéme f(¢,7T) peuvent
étre facilement obtenues si I'on connait les traces : Trace(my) et ainsi, on peut
déduire facilement, par la formule de Newton, les coefficients de f(¢,T) a partir
de ces traces.
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Le but de cette partie, est de montrer que l'on peut étendre ce processus
pour le calcul des autres polynémes intervenant dans la représentation univariée
rationelle de T associée & un polyndome séparant donné.

Nous aurons besoin, dans ce qui suit de la notion de multi-ensemble:

Definition 6.1 Un multi-ensemble Y = (E(Y), py) est la donnée d’un ensemble
fini E(Y) et d’une application py de E(Y) dans IN.

La cardinalité d’un multi-ensemble Y est alors définie par : ¥ = ¥ puy(y).
YEE(Y)
Un multi-ensemble X est inclus dans Y si:

o [L(X)C E(Y)
o Pour tout x € X, px(z) < py(x)

Pour tout entier i, Py(Y) est 'ensemble des multi-ensembles de cardinali contenus
dans Y et Y, est le multi-ensemble défini par (E(Y), py,), avec py,(y) = py(y)—1
et py,(z) = py(z) siz #y.

Enfin, pour toute famille {f, , y € E(Y)} d’éléments de C™ on notera :

Sh= Y wwif e M= I 7Y

yey yeE(Y) yeY yeE(Y)

Definition 6.2 Soient t un polynéme de K[X1,...,X,] et Y un multi-ensemble
de C™. Nous noterons :

e S;(t, V)= X [T t(y) la i® fonction symétrique élémentaire associée
ZCPi(Y) yeZ

au multi-ensemble ({t(3), 8 € E(V)}, pup) : t(B) — py(B))-

o Ni(t,Y) = ¥ t(y)' la i°somme de Newton associée au multi-ensemble
yeY

({t(ﬂ)vﬁ € E(y)}aﬂt(@))'

Pour les besoins de notre algorithme, nous €tendons ces définitions classiques :
Etant donnés des polynémest etv € K[X,..., X, et un multi-ensemble Y € C"
on definit :

o Si(v,t,Y)= % v(y)Sit,))

o Ni(v,t,Y)= ¥ v(y)t(y)
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En développant f(¢,T) et h(v,t,T") (notations du lemme 4.1) nous pouvons re-
marquer qu’il est possible d’exprimer leurs coefficients en fonction des fonctions
symétriques étendues introduites plus haut :

D
Ty =3 (-1)S(t, )T~
i=0
D-1
h(v,t,T) = Z Si(v,t, Y)TP— 1

La formule classique de Newton rehant sommes de Newton et fonctions symétriques
élémentaires s’écrit :
(D —0)Sit, ) = D _(=1)N;(t,Y)Si-i(1, )

=0

avec la convention Sp(¢,)) = 1. En utilisant la définition 6.2, la proposition
suivante en est une généralisation:

Proposition 6.1

Si(”? t, y) = Z(_l)ij(va t, y)Si—j(ta V)
Pour prouver ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme 6.1 Pour 0 <k <1,
S o(ty) Skt V) = Ni(v,1,V)Sii(t, V)~
yeY
= o(y)y) " Sicen (1, 9)

yeY

Preuve du lemme : Pour tout entier k, 0 < k < ¢,

Ne(v, t, Y)Si_i(t, V) = ( b v(y)t(y)’“) (ch-z ) I t(Z))

yeY z€el

= ¥ Y o(y)t(y) [Lert(z)

yeY ICP,_x(V)

= X ( Yo wwt)® T t(z) + X uty) Tl t(Z))

yeY ICP;_p-1(Y) zel, ICP; k1 (Y) z€ly,

= X o@trSiw(t, V) + X v(y)t(y) Sk (t, V)

yeY yeY
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Preuve de la proposition 6.1 : D’apres le lemme 6.1, nous avons :

Si(v7t?y) = 2 U(y)Si(tvyy) = NO(thvy)Si(tay) - X v(y)t(y)si—l(tvyy)

yey yeY

En utilisant le méme argument, il vient alors par induction :

Si(v,t,¥) =3 (1) Nj(v, £, ¥)8i-i(t, V) + (1) 2 v)Hy) St )
1=0 ye
Comme So(t,Y,) = 1 le résultat est prouvé. m

D’apres le théoreme de Stickelberger,
Ni(v,t,Y) = Trace(m,;)

Ni(t,Y) = Trace(my)

ce qui amene alors naturellement la proposition :

Proposition 6.2 Soient S = {fi,..., fs} un systéme zéro-dimensionnel C K[X1,...

D la dimension du K -espace vectoriel K[Xy,...,X,]/(S) et t € [X1,..., X,].
Il est possible de calculer les polynomes (notations du lemme 4.1)

f@,T),h(X1,t,T), ... M( X, t,T)
a partir des traces :
Trace(mx,),1=1...D—1,7=1,...n

Trace(my),1=1...D

en résolvant n systéemes lin€aires triangulaires.
D’apres le lemme 4.1, en divisant les polynomes h(X;,t,T) ainsi que f'(t,T) par
ged(f, f') nous obtenons alors les polynomes

f&, 17y, g, 1), ¢1(t,T),...9.(¢t,T)

de la représentation univariée rationelle de T associée a t.
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6.2 Calcul des sommes de Newton étendues

D’apres la partie précédente, il existe un moyen simple de calculer la représenta-
tion univariée rationelle de T associée a un polynome séparant ¢ donné & partir
des traces : Trace(my:),1=1,...,D —1 et Trace(m,),i=1,...,D.

Pour une base B = {(w;...wp} de A = K[Xy,...,X,]/T donnée, en sup-
posant que nous disposions d’une table contenant tous les produits w_@j, il est
possible de calculer simplement, toutes les traces de la forme Trace(m,s:) , en
utilisant le lemme 3.3 .

Pour tout h € K[Xj,...X,]/Z, notons M}, la matrice de mj, dans la base B.
D’apres le lemme 3.3, en posant Vir = [Trace(w),...,Trace(wp)], pour tout
t=1...Dettout y =1...n on peut écrire :

—

Trace(t') = ' - Vir = (M, - t*1) - Vitr

—

Trace(thi) = )}jti Vir = (MX] ) )-Vitr

Ainsi, connaissant Vir, un algorithme simple s’écrira :

lélgorithme TracesToExtNewtonﬂ

Entrée: Vir, My, Mx,,..., My

n*

e Etape 1: (°=1[1,0,...,0]
e Etape 2: Pour:=0...(D —1),

— Trace(t') = t* - Vtr
— Pour j =1...n, Trace(X;t') = (My, - ') Vir

- ti+1 — Mt_ti
o Etape 3 : Trace(tP) = tPVir

Sortie: Trace(t’) ,i=0...D et Trace(X;t') ,i=0...(D—1),j =

l...n

Cette version naive de l'algorithme entraine un nombre d’opérations arithmé-
tiques en O(n - D?). 1] est toutefois possible de combiner plus astucieusement les
proprietés de linéarité de I'application Trace pour réduire de facon significative
le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour obtenir un méthode en
O(D? 4+ n - D).
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En effet, pour tout 4 =1...(D —1) et tout j =1...n,

—

Trace(t”l) =t -Vtr(ti)

Trace(X;t') = )?; - Vir(th)

ou Vir(t") = [Trace(tw;),...,Trace(t'wp)]. Pour 7 fixé, il est donc possible
de calculer simultanément Trace(t't!) et Trace(X;t') , 7 = 1...n dés lors que
Vir(t') est connu.

D’apres le lemme 3.3,
Trace(tiwk) = t;;; . Vtr(ti_l)
Par conséquent, si (M;)T est la transposée de M;, nous aurons :
Vir(t) = (M)T - Vir(t™)

Ces diverses relations nous donnent alors un algorithme pour obtenir les sommes
de Newton étendues nécessaires au calcul de la représentation univariée rationelle

Algorithme TracesToExtNewton|

Entrée: Vir, My, Mx,,..., Mx

o Etape 1 : Trace(t’) = D, Vir(t®) = Vir

e Etape 2: Pouri=0...(D—1),
— Trace(t'*1) = T Vir(t)
~ Pourj = 1...n, Trace(X;t') = X, - Vtr(t))
— Vir(t") = (My)" - Vir(t")

Sortie: Trace(t),i=0...D et Trace(X;t') ,i=0...(D—1),j =

l...n

6.3 Le probleme de I’élément séparant

Dans cette section, nous proposons un algorithme complet pour le calcul d’une
représentation univariée rationelle d’un idéal zéro-dimensionnel. Nous avons vu
dans une section précédente comment calculer cette représentation a partir d’un
polyndme séparant V(Z) connu, nous proposons ici une méthode générale.
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Il n’apparait pas raisonable d’esperer trouver un polynéme séparant sans au-
cun calcul. Nous avons pu voir que I’ensemble des formes linéaires

U={X|+iXe+...+'X,,i=1,...,D}

contient au moins un polynome séparant V(7).

Une idée simple, mais peu économique, consisterait a calculer tous les polynémes
caractéristiques de tous les éléments de U, pour garder un de ceux dont le
polynéme caractéristique admet un nombre maximum de racines (i.e : dont le
degré de la partie sans facteurs carrés est maximum).

Comme un polynome générique est séparant, notre but est ici de fournir un
test de validité a postériori, venant apres le calcul de la représentation univariée
rationelle associée a un polyndéme quelconque, pour détecter si celui-ci est séparant
ou non.

Soient {f(¢,71),9(t,T),q1(t,T),...,9.(t,T)} les polynémes donnés par la propo-
sition 4.4. Le lemme suivant sera a la base des divers résultats de cette partie :

Lemme 6.2 Un polynomet € K[Xy,...,X,] est séparant pour V(ZI) si et seule-
ment si:

Vi=1...n, w(t) = g(t,)X; — g:1(t,t) € VT.
Preuve :

e = : Supposons que { soit séparant. Nous avons alors,
VB e V(T), Xi(8) = £L1B)
9(t,1(8))
Ainsi, w;(#(8)) = 0 et donc, u;(t) € V7.
e & : Supposons que ¢ ne soit pas séparant et que Vi = 1,...,n u;(t) € VT
Soient alors o et B deux racines distintes de S telles que {(a) = t(f).
Comme o # [, existe un indice 7 tel que X;(a) # X;(8). Toutefois,

u(t) € VT et donc, u;(t(e)) = u;(¢(B)) = 0. Par définition de u; et comme
g(t,t) ne s’annule pas sur V(Z), nous avons :
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Le probleme de vérifiation est maintenant ramené a un test d’appartenance au
radial d’'un idéal. En adaptant la proposition 3.2 a notre probléeme , nous obtenons
alors le corollaire suivant :

Corollaire 6.1 Soient t € K[X,,...,X,] et ¢:(t,T),...,9.(t,T) les polynomes
définissant une représentation univariée rationelle . En posant, pour tout h €
K[X1,...,X.], Vtr(h) = [Trace(mpy,), ... Trace(my,)], d’aprés la proposition
3.2 lélément t est séparant si et seulement si :

Vir(u(t)) =0
pour tout ¢ = 1...n. FEn posant :
o d=degree(f(t))
o g(t0) = S ot et gi(t,0) = L aitl

cette condition peut étre traduite par :

d—1 d—1
Mg Y a;Vir(¥) | = > aiVir(t) =0
71=1 7=1
pour tout 1 =1...n.

Preuve : En utilisant la linéarité de ’appliation T'race, on peut écrire :

Vir(ui(t)) = Vir(g(t)X;) — Vir(g:(1)) . ,
= [Tiqce(g(t)Xlwl), . .,_Z:race(g(t)Xle)] — Yzl aiVir(th)
= [Xiw Vir(g(t)),. .., XiwpVir(g(t))] — Y atVir(tY)

— MEVir(gle)) — Yot @ Vir(e)
= M};i (zj = 1d‘1athr(tj)) — ;-l;} aéVtr(tj)

0

Remarque 6.1 Sil’algorithme TracesToExtNewton a été utilisé pour calculer
la représentation univariée rationelle , tous les vecteurs Vir(t?) sont déja connus
(voir preuve de 'algorithme) ce qui rend ce test performant.

Sig(t,T) est de degré D — 1, f(t,T)/gcd(f(t,T), f'(t,T)) est forcement de degré

mazximum. Dans ce cast est séparant et l'on sait de plus que T est radical.

Ceci nous donne un algorithme pour tester, a postériori, si un polynéme ar-
bitrairement choisi est séparant ou non :

Algorithme TestSep
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Entrée: Une table de multiplication MT de K[X;,...,X,]/Z, la

représentation univariée rationelle associée a un polynéme ¢ :

{f(, t),9(t, t)?Ql(t7 t)y . s gnlt, t)}
(‘avec : g(t,t) = YiTla;t’ et gi(t,t) = Yzl alt!, pour tout ¢ =
1...n), ainsi que les vecteurs Vir(t/) pour j =0,...,D — 1.
o Etape 0: Si g(¢,7T) est de degré D — 1, t est séparant.
o Etape 1 : Calcul de Vitr(g(¢,7T)) = ;»l;% a;Vir(t?).
e FEtape 2: Pour:=1,...,n, calcul de :
- Vir(g(t,T)X:) = M):?inr(g(t, T))
- Vir(gi(t)) = T2 aiVir(t)
= Vir(ui(t)) = Vir(g(t, T)X;) — Vir(gi(2))

Sortie: Vrai si ¢ est séparant (c’est a dire si Vir(u;(t)) = 0, pour
tout 1 =1...n ousi g(t,T) est de degré D — 1), Faux sinon.

Si nous faisons un bilan des différents résultats abordés dans ce chapitre,

nous pouvons exhiber un algorithme complet pour le calcul de la représentation
univariee rationelle d’un systéme zéro-dimensionnel. En supposant que le point
d’entrée est une table de multiplication MT de K[X,...
donnée d’une base B = {wi,...,wp} de K[X,..., X,]/T et de tous les produits

, . — , 3 .
réduits w;w;, nous suggérons algorithme :

Blgorithme RUR’

Entrée: MT

¢ Etape 1: Choix d’une forme linéaire (lemme 3.1) ¢ parmi :
{Xi+iXo+...+"'X,,i=1,...,D}

e Etape 2 : Calcul des Traces (TracesToExtNewton)

e Etape 3 : Déduction des polyndomes (formule de Newton éten-

due)
F&T),ui(t,T), .. ua(t,T)
e Etape 4 : Calcul de :
g(t,t) = f'/ged(f(t,T), ['(¢,T))

et, pout tout e = 1,....n, de:

9:(6, T) = h(Xi,t,T)/ged(f(t,T), f'(t,T))

Q1

 Xn]/Z, c’est a dire la



o Etape 5 : Test de 1’élément séparant (TestSep). Si ¢t n’est pas
séparant, retourner a ’étape 1.

Sortie: Un polynéme ¢ séparant V(Z) et la représentation univariée
rationelle g(t,T),g1(t,T),...,gn(t,T) correspondante.

7 Complexité

L’entrée de l'algorithme représentation univariée rationelle étant une table de
multiplication MT associée a I’idéal zéro-dimensionnel que nous étudions, il est
naturel de ne considérer que les parameétres liés a cette représentation.

Proposition 7.1 SoitT C K[Xy,...,X,] un idéal zéro-dimensionnel et MT une
table de multiplication de K[X;,...,X,]/Z. Notons D la dimension de [’espace
vectoriel K[X1,...,X,]/T dont une base sera notée [wi,...,wp] et supposons
donné un polynéme t séparant I. La représentation univariée rationelle de T
associée a t se déduit de MT en

O(D3 + nDQ)

opérations arithmétiques.
Dans le cas ot aucun vecteur séparant n’est connu a priori, le processus utilisera
alors au mazimum

O(n*d*D?)

opérations arithmétiques ou d est le nombre de racines distinctes du systeme.

Preuve : énumérons une a une les diverses étapes décrites plus haut pour le
calcul de la représentation univariée rationelle de T associé a t :

e Le calcul préalable a I’algorithme TracesToExtNewton consiste a former le
vecteur
[Trace(w),...,Trace(wp)]

Chaque trace Trace(w;) requiert D additions lorsque la table MT est con-
nue. Le nombre d’opérations induites par cette étape est donc O(D?).

e Calcul des sommes de Newton étendues : L’algorithme TracesToExtNew-
ton utilise clairement D multiplications Matrice-Vecteur de dimension D et
D(n + 1) produits scalaires de deux vecteurs de dimension D. Le nombre
d’opérations induites par cette étape est donc O(D?® + nD?).
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e Le calcul des coefficients des différents polynomes { f, h(X1,¢,T),. .., h(X,, ¢, T)}
(voir lemme 4.1) s’effectue en résolvant n + 1 systémes triangulaires. Le
nombre d’opérations induites par cette étape est donc O(nD?) et d’apres
le lemme 4.1 les polynomes de la représentation univariée rationelle se dé-
duisent en O(nD?) opérations arithmétiques.

En ce qui concerne le processus global, il faut inclure :

o Le test a postériori de validité de ’élément séparant est en O(nD?) et ne
modifie en rien la complexité de 1’algorithme.

e Le nombre de polynéomes potentiellement non séparants que nous pouvons
avoir a tester:

(n—1)d(d—1)/2
si d est le nombre de racines complexes distinctes.

|

Dans le cas des systemes & coefficients entiers ou rationnels, nous pouvons
également mesurer les tailles des représentations binaires des entiers apparais-
sant dans le résultat d’une représentation univariée rationnelle. En reprenant les
notations du lemme 4.1, nous nous attachons dans un premier temps & ’étude
du calcul de la famille de polynémes :

R = {f,h(X0,t,T), ..., h(Xn,t,T)}

Proposition 7.2 Soient T C Z[X1,...,X,] un idéal zéro-dimensionnel et MT
une table de multiplication de Q[X,,...,X,]/T. Notons D la dimension de
Pespace vectoriel Q[Xq,...,X,]/Z et Ty la taille maxzimale d’un coefficient ap-
paraissant dans le sous-ensemble de MT :

{Xiwj,izl..n,j:L..D}

(71 > T). La taille mazimale d’un cocfficient apparaissant dans les polynémes

de R est en
O(D(Ty + log(D)))

lorsque l'un des X; sépare V(I), et en
O(D(T: + nlog(nD)))
lorsqu’un polynome t séparant T est choisi dans [’ensemble

{(Xi+iXo+...+" ' X, i=0...(n—1)d(d - 1)/2}.
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Preuve : Les polynémes {f, h(X1,t,T),...,h(X,,t,T)} peuvent étre obtenus
par des calculs de polynémes caractéristiques. Si 7, est la taille maximale des
coefficients apparaissant dans les matrices My, Mx,, ..., Mx,, la taille d'un coef-
ficient apparaissant dans les determinants de la forme Det(Mssx, —T1) est alors
en O(D(T; + log(D))) et par conséquent la taile maximum d’un coefficient appa-
raissant dans R, (c’est a dire dans les expressions (a_agDet(MHSX;))S_O) est en
O(D(T3+1og(D))). Si t est 'un des X;, T, = 7;. Dans le cas contraire, la matrice
M, est une combinaison linéaire des matrices My, de la forme Y-, a;Mx, ou les

a; sont des entiers inférieurs & (nD?)", par conséquent T, = O(Tq + nlog(nD)).
O

Nous avons calculé le nombre d’opérations arithmétiques utilisées lorsque ’algorithme
RUR est appliqué pour calculer la représentation univariée rationelle d’un sys-
teme et nous avons fourni une borne sur la taille des coefficients du résultat.
Nous montrons maintenant le bon comportement de cet algorithme en calculant

la taille des coeflicients intervenant en cours de calcul :

Proposition 7.3 En reprenant les notations de la proposition précédente, la
taille des coefficients apparaissant dans le caleul de R par Ualgorithme RUR est

O(D(Ty + log(D)))
lorsque 'un des X; sépare V(I), et en
O(D(T; + nlog(nD)))
dans le cas général.

Preuve : Reprenons une 3 une les différentes étapes du calcul de R par I’algorithme
RUR pour étudier le comportement des données dans les calculs intermédiaires
dans le cas général :

e Le calcul préalable a ’algorithme TracesToExtNewton consiste a former le
vecteur
Vir = [Trace(wy),...,Trace(wp))

Chaque trace Trace(w;) = 32 (wiw;); requiert D additions de coefficients
dont la taille est O(D7;) (taille des coeficients apparaissant dans la table
de multiplication - voir [R96] ), les coeflicients apparaissant dans Vir sont
par conséquent de taille O(D7; 4 log(D)).

e Calcul des sommes de Newton étendues : La construction des vecteurs
Vir(t') s’effectue itérativement par la formule :

Vir(th) = ML - Vir(t™1)
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avec Vir(t®) = Vir.

D’apres la démonstration de la proposition précédente, la taille d’un coef-
ficient apparaissant dans M, est en O(7; + nlog(nD)) et par conséquent la
taille maximale d’un coefficient apparaissant dans Vir(t*) ;i =1... D esten

O(D(T; +nlog(nD))). Les traces Trace(X;t') et Trace(t'*!) étant calculées
par la formules : Trace(Xt!) = X, - Vir(t) et Trace(t*') = ¢ - Vir(ti),
leur taille est également en O(D(7 + nlog(nD))).

o Les coeflicients des différents polynomes de R sont obtenus en résolvant n-+1
systemes triangulaires par subsitutions successives (par une méthode sans
fractions). Comme la taille des entiers intervenant dans le résultat est en
O(D(Th + nlog(nD))) et que les coefficients apparaissant dans 1’expression
des systemes sont de taille O(D(7; 4+ nlog(nD))), les calculs intermédiaires
feront intervenir des entiers de taille maximale O(D(7; + nlog(nD))).

Le méme raisonnement s’applique dans le cas ot I'un des X; sépare V(7). La
taille maximum d’un coefficient apparaissant dans M, étant dans ce cas en O(7; +
log(D)), les calculs intermédiaires feront alors intervenir des entiers de taille max-

imale O(D(7; + log(D))). ]

Lorsque toutes les racines du systéme sont simples, R coincide avec une représen-
tation univariée rationelle de I, mais dans le cas contraire, rappelons que la
représentation univariée rationelle est obtenue en divisant les polynémes f', h(Xy,t,T),..., (X,
par ged(f, f'). Une analyse rapide de la complexité nous donne une taille maxi-
male de coefficients en O(D?*(7; + nlog(nD))) dans le cas général.

Notons que dans ce cas, le calcul de pged (ged(f, f')), les n divisions néces-
saires pour le calcul des polynomes de la représentation univariée rationnelle ainsi
que le test (TestSep) sont effectués en utilisant des entiers de taille O(D?*(T; +
nlog(nD))). Ces O(nD?) opérations ne peuvent par conséquent, plus &tre négligés
par rapport au reste (O(D® + nD?) opérations arithmétiques sur des entiers de
taille O(D(7; + nlog(nD)))).

En pratique toutefois, les coefficients d’un pged sont en général plus petit que
ceux des polyndmes considérés et cette analyse ne correspond donc pas avec les
résultats observées, les coefficients des polynémes de la représentation univariée
rationelle étant en général plus petits que ceux des polynémes de R.

8 Cas des systemes a coefficients entiers

Nous revenons dans cette partie sur certaines étapes de I’algorithme RUR dans le
cas de systemes a coefficients entiers, et en particulier sur le probléeme de ’élément
séparant. L’idéal de ZZ[X1, ... X,] considéré sera noté Z, D sera la dimension de
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Z[X1,...,X,.]/T et le nombre de racines distinctes du systéeme (dans €C") sera
noté d = ¢V (7).

La pratique montre que, pour obtenir des expressions finales plus simples, nous
devons considérer en priorité les polynomes de la forme X; ,2 = 1...n comme
séparant potentiellement V(7). Il est toutefois fréquent qu’un polynéme séparant
V(Z) ne soit pas de la forme X; ;¢ = 1...n. Dans ce cas, 'algorithme RUR
sera exécuté (au moins n + 1 fois) dans sa totalité en prenant ¢ dans la famille
{X1,.., X, X1+ Xo+. . +"1X, ;i = 1...(n—1)d(d—1)/2} jusqu’a 'obtention
d’une représentation univariée de 7.

Compte tenu du coit, en pratique, de ’algorithme RUR, nous proposons ici une
prédiction, par un calcul modulaire (donc rapide), d’un polynéme séparant et une
autre méthode pour vérifier a posteriori si celui-ci sépare effectivement V(7).
Comme pour tout algorithme utilisant une technique modulaire, il nous faut, dans
un premier temps définir une notion d’entier premier de bonne réduction, en nous
limitant toutefois au cas ou I'idéal 7 est représenté par une base de Groebner pour
un ordre arbitraire (que nous noterons >) sur les monémes.

8.1 Entiers de bonne réduction pour la représentation uni-
variée rationelle

Si on applique l'algorithme de Buchberger classique pour calculer la base de
Groebner d’un idéal de ZZ[ X, ..., X,] (pour un ordre fixé >) , nous obtenons une
famille de polynomes de G C Q[Xj, ..., X,]. Toutefois, nous pouvons remarquer
que pour tout @ € Z , a # 0, si G est une base de Groebner de Z, I’ensemble
{ag , g € G} est encore une base de Groebner de 7 pour >. En choisissant
cet entier de facon correcte, nous pouvons donc supposer que pour l'ordre >,
G CA[Xy,..., X,

Malgré ce changement, pour tout h € Z[Xj,..., X,], le résultat de la réduc-
tion de A modulo G est encore un élément de Q[X1,..., X,], mais comme dans le

cas des polynomes en une variable , on peut facilement remarquer que le reste de
la division de lc(g)t®es)—4es(0)+1h par g est lui un polynome de Z[X7, ..., Xx],
ce qui nous conduit a énoncer le lemme :

Lemme 8.1 Pour tout polynome h € Z[ Xy, ..., X,], il existe des entiers positifs
ng, g €G tels que ;

NFE((I] le(9)™) - h,G) € Z[ Xy, ..., X,]

g€y

et des polynomes g, , g € G, qo € Z[X1,..., X,] tels que

(IT te(g)) - = NF((I] le(g)™) - b, G) + 3¢5~ 9

g€G g€g Y



Notation 8.1 Pour tout p € 7ZL premier, nous noterons Z, le localisé de % en
p, c’est a dire le sous anneau de Q) :

Uy ={alb, a € ,bec 7 |pnedivise pas b},

GF(p) le corps fini d’ordre p,2L/pZ et GF(p) sa cléture algébrique.
bp ¢ Up[X,..., X3] — GF(p)[Xi,...,X,] sera alors le morphisme canonique
tel que Va/be€ %, , ¢p(a/b) = (a mod p)(b mod p)~*.

Definition 8.1 Nous dirons qu’un entier premier p est G-compatible (pour ordre
>), si p ne divise aucun des le(g) , g €G.

Proposition 8.1 Soit G une base de Groebner réduite d’un idéal 2éro-dimensionnel
T CZ[Xy,...,Xy,] pour un ordre >. Sip est un entier premier G-compatible pour
>, alors ¢,(G) est une base de Groebner de ($,(G)) (pour >) et d(NF(f,G)) =
NF(6,(f), ¢p(G))

Pour établir cette proposition, nous aurons besoin d’un résultat intermédiaire :

Lemme 8.2 Soit G € Z[Xy,...,X,] une base de Groebner réduite d’un idéal
z€ro-dimensionnel I pour > et p un entier premier G-compatible pour >. Pour

tout f € Zy[X1,...,X,] Ueapression suivante est unique :
f - Z 999 + Tf
9g€eG

avec Ty tel que aucun de ses monomes ne soit divisible par 'un des Im(g), g €g,
et de plus :

e (1)¥g9€G, q € Ly X1,...,X,]
o (2)r; € Up[Xy,..., X,]

o (3) Pour tout f € Z,[Xy,...,X,] , on peut ordonner les polynémes de G
de telle sorte que :

¢P(NF(fa g)) = *NF(¢P(f)a ¢p(g))

Preuve : Supposons dans un premier temps que f soit un polynéme de ZXy,... X,].
Comme G est une base de Groebner réduite de 7, I’expression

f=> q9+r;

9€G
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est unique. En reprenant les notations du lemme 8.1, il existe des entiers positifs
ng, g € G tels que ;

FUT] leg)™) - h,G) € Z[Xy, ..., Xa]

9€g

et des polynomes ¢, , g € G, ¢, € Z[ X4, ...,X,] tels que
ch -h=NF( ch - h,G) +qu

g€y 9€g g€g

Comme p est G-compatible, NF(f,G) € Zp,[X1,...,X,]. Si f est maintenant un
polynéme de Z,[X1, ... X,], on peut trouver un entier a non divisible par p et
un polynéme f' € Z[Xy,...X,] tels que f = af’ la Q-linéarité de I'application
NF(.,G) nous permet alors de montrer les points (1) et (2).

Nous supposons que p est G-compatible et que les polynomes de G sont unitaires
dans Z,[X1,...,Xn] (Vg € G, ¢,(g) est donc bien défini). L’algorithme de
réduction de f modulo g € G fait apparaitre une suite de polynémes : fy =
f fi = fioi = le(fici)tig si fic1 # 0 et si Im(f;—1) est divisible par Im(g) et
fi = fi_1 sinon, ou t; est un mondéme unitaire de Z[X;,...,X,]. Si f est un
élément de Z,[ X1, ..., X,] la suite (f;) est donc dans Z,[ Xy, ..., X,].

Plus généralement, 'algorithme de réduction modulo la famille ordonnée ¢ fait
apparaitre une suite de polynémes de 7Z,[ Xy, ..., X,] :

fo= 1, fi= fisr = le(fic1)tign,

ou les gi, sont des éléments de G. Le systeme de générateurs G étant une base de
Groebner, nous pouvons supposer G = {g1,...,¢.} ordonnée de telle sorte que
1> 9 = ki > k.

Soit e I'indice du dernier polynome ainsi défini. Nous avons alors NF(f,G) = fe.
De la méme fagon on définit la suite (fl-(p)) par :

fo=6p(f), f7 = F2) — le(fE)tidn(an,),

et on note s I'indice le plus élevé dans la suite (fz-(p)) tel que fl-(p) = ¢,(fi).
Comme G est une base de Groebner réduite, aucun des Im(g) , g € G ne divise
I'un des monoémes de f.. Comme p est G-compatible, aucun des Im(é,(g)) , g € G
ne divise I’'un des mondémes de gbp(fe), par conséquent s < e.

Si ¢p(lC( 2) # 0, alors [ = [0 —1e(fP)dy(gr.) = $p(fs) = dple(f)) bplgr.) et

donc fs+1 &p(fs+1) par conséquent, ¢,(lc(fs)) = 0. Dans ce cas, fs = fi + pf,
avec ¢,(le(f1)) # 0 et ¢,(NF(f,G)) = ¢,(NF(f.,G)) ce qui montre que s = e et
donc que ¢,(NF(f,G)) = NF(4,(f), 4,(G))- O
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Ce résultat montre en particulier que si f € Z alors ¢,(f) € ($,(G)). En fait
nous pouvons alors montrer la proposition 8.1:

Preuve de la proposition 8.1: Soient g et ¢’ deux polynémes de G et S(g, ¢')
le S-polynéme qui leur est associé. Comme ¢,(5(g,9")) = S(¢,(9), 6,(¢")), et
comme ¢ est une base de Groebner pour >, NF(S(¢,(9), ¢,(¢"),G) = 0 et $,(G)
est donc une base de Groebner de (¢,(G)) pour >. Enfin si G est une base de
Groebner réduite, ¢,(G) est a fortiori réduite si p est G-compatible. O

Rappelons qu’une représentation univariée rationelle peut étre calculée a ’aide de
polynémes caractéristiques d’endomorphismes de multiplication par un polynéme.
Il convient alors de regarder le comportement de ces quantités lors d’une projec-

tion dans GF(p)[Xy,..., X,].

Proposition 8.2 Soient T un idéal zéro-dimensionnel de Z[X,,...,X,], G une
base de Groebner réduite de T (pour un ordre >), et p > D un entier premier
G-compatible pour >. Notons (¢,(G)) lidéal engendré par 6,(G) et, pour tout t €
Z[X1,...,X.], P (resp. Py (1)) le polynéme caractéristique de my (suppos€ uni-

Zl;re) (resp. mg,)) dans Q[Xy,..., X,]/T (resp. GF(p)[Xi,...,Xn]/(6,(G))).

o dimarq) (GF(p)[X1,.... Xal/(6,(0))) = dimg(QLXi, .., X,]/T)

o Pour tout t € Z[Xy,...,X,], le polynome P, est a coefficients dans X, et
Op(Lr) = Py, 0)-

Preuve : Rappelons qu’une base de mondémes de Q[X1,...,X,]/T peut étre
définie par I'ensemble des monémes unitaires B = {wy,...,wp} € M[Xq,... .
ne divisant aucun des {lc(g) , ¢ € G}. Comme p est un entier premier G-
compatible, ¢,(G) est donc une base de Groebner réduite de (¢,(G)) et par con-
séquent B est également une base de GF(p)[Xy, ..., X,]/(¢,(G)). En particulier,
si NF(f,G) = ¥izq..p aiwi (a; € Z, pour tout ¢ = 1,..., D), alors

op(NE(f,G)) = Z Pplai)w; = NE($p(f), 65(9))-

1=1...D

Pour tout ¢t € Z[X;, ..., X,], soit M, (resp. My, 1)) la matrice de my (resp. mg, ()
dans Q[Xy,..., X,,]/T (resp. GF(p)[X1,...,X.]/{¢,(G))). Dans ce cas,

$p(NF(twi, G)) = NF(8,(t)wi, ¢,(G))

pour tout ¢ = 1,... D. La matrice M; prend ses valeurs dans Z,, P; est donc &
coeflicients dans Z, et ¢,(M;) = My, (¢ Par linéarité de ¢, on obtient également
¢p(Trace(Myi)) = Trace(My,)) pour tout 7 = 0...D, ce qui montre que les
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sommes de Newton de P, ont pour images les sommes de Newton de Py (). Par
la formule de Newton, les coefficients de P; peuvent s’obtenir a partir des sommes
de Newton de P, en résolvant un systeme triangulaire tel que le déterminant (D!)
de la matrice associée est non nul modulo p (car P > D). Les coefficients de
P, (1) s’obtiendront par conséquent en résolvant Iimage par ¢, de ce systeme, et

donc ¢p(FP;) = Py, 1) a

Corollaire 8.1 Si p > D est un entier premier G-compatible, alors pour tout
t e Z[Xl,...,Xn] N
ng(Pt,Pl) € Z [Xl, S ,Xn],
deg(ged( Py, PY)) < deg(ged(Ps o, Py )

et par conséquent,

deg(P:/ged(Pr, P))) = deg(Py, 1)/ 9ed( Py, 1> Pyp1)))
En particulier, ceci montre que $V(I) > §V({(¢,(G))).

Preuve: Comme P, € Z,[X;,...,X,] (supposé unitaire), il existe un entier a tel
que ¢,(a) £ 0et aP, € Z[ Xy, ..., X,] et tel que a P, soit de contenu égal a 1. Dans
ce cas ged( Py, P)) = 1/a(gcd(aPt,(aPt) ), ce qui montre que @ = gcd(P;, P)) €
Z, (X1, ..., Xn).
Comme Q € Z,[X1,...,X,] divise P, et P/, ¢,(Q) divise Py, ;) et P, est donc
un diviseur de ged( Py, 1), Py (1))

Rappelons que si t (resp. ,(t)) sépare V(I) (resp. V({¢,(G)))) alors le
degré de la partie sans facteurs carrés de P, (rep. Py,()) est maximal, donc

V(I) 2 £V ((6e(9)))-

O

Ceci nous donne alors un résultat important pour la recherche d’éléments sé-
parants :

Proposition 8.3 Soit p un entier premier G-compatible. Si §V(I) = §V (¢,(G))
et sit, € GF(p)[Xy,...,X.] sépare V(¢,(G)) alors tout t € Z[Xy,...,X,] tel
que ¢p(t) =t, sépare V(I).

Preuve : Comme t, sépare V(¢,(9)), P, /gcd(Pr,, P/) est de degré maximal
égal & 1V (4,(G)). Pour t € Z[ X4, ..., X,],

deg(Pe/ged(P:, P)) < $V(I).
Or, d’apres la proposition 8.1,
deg(Pt/QCd(PhP)) 2 deg(Ptp/ng(Ptp7 ))
Comme §V(Z) = §V($,(G)), deg(P;/gcd(P;, P))) = $V(I) et t sépare V(I). O
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Des lors qu’il est possible de trouver un entier premier p tel que ’égalité de
la proposition précédente soit vérifiée, nous avons alors une technique modulaire
pour déterminer un élément séparant V(Z). Attachons nous maintenant & la
caractérisation des entiers p premiers pour lesquels cette égalité n’est pas vérifiée.
En particulier, la proposition 8.3 fournira un algorithme complet si ce nombre
d’entiers est fini.

Definition 8.2 Soit T C Z[X,,...,X,] un idéal zéro-dimensionnel, et G une
base de Groebner de I. Un entier premier sera de bonne réduction pour le calcul
d’une représentation univariée rationelle de I si il est G-compatible et si {V (I) =

8V (6(9).

Rappelons que I'algorithme de Hermite permet, dans le cas d’un systéme
a coefficients dans un corps de caractéristique nulle, de calculer le nombre de
racines, nous donnant par conséquent le degré de la partie sans facteurs carrés
du polynéme caractéristique d’un élément séparant. Dans le cas des systemes &
coeflicients entiers, nous avions renoncé & utiliser en pratique cette stratégie &
cause du coit des calculs engendrés. Toutefois le nombre d’opérations arithmé-
tiques de 'algorithme de Hermite n’excéde pas celui de ’algorithme RUR | ce
qui montre que ces calculs sont coliteux a cause d’une forte croissance de la taille
des entiers apparaissant en cours d’algorithme. Ce probléme ne se posant pas en
calcul modulaire, nous pouvons penser a utiliser une telle stratégie.

Nous n’allons pas reprendre ici la démonstration complete du théoréme de
Hermite, nous nous contentons de présenter les conditions sur p pour qu'il puisse
s’appliquer avec des systémes zéro-dimensionnels a coefficients dans GF(p). Les
deux principaux théorémes utilisés dans la démonstration pour des coefficients
dans un corps de caractéristique zéro sont le théoreme des zéros de Hilbert et
celui de Stickelberger. Le théoréme des zéros de Hilbert restant valide en car-
acteristique quelconque , il nous suffit de remarquer que celui de Stickelberger
s’applique avec des coefficients dans G'F'(p) pour tout premier p > $V(Z) pour
énoncer la proposition suivante :

Proposition 8.4 Soient, un idéal zéro-dimensionnel I, = (f1,. .., f,) de GF(p)[X1,...,X,]
et un polynome h € Z[Xy,..., X,]. Notons V(I,) C GF(p)" Uensemble des zéros
de I,.
P(Qupn) = e € V(Lp)l¢p(h)(a) # 0}
ott p(Qe,(n)) désigne le rang de Qg ().

Remarque 8.1 FEn utilisant les mémes arguments que dans les démonstrations
du lemme 8.2 et de la proposition 8.2, on peut montrer que si p est G-compatible,
alors

$p(Qn) = Qg ()

ot Qy, est la forme quadratique de Hermite généralisée associée a 1 dans K[ Xy, . .. cXnl/T.
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De méme, nous pouvons étendre le lemme 3.1 :

Lemme 8.3 Soit X un ensemble de points de GF(p) tel que §& = d. Si
p > (n— 1)@, la famille de formes linéaires U, = {X1 + ¢p(1)Xo + ... +
()X, , 0<i < nﬂdT_l-l} contient au moins un €lément séparant X .

Le résultat suivant ne sera démontré que dans le prochain chapitre (partie
??7) mais il nous sera toutefois nécessaire pour I’étude de la complexité de notre
algorithme :

Proposition 8.5 Soit T C Z[X3,...,X,] un idéal zéro-dimensionnel, et G une
base de Groebner de . Si Ty désigne la taille mazimale d’un entier intervenant
dans ’expression des matrices Mx,, le nombre d’entiers premiers (de taille uni-
taire) de mauvaise réduction pour le calcul d’une représentation univariée ra-

tionelle de T est O(D*Ty).

8.2 L’algorithme

La définition 8.2 nous indique quels sont exactement les entiers premiers de mau-
vaise réduction pour l'algorithme RUR lorsque les polynomes potentiellement
séparants sont choisis dans une famille finie & de polynémes contenant au moins
un élément séparant V(7). La proposition 8.5 montre en particulier que le nombre
d’entiers premiers de mauvaise réduction est fini et que pour tout entier premier
G-compatible de mauvaise réduction, 1V (Z) > $V(4,(G)).

La proposition 8.3 montre que si de plus que si p est de bonne réduction et si il
existe tg € U tel que ¢,(to) sépare V(¢,(G)), alors to sépare V(T).

Enfin, le lemme 8.3 montre que si

d(d—1)

U={X;+iXy+...+"'X,,0<i<n 5

}7

®p(U) contient un tel élément #,.

Bien entendu, nous ne pouvons pas trouver d’entier premier de bonne réduction
a priori (leur caratérisation se faisant en fonction du résultat). Toutefois, nous
disposons d’un test efficace (a posteriori) permettant de vérifier si un polynéme
t choisi arbitrairement sépare V(I) ou pas.

Le principe de base de 'algorithme que nous proposons est de supposer que
le nombre d’entiers premiers de mauvaise réduction est tres faible (ce qui est
d’ailleurs vérifié en pratique).

L’idée est de fixer un entier premier p G-compatible (test facile a réaliser et peu
cotiteux), de trouver un élément séparant V(¢,(G)) de la forme ¢,(t), t € U (le
degré de la partie sans facteurs carrés de Py, (s , ¢ € U doit étre égal au cardinal de
V(¢,(G)) lui-éme étant égal au rang de ¢,(Q1)), puis de calculer la représentation
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univariée rationelle en supposant que p est séparant par les fonctione symétriques
étendues. En utilisant alors le test présenté précédement, nous pouvons vérifier
simplement et efficac sommes assurés que p est un entier premier de mauvaise
réduction, que §V(Z) > §V(¢,(G)) et que ¢ ne sépare pas V(Z). Dans ce cas
nous changeons d’entier premier en prenant soin de choisir un entier p’ tel que
1V (6x(G)) > £V (4,(G)) et nous réitérons le procédé en prenant soin de retirer ¢
de U. Nous sommes sir que ’algorithme s’arréte puisque nous avons montré que
le nombre d’entiers premiers de mauvaise réduction est fini.

En langage de description, ceci nous donne I’algorithme :

Algorithme RUR-Int

Entrée : MT
Sortie : Un élément ¢ séparant V() et les polynomes g(¢,T), g1(t, T), ..., gn(t,T)
correspondants.

o Etape 0 : Initialisation : do = 1 (cardinal minimum de V(Z),
car si D = 0 la représentation univariée rationelle est triviale,
sinon nous sommes assurés que §V(Z) > 0),

U= {Xl,. . ,Xn,X1+iX2+. . .+in—1Xn ; 7= 1,. .. ,nD(D—l)/Q}

o Etape 1 : Prédiction modulaire.

— Etape a : Choix d’un entier premier p G-compatible.

— Etape b : Calcul du nombre de racines d, de (¢,(G)) par
Hermite. Si d, < dy, retourner a ’étape 1-a, sinon, dy :=
d, + 1.

— Etape c : Calcul de dp(Mx,),1=1,...,n.

— Etape d : Choix d’un polynéme ¢ (lemme 3.1) parmi les
polynomes de U.

- Etape e : Calcul de Py, s (polynéome caractéristique de
d’une combinaison linéaire de matrices de la forme 3°F | ¢,(a;)d,( Mx,)
par la méthode de Hessenberg). Si deg(Py, () # dp retourner
a I’étape 1-d.

e Etape 4: On prend pour élément séparant ¢ tel que ¢,(t) sépare
V(¢p(1)).
e Etape 5 : Calcul des Traces (Compute-Traces)
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e Etape 6 : Déduction des polynémes (formule de Newton éten-
due)
f@&, ) ha(t,T), ..., ho(t,T)

et de
g(t,t) = f'/ged(f(t,T), f(1,T))

° Etape 7:Pour:=1,...,n, calcul de
gi(ta T) = hi(tv T)/QCd(f(ta T)v f,(ta T))

e Etape 8: Sidegre(g) = D—1, t est forcément séparant. Sinon,
on effectue le test de 1’élément séparant (corollaire 6.1). Si ¢
n’est pas séparant, retirer ¢t de U et retourner a I'étape 1 (Entier
premier de mauvaise réduction).

8.3 Complexité

L’étude de complexité de I’algorithme RUR-Int est un peu plus ardue que celle de
I’algorithme RUR. Pour distinguer le cott des opérations modulaires de celui des
opérations sur les entiers, nous somme conduits & parler d’opérations machine.
Le colit d’une opération de base sur des entiers de taille 7 sera noté M(7T) > 7T,
celui des opérations de base dans GF'(p) sera supposé unitaire et une opération
fasant intervenir un entier de taille 7 et une entier premier p sera supposé pro-
portionnelle a 7.

Rappelons que si 7 désigne la taille des entiers intervenant dans les My, , + =
1,...,n, Palgorithme RUR exige O(D*M(DT) +nD?*M(D?*T)) opérations ma-
chine si un vecteur séparant est connu et O(nD?*(D*M(DT) + nD*M(D*T)))
sinon. Rappelons également que si l'on suppose que les coefficients d’un pged
sont en général plus petits que ceux des polynomes considérés ou si I'idéal étudié
est radical, cette complexité devient O(M (DT )(D?* 4+ nD?)) lorsqu’un élément
séparant est connu et O(nD?*M (DT )(D? + nD?)) sinon.

En pratique, pour obtenir des expressions finales plus simples, nous devons
considérer en priorité les polynomes de la forme X; ,7 = 1...n comme séparant
potentiellement V(Z). Ainsi, mémesi un polynome ¢ générique sépare V(T), il est
toutefois fréquent que celui-ci ne soit pas de la forme X; ,2 = 1...n (I'idéal n’est
pas en position générique). Dans ce cas, l'algorithme RUR sera exécuté (au moins
n+1 fois) dans sa totalité en prenant ¢ dans la famille!d = {X4,..., X, Xi+iXo+
oo+ "IX, i =1...(n—1)d(d—1)/2} jusqu’a 'obtention d’une représentation
univariée de Z. Une bonne estimation de la complexité pratique de ’algorithme
RUR est alors O(nM (DT )(D? 4+ nD?)) opérations machine.
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Proposition 8.6 Sip est un entier premier de bonne réduction pour la représen-
tation univariée rationelle (c’est a dire si il est G-compatible pour > et si pour
t € U, deg(ged(P;, P])) = deg(ged(9p(P,), ¢,(P))))) alors, en effectuant la pré-
diction d’un élément séparant dans GF(p), le coit de l'algorithme RUR-Int est
O((D? + nD*)M(T)) pour ce choiz de p.

Preuve : Supposons qu’un entier premier de bonne réduction soit connu. Si on
ne tient pas compte des manipulations dues au calcul modulaire, la complexité de
Palgorithme est O(D*M(DT) + nD*M(D*T)) opérations machine (complexité
de I'algorithme RUR-Int dans le cas ou un élément séparant est connu).

Nous pouvons dors et déja négliger le cotlit des calculs occasionnés par I’application
de ¢, sur :

o La forme quadratique de Hermite : réduction modulo p de D? entiers de
taille O(DT), car si la taille de p est O(1), le cofit de cette opération est
alors O(D?*T).

e Les matrices ¢,(Myx,): réduction modulo p de nD? entiers de taille O(T).

Vérfier que p est G-compatible nécessite de diviser le terme de téte (de taille
O(T ) de chaque élément de la base de Groebner par p. Le nombre d’éléments de
la base de Groebner étant majoré par n.D le coiit de cette opération est O(nDT ).
La recherche d’un élément séparant V((#,(G))) nécessite le calcul du nombre de
zéros V((#,(G))) par la méthode de Hermite soit un colit de O(D?) opérations
machine. Il faut ensuite calculer au plus nD? polynémes caractéristiques pour
déterminer I’élément séparant, ce qui requiert nD?D? opérations arithmétiques
machine par la méthode de Hessenberg.

En terme d’opérations machine, toutes ces opérations peuvent étre négligées

par rapport & O(D3M(DT ) + nD*M(D?T)). O

En pratique, le nombre d’entiers premiers de mauvaise réeduction est tres faible
lorsque les entiers premiers considérés sont suffisement grands (codables toutefois
sur un mot machine - i.e inférieurs a 232 sur une station 32 bits) et cette complexité
est a 'image des observations. En effet, sur notre panel d’exemples, jamais aucun
entier de mauvaise réduction n’a été détecté. Il est intéressant alors de constater
que le probleme de I’élément séparant n’influe pas sur le comportement global de
I’algorithme.

Dans I’absolu, le nombre d’entiers premiers de mauvaise réduction est en O(D?7),
ainsi les étapes 1-a et 1-b seront répétées O(D?T) alors que les autres le seront
qu plus D fois (le nombre d’éléments de V(G) croit & chaque étape). Ceci nous
donne alors une complexité théorique en O(D*(D*T?* + DM (DT ) +nM(D*T)))

opérations machine.
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9 Comportement pratique

Dans tous les exemples qui suivent, la premiere variable est séparante. Nous
pouvons donc comparer le calcul de la représentation univariée rationelle a celui
d’une base de Groebner lexicographique. Nous nous attardons bien str sur les
temps de calcul mais surtout sur la taille des représentations univariées fournies
qui conditionera l’'utilisation de la sortie des algorithmes.

Le calcul direct d’une base de Groebner lexicographique par l'algorithme de
Buchberger étant en pratique tres coiteux, nous comparerons les temps de calcul
de la représentation univariée rationelle a celui d’un algorithme calculant les
bases de Groebner lexicographiques par changement d’ordre. Le principe est de
calculer un base de Groebner pour un ordre du degré (efficace en pratique - voir
[Fau94]) et d’en déduire une base lexicographique par des techniques d’algebre
linéaire (algorithme FGLM - [FGLM94]).

Pour que cette comparaison soit juste, la méthode utilisée pour le calcul de
la table de multiplication nécessaire & notre algorithme prend en entrée la méme
base de Groebner que ’algorithme FGLM.

Notons au passage que la table de multiplication pourrrait étre calculée par

d’autres méthodes pourvu qu’il soit fourni un moyen de multiplier par une variable
modulo ’idéal étudié (voir [R96] [Car93], [CDS], [BCRS94]).
Attention : Cette premiere série de test a été effectuée sur une staion Sun/sparc
40 Mhz nettement moins puissante que la station DEC/Alpha utilisée dans toutes
les autres mesures et avec des versions de Gb et RealSolving datant de 1994.
Compte tenu des temps de calculs observés, nous n’avons pas tenu a recommencer
les mesures. En particulier, la version de l’algorithme RUR utilisée n’incluait pas
la recherche modulaire d’éléments séparants.

Legende :

o G.B: Calcul de bases de Grobner pour 'ordre degré lexicographique inverse

via Gb2.
e MT : Une table de multiplication de K[X1,..., X,]/Z.
e RUR : Calcul d’une représentation univariée rationelle du systéme.
e Racines :

— R : nombre de racines réelles distinctes.

— C : nombre de racines complexes distinctes.

2Gb est un logiciel implanté par J.C. Faugére dédié au calcul de bases de Groebner (voir

[Fau94])
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FGLM : Algorithme FGLM pour le calcul des bases de Groebner lexi-

cographiques par changement d’ordre (fonction totolez de Gb).

e T.: temps de calcul en secondes
e X : Calcul arrété apres plus de 12 heures.

L. : taille binaire du plus grand entier apparaissant dans le résultat (i.e: le

[ ]
plus petit entier ¢ tel que 2% soit supérieur a la valeur absolue de l’entier

considéré).
G.B. MT RUR | MT+RUR FGLM Racines
Name T. | L. T. L. | T. | L. T. T. L. R C
cassou 28 5 0.8 6 [02] 4 1 1.6 12 4 16
sendra 0.2 | 5 4 16 4 5 8 2379 | 78 6 | 46
katsura 5 1.2 7 9 15 | 10 | 4 19 1065 | 73 18 | 32
katsura 7 || 631 { 10 || 1672 | 15 | 662 | 19 2334 X 44 | 128
discret 3 6 9 930 | 13 | 376 | 26 1306 X 128 | 128
planM21 6 16 15 26 | 23 | 26 38 2846 | 274 0 32
planMV 4 19 3 27 6 | 23 9 92 127 0 16
planN3I 15 18 34 27 | 29 | 32 63 12711 | 431 0 40
spatV2A || 221 | 21 30 72 | 60 | 30 90 3088 | 365 0 16
spatAV2l [ 5035 | 65 || 144 1 101 | 144 | 48 288 48432 | 543 0 24
spat2A2[ || 757 |43 || 186 | 66 | 85 | 32 171 X 0 | 32

On peut remarquer que la taille du résultat a la sortie de la représentation
univariée rationelle est nettement inférieure a celle obtenue a la sortie de FGLM,
le rapport allant de 1 & 10. Si (f,9,91,...,9n) est une représentation univarice
rationelle de T, il est possible de déduire une base lexicographique en multipli-
ant les polynomes g¢; intervenant dans la représentation univariée rationelle par
I'inverse du polynéme g modulo f. L’application de Palgorithme d’Euclide pour
faire ce calcul entraine une croissance des coefficients, cette observation n’est donc
pas surprenante.

Les techniques d’algebre linéaire employées lors du calcul de FGLM sont de
complexités (en nombre d’opérations arithmétiques) sensiblement équivalentes
aux méthodes employées dans le calcul de la représentation univariée rationelle
. Par conséquent, les fortes différences de temps de calcul ne peuvent s’expliquer
que par un meilleur controle de la taille des entiers dans 'algorithme représenta-
tion univariée rationelle .

Remarquons enfin que le calcul des prérequis est, dans bon nombre de cas,
au moins aussl couteux en temps que le calcul de la représentation univariée

rationnelle.
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Nous nous attachons maintenant a étudier de fcon plus détaillée le comportement
de 'algorithme RUR-Int.

Les performances actuelles, sur station station DEC/Alpha , de ’algorithme
RUR-Int sur notre série d’exemples habituelle sont données par la table suiv-
ante :

GR || MT RUR MT+RUR

Ex. | L. T. T L. T.
el || 1 131 | 365 | 9 1,96
2 || 5 || 024 | 043 | 1 0,67
31 3| 073 | 21 |5 2,83
ed || 6 | 268 | 34 |4 6,08
e5 || 10 || 401,52 | 114,93 | 19 || 516,45
e6 || 1 | 231 | 3,15 | 5 5,46
e7 || 2 | 143,79 | 116,75 | 20 || 260,54
e8 || 9 | 22381 | 84,1 |26 307,92
9 || 7 || 652 | 571 |32 12,23
el0 || 51 || 6,28 | 346 |30 9,74
ell || 43 || 26,52 | 16,79 | 38 43,31
el2 || 65 || 26,28 | 27,54 | 53 53,82
el3 || 91 || 180,64 | 460 |40 | 640,64
eld | 101 || 219,69 | 135,2 | 77| 354,89
el5| 5 || 987 | 3.65 | 8 13,52

La figure 1 montre que la répartition des temps de calculs entre la table de
multiplication et le calcul de la représentation unvariée rationnelle est relative-
ment équitable

En ce qui concerne les tailles de coefficients, la figure 2 montre une croissance
des coefhicients est plus forte dans ’expression de la représentation univariée ra-
tionelle lorsque 1’élément séparant est non trivial (exemples el,e6,e8). Enfin,
on peut également remarquer que la taille des coefficients intervenant dans la
représentation univariée rationelle peut étre inférieure a celle des coeflicients in-
tervenant dans la base de Groebner.
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