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Calculo y Estabilidad de Equilibrios de Nash y Aplicaciones
al Modelamiento del Mercado de Energia Eléctrica

Los mercados de energia eléctrica de muchas partes del mundo se encuentran
en diversas etapas de una transicién desde una estructura centralizada a
una competitiva. Tanto el legislador como el ejecutivo necesitan contar con
modelos de prediccién de las consecuencias de la implementacién de cierta
estructura competitiva de mercado.

Un primer resultado de este trabajo es un par de modelos con diversos
grados de competencia. El primer modelo considera multiples empresas que
maximizan utilidades tomando decisiones de inversién, para luego aceptar
una operacién centralizada con un criterio de minimizacion de costos agre-
gados. Se postula como solucién el equilibrio de Nash de este juego y luego
se prueba la existencia de tal equilibrio. A continuacién se estudia la sen-
sibilidad de la solucién con respecto a los datos. Informalmente, se prueba
que si el error en los datos del problema tiende a cero, entonces el error en la
solucién tiende a cero. Finalmente, se propone una estrategia de célculo. El
segundo modelo considera multiples empresas que ponen precio a la energia
que ofrecen, y un agente central que, conociendo esos precios, decide cuanta
energia debe inyectar cada empresa a la red para satisfacer la demanda, a
costo minimo. Luego se muestran algunas propiedades que apuntan hacia la
existencia de un equilibrio de Nash de este segundo juego.

Si se tiene en cuenta que muchos modelos de mercados competitivos se
apoyan en el concepto de equilibrio de Nash, es imprescindible contar con
herramientas de célculo de tales equilibrios. Un segundo resultado de este
trabajo es la descripcién e implementacién de una estrategia de calculo de
equilibrios de Nash de juegos en forma normal. Esta estrategia se basa en
reformular el problema de calcular un equilibrio como un problema de com-
plementaridad mixto y luego resolver este problema mediante un software
preexistente, el solver PATH.
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Introduccion

El presente texto presenta una contribucién al célculo de equilibrios de
Nash de juegos en forma normal y, apoyandose en éstas, describe 2 modelos
del mercado de energia eléctrica con algin grado de competencia, para luego
estudiar algunas de sus propiedades.

Para lograr esto, primeramente se presentan brevemente algunos tépicos
que fundamentan los desarrollos posteriores:

s ¢l problema de complementaridad mixto, un caso particular de una
desigualdad variacional, que sirve como una reformulaciéon del equili-
brio de Nash de ciertos juegos en forma normal y que cuenta con un
solver (PATH) capaz de resolverlo;

= con respecto a la teoria de juegos, el teorema de Nash y los resultados
de sensibilidad de Harsanyi para juegos finitos y de Jofré y Wets para
juegos no necesariamente finitos;

s la forma que adoptan ciertos problemas de programacién estocastica
multietapa;

= el mercado de energia eléctrica, los origenes de la dificultad de su
estudio y algunas de las estructuras de mercado existentes.

En segundo lugar, se describe uno de los resultados de este trabajo:
la implementacion de una estrategia de calculo de equilibrios de Nash de
juegos en forma normal. Esta descripcion esta precedida de un repaso de
las estrategias mas conocidas de calculo de equilibrios de Nash: el método
de Lemke y Howson, el método de calculo de puntos fijos de Scarf, métodos
algebraicos y otros.

En tercer lugar, se presenta otro de los resultados de este trabajo: 2 mo-
delos del mercado de energia eléctrica con diversos grados de competencia.
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El primer modelo considera inversion multiagente y operacién centralizadaﬂ
luego se estudia la existencia y sensibilidad de la solucién de este modelo.
El segundo modelo considera la operacion multiagente y presenta un acer-
camiento a la existencia. La descripcion de los modelos es precedida por la
presentacién de algunos modelos que influyeron en este trabajo: el modelo
competitivo de Pereira, Barroso y Kelman, el modelo de operacién centra-
lizada de Nancy Silva y el modelo de inversién y operacién centralizada de
Jofré y Ortega. Para algunas de las demostraciones de este capitulo, el li-
bro “Variational Analysis” de R. T. Rockafellar y R. J-B. Wets ([RW9S])
es una referencia basica; algunos resultados de este libro se reproducen sin
demostracion.

Motivaciéon del Modelamiento de Mercados de Energia Eléctrica
Competitivos

Contar con modelos que permitan predecir, en alguna medida, el resul-
tado de la implementacion de estructuras de mercado competitivas en el
contexto del mercado de energia eléctrica, es fundamental, tanto desde el
punto de vista del legislador como del ejecutivo: recientemente, en diver-
sos lugares del mundo, la implementacién de mercados de energia eléctrica
competitivos sin contar con estudios suficientes del impacto de esta medi-
da, condujo a situaciones socialmente indeseables: crisis de abastecimiento,
alzas inaceptables en los precios de la energia, etc.

Motivacion del Analisis de Sensibilidad

Desde el punto de vista del modelador, la sensibilidad de la solucién con
respecto a sus datos es un problema fundamental: se sabe que los datos con
los que se alimenta el modelo son sélo una aproximacion de los valores que
toman esos parametros en la realidad; se tendra que la solucién entregada
por el modelo esta cerca de la solucién asociada a los parametros reales, que
no puedo conocer? Una propiedad como ésta, de sensibilidad o estabilidad,
no es evidentemente cierta (o falsa) en casi ningiin modelo, por el contrario,
requiere un estudio del modelo y, en todo caso, es un requisito bésico de un
buen modelo.

'La operacién centralizada estd basada en el modelo de Nancy Silva([Sil99])

X



Motivacion del Calculo de Equilibrios de Nash

Convencido uno ya de la necesidad de contar con nuevos modelos del
mercado de energia eléctrica competitivos, es evidente la necesidad de con-
tar con herramientas de calculo de equilibrios de Nash: al momento de es-
tudiar mercados competitivos, una herramienta fundamental es el equilibrio
de Nash. Luego, la posibilidad de que un modelo competitivo del mercado
de energia eléctrica que involucra el concepto equilibrio de Nash entregue
una respuesta concreta, descansa en la disponibilidad de herramientas de
calculo de equilibrios de Nash.

Objetivo General

Estudiar el calculo y andlisis de sensibilidad de equilibrios de Nash y
aplicaciones al modelamiento de la inversién y operaciéon de mercados de
energia eléctrica.

Objetivos Especificos

1. Disponer de una herramienta de célculo de equilibrios de Nash de
juegos en forma normal apropiada para utilizarla, en general, en in-
vestigaciones en torno a la teoria de juegos y, en particular, en el
modelamiento de mercados de energia eléctrica competitivos.

2. Contribuir al modelamiento de mercados de energia eléctrica compe-
titivos.

3. Contribuir al anélisis de sensibilidad de equilibrios de Nash de juegos
en forma normal, de modo de contar con afirmaciones acerca de la sen-
sibilidad de las soluciones de modelos de mercados de energia eléctrica
competitivos.

Alcance

Para el cumplimiento de sus objetivos, este trabajo considera un repaso
de las herramientas de calculo y andlisis de sensibilidad de equilibrios de
Nash de juegos en forma normal, propone una estrategia de cédlculo de equi-
librios de Nash en tales juegos, explica la implementacién de tal estrategia,
y describe 2 modelos propuestos para mercados de energia eléctrica con di-
versos grados de competencia. No se aborda la convergencia del método de
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cédlculo de equilibrios propuesto, ni se implementaron computacionalmente
los modelos de mercado propuestos.

Estructura del Trabajo

En el capitulo [1] se presenta una descripcién concisa de algunos topicos
que sustentan los capitulos siguientes, como la teoria de juegos y el mercado
de energia eléctrica. En el capitulo |2 se presentan algunas de las estrategias
mas conocidas para el cdlculo de equilibrios de Nash y a continuacion se
describe la estrategia desarrollada en este trabajo. En el capitulo [3] se des-
criben algunos de los modelos preexistentes que influenciaron esta memoria;
a continuacion se expone otro de los resultados de este trabajo: el estudio
de 2 modelos del mercado de energia eléctrica. Finalmente, en el capitulo
se presenta la conclusion.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta informacion selecta acerca del problema de
complementaridad mixto, la teoria de juegos, la programacion estocéstica
y el mercado de energia eléctrica. De estos temas, se presenta sélo aque-
lla informacién que es ampliamente conocida por los especialistas y que se
requiere para sustentar los capitulos siguientes o es central en torno al te-
ma que se estd exponiendo. Ademas, se introduce la notacién y definiciones
bésicas que se usaran después.

1.1. Problema de Complementaridad Mixto

Su importancia es que el cdlculo de equilibrios de Nash en algunos juegos
en forma normal se puede formular como un problema de complementari-
dad mixto y se cuenta con un solver (PATH, véase subseccién para
resolverlo, lo que da una via para calcular equilibrios de Nash.

Definicién 1.1 Un problema de complementaridad mizto (MCP) es espe-
cificado por tres datos: cotas inferiores | € {RU{—o0}}", cotas superiores
u € {RU{+o0}}" y una funcidon F : R" — R™. Una solucion al MCP es
z € R™ tal que exactamente una de las siguientes condictones se tiene para
cada i € {1,...,n}:

1. FZ'(Z):O yligzigui

2. Fl(Z) >0yl; =z

3. Fi(2) <0y z=uy



Se denotard MCP(F, [, u).

Un problema de complementaridad mixto puede ser visto como un caso
particular de una inecuacién variacional ([FP97]): para F' : B C R" — R"
con B convexo cerrado no vacio, dendtese VI(F, B) al problema de encontrar
z € B tal que para todo y € B

(y—=2)-F(z) >0.

Entonces, MCP(F,[,u) es equivalente a VI(F,[l,u]), donde [l,u] := {x €
R™ | I < 2 < wu}. También es 1til considerar la siguiente equivalencia: z € B
es solucién de VI(F, B) si y sélo si

0€ F(z)+ Np(2)

donde Np es el cono normal a B en z.

Un caso particular es cuando (Vi € {1,...,n}) l; = 0,u; = 400, en tal
caso se habla de un problema de complementaridad no lineal (NCP) y se
anota de manera abreviada como:

0<z L1 F(2)>0 (1.1)

donde el signo 1 significa que para cada coordenada al menos una de las
desigualdades es satisfecha como una igualdad, i.e. a las desigualdades se
suma la condicién (Vi € {1,...,n}) z;F;(z) = 0. Si ademds F' es lineal afin,
entonces se habla de un problema de complementaridad lineal (LCP).
Por ejemplo (ver [F'S9§]), considérese el siguiente programa no lineal con
restricciones:
min f(x

sa. gz (1.2)

donde f: R" - R, g: R® - RP y h: R®” — R? son dos veces continuamente
diferenciables.

Si se define

L(z, A p) = f(z) = > Nigi(x) = > pihj(z)
i=1 j=1

B =1r,s]



entonces las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker asociadas al problema [1.2
son:

0 € vxL(:C’ Avu) + NB(x)
0>Xx L g(x)<0 (1.3)
h(z) =0

Es fécil ver que[1.3| equivale al MCP dado por

VxL(z) r S
z = ($>Aau)7 F(Z) = g(l’) ;L= —o0l, ui= 0
h(z) —00 +00

Maés informacién se puede encontrar en [FS9§| y [FP97].

1.2. Teoria de Juegos

1.2.1. Definiciones

Definicién 1.2 Un juego en forma normal (o estratégica)ﬂ es una 2n-tupla
I'= (Al,...,An,ul,...7un),

donde A; es un conjunto no vacio y u; : A — R, para i € J :={1,...,n},

con A = H?Zl A;. Los elementos de J se llaman los jugadores de I'. A;

se llama el espacio de estrategias del jugador i, A se llama el espacio de

estrategias del juego I'. u; es la funcién de utilidad (o de pago) del jugador

1. En ocasiones, a estos espacios de estrategias se les llama espacios de
estrategias pumzﬂ.

Para una n-tupla a = (aq,...,a,), se denota a_; la (n — 1)-tupla

(al, . .,ai_l,aiH, e ,an).

'Todos los juegos considerados en este trabajo tienen un ntmero finito de jugadores.
Miés adelante se llamara “finito” a un juego cuando, ademds de tener un nimero finito de
jugadores, los conjuntos de estrategias son finitos.

2Se les llama, espacios de estrategias “puras” para diferenciarlos de los espacios de
estrategias mixtas que se definen en la subseccién [1.2.2] que corresponden a las medidas
de probabilidad sobre los espacios de estrategias puras.
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Definicion 1.3 Un equilibrio de Nash de un juego en forma normal es un
*

a* = (aj,...,a}) € A tal que para todo i € J:

* k
a; € argmaxu;(a;,a’;).
a; €EA;

Definicion 1.4 Un juego finito en forma normal es un juego en forma nor-
mal

T =(®y,...,0,, Ri,...,Ry)

tal que ®; es finito para todo i € J. El conjunto ®; pasa a demominarse
casi siempre el conjunto de estrategias puras del jugador i. Se denota ® =

HiGJ D;.

Sea G(®1,...,P,) el conjunto de todos los juegos finitos con espacios de
estrategias puras ®;,...,®,. Para I' € G(®y,...,P,), sea r; el vector de
utilidad del jugador ¢ asociado a las estrategias puras en I, i.e.:

Ty = (Ri((b))d,eq)'

Se puede ver r; como un elemento de R™, donde m* = |®|. Luego, r; se
llama el vector de utilidad del jugador i en I'. El vector de utilidad del juego
I" es el vector

r=(r,...,7n) € R"",

Asi, considerando un orden fijo en ®, se obtiene una correspondencia uno
*
auno entre G(®q,...,®,) y R"™ . G(Pq,...,d,) puede verse como un espa-
cio euclidiano de dimensién nm™* y se puede hablar de nociones topolégicas
de tal espacio asi como de la medida de Lebesgue asociada a él.

Sea S una proposicion acerca de los juegos finitos en forma normal. Se
dice que S es verdadera para casi todo juego si para cualquier n € N y
cualquier n-tupla de conjuntos finitos no vacios ®1,...,®, se tiene que

)\(cl{F €G(Py,...,P,) | Ses falsa}) =0,

es decir, la clausura del conjunto de los juegos tales que S es falsa tiene
medida de Lebesgue nula.



1.2.2. Existencia
Juegos en Forma Normal

La desigualdad de Ky-Fan (ver, por ejemplo, [Aub93]) permite probarﬁ

Teorema 1.5 (Nash) Sea I' = (Ai1,..., Ap,u1,...,uy) un juego en forma
normal tal que, para todo i € J:

1. A; CRN:, convezo, compacto y no vacio,
2. u; es s.c.s.,
3. (Va; € A;) ui(ai,-) es s.c.i., y

4. Va—; € A_;) ui(-,a—;) es concava.

Entonces I' posee al menos un equilibrio de Nash.

Juegos Finitos en Forma Normal

Un juego finito no necesariamente posee equilibrio de Nash. Una manera
de resolver este problema es agrandar el espacio de estrategias adecuada-
mente, lo que se vera a continuacion.

Sea I' = (®4,...,9,,Ry,...,Ry) un juego finito en forma normal. El
espacio de estrategias mixtasﬂ del jugador 7 es

Ai:{ZL’ER@i:l‘ZO,ij:l}.
jeP;

y es usual interpretarlo como el espacio de las medidas de probabilidad so-
bre ®;. El espacio de estrategias miztas del juego I' es A = ], ; As, que,
pensando en medidas producto, se interpreta como un espacio de medidas
de probabilidad sobre ®. Los elementos p € A se llaman estrategias miztas
y, abusando de la notacién, se pueden ver como vectores (con la notacién
pij, para i € J, j € ®;) o como medidas de probabilidad (con la notacién

3Esta no es la formulacién original del teorema de Nash, véase [Nas51].
4F] espacio de estrategias mixtas también tiene sentido y es cominmente utilizado en
el caso de juegos no finitos, pero aqui no se considerard ese caso.



p(C), para C C ®). Las funciones de utilidad R; sobre el espacio de estra-
tegias puras se extienden naturalmente a R® (y, en particular, al espacio de
estrategias mixtas) definiendo la funcidn de utilidad esperada, u; : R® - R,
dada por:

u;(p) = Z R;i(9) Hpj¢j-

oed jed

Cuando p € A, u; hace honor a su nombre, pues:

ui(p) = Y Ri(¢)p({$})

ped
= B, (R;).

donde E, denota la esperanza con respecto a la medida de probabilidad p.
Noétese que I7 := (Aq, ..., Ap,ug,...,uy,) es un juego en forma normal. Se
dice que p € A es un equilibrio de Nash en estrategias mixtas para el juego
finito I si y sélo si p es un equilibrio de Nash para el juego I''. En virtud del
teorema de Nash (teoremal[l.5) es facil probar el siguiente corolario ([Nas51]):

Corolario 1.6 Todo juego finito en forma normal posee equilibrio de Nash
en estrategias mixtas.

1.2.3. Caracterizaciones del Equilibrio de Nash en Estrate-
gias Mixtas de Juegos Finitos en Forma Normal

(Algunos detalles adicionales pueden encontrarse en [MM96].)

Sea I' = (®4,...,9,, Ry,...,Ry) un juego finito en forma normal. Sea
7 R7*® x A — R la funcién de utilidad del jugador i vista ademds como
funcién del vector de utilidad r = (rq,...,r,) € R7*® dado por r;s = R;(¢),
para ¢ € ®. Es decir,

mi(r,p) = Y ris | | pran

pc®  ked

Notar que 7; es (n + 1)-multilineal en las variables (r, p1,...,pn).

Para z € R® y k € ®;, se denota,
x\k = (acl, ey Lj—1, €Ly Tj41y - - .,xn).
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con ey, el k-ésimo vector canénico de R®:.

Se define ademas, para ¢ € J, j € ®;:

) = mra\i) (= g n))

zij(r,p) = wij(r,p) — mi(r, p)
gij(r,p) = max(zl-j(r, p), 0).

Se tienen las siguientes caracterizaciones equivalentes del equilibrio de
Nash en estrategias mixtas de un juego finito en forma normal, para r (el
vector de utilidad del juego I') fijo:

1. Equilibrio de Nash como el punto fijo de una funcion:

Sea y : A — A dada por, parai € J, j € ®;:

pij + 9i;(1,p)
Yij\P) =
”( ) 1+ Ejecl)i gij(r7p)

Entonces p* € A es un equilibrio de T si y sélo si p* = y(p*). Como y
es una funcién continua del convexo compacto no vacio A en si mismo,
del teorema del punto fijo de Brouwer se deduce que y posee un punto
fijo. Este argumento fue usado por Nash [Nas51] para probar existencia
de equilibrio en juegos finitos.

2. Equilibrio de Nash como una solucién de un problema de complemen-
taridad no lineal:

La funcién z satisface p; - z;(r,p) = 0 para todo p € A e i € J. Luego,
dado p € A, p es equilibrio de Nash si y sélo si p es solucién del
siguiente problema de complementaridad no lineal:

z(r,p) <0 L p>0.

Notar que, en el caso de 2 jugadores, corresponde a un problema de
complementaridad lineal.

3. Equilibrio de Nash como un conjunto semi-algebraico (véase subsec-
ciom [2.1.2)):

El conjunto de equilibrios de Nash es el conjunto de los puntos p € R®
satisfaciendo
p€Ayz(r,p) <0.
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A esta definido por un conjunto de desigualdades lineales y z es poli-
nomial en p. Luego, el conjunto de equilibrios de Nash es un conjunto
semi-algebraico.

1.2.4. Equilibrio Regular

(Para méds detalles véase por ejemplo [vD91], [Har73])

La importancia del concepto de equilibrio regular en el contexto de este
trabajo es que, por una parte —casi por definicién—, los equilibrios regulares
poseen propiedades de sensibilidad sorprendentes y, por otra parte, para casi
todo juego sus equilibrios son regulares.

Se requiere un poco mas de notacién. Sea
T =(®,...,0,, Ri,...,Rp)
un juego finito en forma normal. Para ¢ = (k1,..., k) € ®, sea
F(|¢) :R® - R?
dada por
Fio(2|9) = za, (wi(z\k) — ui(z\k;)) parai € J, ke ®;, k#k;

Fig, (x]9) = Zl‘ik—l para i € J
ked;

donde u; es la funcién de utilidad esperada definida en la subseccién [1.2.2

Para una estrategia mixta s € A, se define el soporte como

sop(s) := {6 € ® | s({8}) > O}

Sea J(-|¢) el jacobiano de F'(-|¢).

Definicién 1.7 (Harsanyi) Un equilibrio en estrategias miztas s de T es
un equilibrio regular si y sélo si J(s|¢p) es no singular para algin ¢ € sop(s).

El teorema de Sard permite probar que:

Teorema 1.8 (Harsanyi) Para casi todo juego en forma normal, todo e-
quilibrio es regular.



1.2.5. Sensibilidad

Aqui se presentan 2 resultados: el teorema de Jofré y Wets para el caso
de juegos no necesariamente finitos, y el teorema de Harsanyi, para el caso
de juegos finitos.

Juegos en Forma Normal

En esta parte, se utiliza la siguiente nocién de convergencia de conjuntos
(para algunas de sus propiedades, véase [RW9S]):

Definicién 1.9 Sea {C"},en una sucesion de subconjuntos de R™, sea C' C
R™. Se dice que la sucesion {C"},en converge a C' en el sentido de Painlevé-
Kuratowsky (C* — C') si y sdlo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Yz eC) (3 —mx)a¥ e C”, y

2. si {x"},en es una sucesion tal que (Vv € N) ¥ € C¥ y x es un punto
de acumulacion de {z"},en, entonces x € C.

Sean n € Ny N; € N fijos, para i € J := {1,...,n}. Considérese un
juego en forma normal

I‘:(Xl,...,Xn,ul,...,un),

con conjuntos de estrategias X; C RY: convexos compactos no vacios, para
i € J. Sea X = [[;c;Xi. Considérese ademds una sucesion de juegos que
aproximan a I', para v € N:

v v v v v
F :(Xl,...,Xn,'U/l,...,u ),

n
con conjuntos de estrategias X; C RYi convexos compactos no vacios.
Definicién 1.10 Una sucesion de funciones { f* : R" — R, v € N} converge
continuamente a f : R™ — R con respecto a la sucesion de conjuntos C¥ — C

si y solo si Va¥ — x tal que (Vv € N) ¥ € CV se tiene f¥(z¥) — f(x).
(Notacion: R := R U {—o0, +00})

Definicién 1.11 Una sucesion de juegos en forma normal {I'},en conver-
ge a un juego I' si y sélo st para todo i € J:
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v .
1. X! - X,y
2. las funciones de utilidad uj convergen continuamente a u; con respecto

a HieJ X! — HieJ Xi

Teorema 1.12 ([JW99]) Supongamos que los juegos {I'V,v € N} son tales
que Vi € J:

1. la funcién u? es scs. y Va; € RNi u¥(z;,-) es scs.;
2. Vx € [L;e, RN, ¥ (-, z_;) es cdncava.
SiT" — T, entonces existen estrategias {T”,v € N} tales que, Vv € N, T es

equilibrio de Nash de I'V y cualquier punto de acumulacion de una sucesion
como ésa es un equilibrio de Nash del juego I'.

Juegos Finitos en Forma Normal

Seann € Ny ®q,...,®P, conjuntos finitos no vacios. Sea
eq:G(®q,...,9,) = A

la multiaplicacién que a cada juego en G(®1, ..., P,,) le asocia sus equilibrios
de Nash en estrategias mixtas. Gracias al teorema de Nash (corolario [1.6)
sabemos que eq es a valores no vacios. De hecho:

Proposiciéon 1.13 grafoeq es cerrado.

DEMOSTRACION. De acuerdo a las definiciones dadas en la subseccién [1.2.3]
sea v: R7*® x A — R dada por:

v(r,p) =Y > 9ii(rp).

i€ jE@i

Luego se tiene que p* es equilibrio de Nash del juego con utilidad r* si
y sélo si v(r*,p*) = 0. Es decir, grafoeq = v=1(0), que resulta ser cerrado
porque v es continua. O

En el contexto de sensibilidad, esta proposicién dice lo siguiente: “para
toda sucesion de juegos (I'),en en G(®1, ..., D),) tal que I'V — T, para toda
sucesion (p¥)yen en A tal que p¥ — py p” € eq(I'V) (p” es equilibrio de
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Nash en estrategias mixtas de I'V), se tiene que p € eq(I') (p es equilibrio
de Nash en estrategias mixtas de I').”

Una aplicacion adecuada del teorema de la funcién implicita permite
probar lo siguiente (véase [vD91]) (|A| denota el cardinal de un conjunto
finito A):

Teorema 1.14 (Harsanyi) Sea I = (P, ... . ®,, Ry, ... ,Rn) un juego fi-
nito en forma normal con n jugadores. Sea § un equilibrio reqular de T'. En-
tonces existe una localizacion continuamente diferenciable de eq en torno a
(f‘, 3), es decir, existen vecindades U de [ en R yV de 5 en R™, tales
que

1. (V' eU) leqT)NV] =1,y

2. la funcion s : U — V definida por {s(I')} = eq(I') NV es continua-
mente diferenciable.

1.3. Programacion Estocastica

Para una matriz W de n filas y m columnas, se denota

posW :={Wz € R" |z € RT'}.

Un programa estocdstico multietapa (de H etapas) lineal con recurso fi-
jo(|[BLI7]) es un programa de la forma:

min ¢'z' + Eg2 [min ¢*(w)2*(w?®) + - + E¢x [min M (w) (W) -+ ]
sa. Wil =p!
TY W)z + W222(w?) = h?(w)

TH_I((,U)ZH_l(wH_l) + WHZH(WH) — hH(w)

A >0, Zw)>0, t=2,... H.

(1.4)
donde ¢! € R™ es un vector conocido, h' € R™ es un vector conocido,
gw) = ((w), A (w), T (W), ..., T w)) es un Ny-vector aleatorio de-

finido en (£2, !, P) (donde X! C ¥*!) para todo t = 2,..., H, y cada W*
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es una matriz conocida de m; x n;. Las decisiones z dependen de la historia

hasta el instante ¢, la que se indica con w?.

Se dird que tiene recurso completo si y sélo si posW! = R™t t =
1,..., H. Recurso completo implica que el programa es factible para cual-
quier lado derecho de las restricciones y, en forma mas intuitiva e informal,
esto implica que para cualquier decision no negativa que se tome desde el
principio hasta cierta etapa, hay una realizacion factible en el futuro.

1.4. Mercado de Energia Eléctrica

1.4.1. Caracteristicas del Mercado

A continuacién se presentan brevemente las principales caracteristicas
de los mercados de energia eléctrica que lo diferencian de otros mercados y
que son relevantes para este trabajo.

Primeramente, en muchas partes del mundo, los mercados de energia
eléctrica se encuentran sometidos a un proceso de reestructuracién profun-
da: se encuentran en distintas fases de una transicién de una estructura
centralizada a una competitiva. Es natural entonces modelarlo haciendo uso
de la teoria de juegos y, en particular, haciendo uso del concepto de equilibrio
de Nash.

En segundo lugar, los mercados de energia eléctrica poseen algunas ca-
racteristicas intrinsecas que los diferencian de muchos otros:

1. La energia eléctrica como tal se puede acumular sélo en forma muy
limitada. El almacenamiento masivo se realiza sélo en forma indirecta,
por ejemplo mediante el agua acumulada en embalses.

2. Existen restricciones técnicas que limitan la transmisién de energia
(como cotas en la potencia).

3. La demanda es més bien inelastica, particularmente en sistemas donde
no se han desarrollado mercados minoristas.

Esto trae consecuencias que discrepan con los principios econémicos tradicio-
nales y el conocimiento de otros mercados, por ejemplo: se puede ejercer po-
der de mercado vendiendo més energfa en vez de menos ([SLL00, [CHH97]).
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1.4.2.

Estructuras de Mercado

Las formas bésicas de mercado implementadas en la practica se pueden
dividir en mercados del tipo pool y sistemas basados en contratos bilaterales
incluyendo, como se describe a continuacién, a los modelos de bolsas de
energia como un caso particular de pool. Combinaciones de las siguientes
formas dan origen a los diversos tipos de mercados existentes en el mundo.

1. Modelos del tipo pool

En los modelos del tipo pool hay 2 agentes encargados de la coordi-
nacién del sistema: el operador de mercado (responsable de aspectos
econémicos) y el operador del sistema (responsable de aspectos técni-

Cos).

a)

Pool clasico

En el caso de un pool clasico, oferentes y consumidores renun-
cian a comerciar directamente. Las compras y ventas de energia
son decididas por el operador de mercado en base a curvas de
oferta (o curvas de costo) y curvas de demanda, con un criterio
de minimizacion de costos. El plan de operacién que resulta es
transformado en un plan técnicamente factible por el operador
del sistema.

Bolsa de energia

Una bolsa de energia puede ser vista como un caso particular de
un pool. Usualmente se trata de un mercado diario que tiene por
objeto llevar a cabo las transacciones de energia para el dia si-
guiente mediante la presentacién de ofertas de venta y adquisicion
por parte de los agentes de mercado. Estas ofertas son presenta-
das al operador de mercado e incluidas (previa acreditacién) en
un proceso de casacién. Este proceso culmina con las asignaciones
de produccién y compra de energia eléctrica para el dia siguiente.

2. Contratos bilaterales fisicos

En un mercado basado en contratos bilaterales fisicos, oferentes y con-
sumidores establecen libremente relaciones de tipo comercial. El in-
tercambio de ofertas conduce a un contrato que especifica el abasteci-
miento por parte del oferente y el consumo por parte del consumidor,
con una influencia directa sobre el despacho de la operacién resultante.
Luego, en base a criterios predefinidos de seguridad y confiabilidad, el
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operador del sistema determina la factibilidad y los servicios de red
requeridos para la realizacion técnica del contrato bilateral fisico soli-
citado. Finalmente, utilizando una metodologia establecida, se calcula
el peaje resultante para la transaccion bilateral.

. Contratos bilaterales financieros

De manera andloga a los contratos bilaterales fisicos, los contratos bi-
laterales financieros son un resultado del libre intercambio comercial
entre oferentes y consumidores. A diferencia de los primeros, los tlti-
mos no afectan al despacho de la operacién, sino que son acuerdos
entre los participantes del mercado con el fin de manejar el riesgo de
variaciones futuras del precio de la energia eléctrica.
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Capitulo 2

Calculo de Equilibrios

En este capitulo se describe uno de los resultados de este trabajo: el
desarrollo de una herramienta de calculo de equilibrios de Nash de juegos
en forma normal, llamada EQUILIBRIA. En la seccién [2.1] se describen breve-
mente algunas de las estrategias mas conocidas para el calculo de equilibrios
de Nash de juegos en forma normal. En la seccién se describe el desarro-
llo de EQUILIBRIA. En primer lugar se explica el hecho de que el problema
de encontrar un equilibrio de Nash de un juego finito en forma normal es
equivalente a resolver cierto problema de complementaridad mixto. Luego
se describe brevemente el solver PATH (preexistente) que se usa para resolver
tal problema.

2.1. Estrategias Existentes de Calculo de Equili-
brios

A continuacién, un breve repaso de algunas de las principales estrategias
de calculo de equilibrios de Nash en estrategias mixtas de juegos finitos en
forma normal. Algunos de estos métodos pueden ser aplicables a juegos no
finitos.

En primera instancia se pueden clasificar entre aquellos métodos que
calculan un equilibrio y aquellos que calculan todos los equilibrios. Eviden-
temente, la importancia de los métodos que calculan un equilibrio es que
éstos tienen tiempos de ejecucién menores que aquellos que calculan todos
los equilibrios. Es claro que los métodos que calculan un equilibrio pueden
ser ejecutados varias veces (digamos, partiendo de diferentes puntos inicia-
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les) con la esperanza de calcular varios equilibrios, pero sin ninguna garantia
de encontrarlos todos.

Existe un software, GAMBIT ([MMT, IMMT00Q]), que calcula equilibrios
de Nash en juegos finitos, entre otras cosas. De entre los métodos que se
describen a continuacion, en €l se encuentran implementados: el métodos de

Lemke-Howson y un método basado en el algoritmo de célculo de punto fijo
de Scarf.

2.1.1. Calculo de un Equilibrio
Métodos Globalmente Convergentes

Veamos primero aquellos métodos que son globalmente convergentes.

En el caso de juegos de 2 jugadores, se cuenta con el algoritmo de Lemke-
Howson ([MMO96], [LH64], [Lem65], [Eav71]), que es hoy en dia un método
capaz de resolver problemas de complementaridad lineal (LCP) (véase sec-

cién .

En el caso de n jugadores, un enfoque conocido es utilizar algoritmos
derivados del algoritmo de Scarf ([MM96], [Sca98]) para calcular puntos
fijos de una funcién continua sobre un conjunto convexo compacto no vacio.

Métodos Sin Convergencia Global

Se vio en la subseccién que encontrar un equilibrio es equivalen-
te a encontrar una solucién a un problema de complementaridad no lineal
(ecuacién. Resumidamente, un enfoque es aplicar una generalizacién del
método de Newton (para encontrar un cero de una funcién C!) al problema
de complementaridad.

2.1.2. Calculo de Todos los Equilibrios

Algunos teoremas garantizan que la tarea de calcular todos los equilibrios
es, en principio, computacionalmente factible. Un conjunto semi-algebraico
es un conjunto A C R™ tal que es el conjunto de los puntos satisfaciendo
una férmula proposicional P(z) formada por igualdades y desigualdades po-
linomiales en las variables z1, ..., z,,, los operadores légicos ‘y’, ‘0’ y ‘no’ y
paréntesis. De acuerdo a las caracterizaciones dadas en la subseccién [1.2.3]
el conjunto de equilibrios de Nash de un juego finito en forma normal es
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un conjunto semi-algebraico. De los trabajos de Hironaka ([Hir75]) y Collins
(“cylindrical algebraic decomposition”, [Col75]), se sabe que los conjuntos
semi-algebraicos son triangularizables, de hecho, se cuenta con un algoritmo
para encontrar una triangulacion. Estos resultados son importantes porque
la topologia de un espacio con una triangulacién finita estd completamente
determinada por los datos combinatoriales (finitos) que especifican la trian-
gulacién. Asi, una gran cantidad de informacién topoldgica es, en principio,
calculable.

2.2. Meétodo Propuesto: EQUILIBRIA

EQUILIBRIA es uno de los resultados de este trabajo: un software que
permite calcular equilibrios de Walras y de Nash en MATLAB. El célculo de
equilibrio de Walras no se describe aqui, pero puede encontrarse junto con
ejemplos en la documentacién de EQUILIBRIA, [Rad00], y en [Rad01].

2.2.1. Implementacién

Considérese un juego en forma normal
I'= (Xl,...,Xn,ul,...,un),

con conjuntos de estrategias X; C RN descritos por un conjunto de igual-
dades y desigualdades y funciones de utilidad u; dos veces diferenciables, de
modo tal que las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker sean
suficientes y necesarias. Por ejemplo, la siguiente proposicién es una conse-
cuencia elemental de las condiciones de optimalidad suficientes y necesarias
de primer orden para problemas de optimizacién con restricciones (ver, por

ejemplo, [RW9g]):

Proposicién 2.1 Supongamos que, para cada ¢ = 1,...,n y cada x_; €
X—z’:
1. existen funciones g;j : RN R, j=1,...q, convezas continuamente
diferenciables, hy, - RNt = R, k=1,...,s;, lineales afines tales que:

Xi={w; e RN | gij(a;) < 0,5 =1,...¢q,
hzk<xz) = Oak = 17 .. '78i}7
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2. ui(-,x_;) concava continuamente diferenciable,

8. supy,ex, wi(@i, z—;) finito,

4. existe z; € X; tal que g;j(x;) <0, para todo j =1,...,q;.

Entonces x* € X es equilibrio de Nash del juego ' si y sdlo si, para cada
1=1,...,n, existen A\jj >0, j=1,...q;, yur €ER, k=1,...,s;, tales que:

Xijgij () =0,  j=1,...¢
qi S;i
—Vui(a®) + > A Vgij(@f) + > Vhir(x}) = 0.
Jj=1 k=1

Es facil ver que la proposicién [2.1] se aplica en el caso de un juego finito,
es decir, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son suficientes y necesarias.

Considérense Fj, [;, u; tales que MCP(F;, [;, u;) es el problema de com-
plementaridad mixt(ﬂ asociado a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

del problema del i-ésimo jugador, i = 1,...,n. Se definen entonces
F L (01
F=|:1], i=|:], u=]|:
F, Iy Up,

Se tiene que x € X es equilibrio de Nash para I' si y sélo si « es solucién de
MCP(F,l,u).

Para calcular un equilibrio de Nash de T', se resuelve MCP(F, [, u) por
medio del solver PATH, que se describe a continuacion.

2.2.2. El Solver pPATH

El solver PATH ([DF93], [FM98]) es un software desarrollado por Michael
C. Ferris del Departamento de Ciencias de la Computacién la Universidad
de Wisconsin. Es una implementacién de un método de Newton estabiliza-
do para la solucién del problema de complementaridad mixto. El esquema
de estabilizacién emplea un procedimiento de generaciéon de caminos que es
usado para construir un camino lineal por trozos desde el punto actual al
punto de Newton; un criterio que mide cuan aceptable es el largo del paso
y una busqueda a lo largo del camino no mondétona son usados para escoger

Wéase la seccién
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el siguiente punto. Se ha probado que el algoritmo es globalmente conver-
gente bajo requerimientos que generalizan aquellos requeridos para obtener
resultados similares en el caso suave.

Con respecto a las definiciones dadas en la subseccion [I.1], PATH toma
como datos un punto inicial, una funciéon F : R®™ — R", las cotas l,u y
una versién rala (sparse) del jacobiano de F' y, cuando converge, entrega un
x € R™ que es solucién (dentro de la precisién en uso) de MCP(F, 1, u).
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Capitulo 3

Modelamiento del Mercado

En este capitulo se presenta otro de los resultados de este trabajo: la for-
malizacién y estudio de algunas de las propiedades de 2 modelos del mercado
de energia eléctrica. En la seccion [3.1] se presenta un esquema genérico para
describir y clasificar modelos del mercado de energia eléctrica. En la seccion
[3.2] se presenta una breve descripcién de los modelos existentes que tuvieron
mayor influencia en este trabajo. En la seccién se presenta un primer
modelo que representa conjuntamente la inversiéon decidida por multiples
empresas que actian de manera no cooperativa y la operacion determinada
por un agente central. En este caso se estudia la existencia y sensibilidad
de la solucién. En la seccién se presenta un modelo de operacion multi-
agente, sin inversién, en una etapa y se hace un acercamiento al problema
de la existencia de solucién de este modelo.

3.1. Descripcién y Clasificacion de Modelos

Algunos de los criterios para clasificar modelosﬂ del mercado de energia
eléctrica son los siguientes:

= Inversién monoagente o multiagente.

. Operaci(’)nE] monoagente o multiagente.

'En este contexto la palabra “modelo” no se refiere a la estructura real de un mercado,
sino a una abstraccién matematica que intenta representar o simular tal realidad.

2“QOperacién” se refiere conjuntamente a los roles del operador de mercado, del operador
del sistema, de la generacién, transmisiéon y consumo.
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Uninodal o multinodal. En el primer caso el balance de energia (“ofer-
ta igual demanda”) se hace globalmente: la oferta total iguala a la
demanda total. En el segundo caso, se considera explicitamente en el
modelo la presencia de una red de transmisién de energia: el balance
de energia se hace en cada nodo de tal red. Tal red puede ser mode-
lada considerando o no las pérdidas en la transmision, las cotas en la
potencia transmitida y otras restricciones técnicas.

Con informacién completa o incompleta. Esto significa, respectivamen-
te, que los agentes conocen o no conocen completamente el criterio de
decisién de los demads agentes.

Deterministicos o con aleatoriedad. Esto es, respectivamente, que los
datos del problema se conocen con exactitud o bien son variables alea-
torias [

Estaticos o dindmicos. FEstdtico quiere decir que los agentes toman
sus decisiones simultdneamente (o, equivalentemente, que toman sus
decisiones sin conocer las decisiones de los demés); se dice dindmico
cuando no es estatico.

En los modelos, usualmente se supone que el o los agentes son maximizadores
de utilidad (o minimizadores de costos). Esto conduce de manera natural a
un problema de optimizacién en el caso monoagente y a uno de equilibrio
en el caso multiagente.

Notar que un modelo monoagente puede verse como un caso particular
de uno multiagente.

Un modelo puede resumirse especificando los siguientes elementos:

Qué agentes participan en el modelo.
Cuando toman decisiones los agentes.
Qué es lo que cada agente puede hacer en cada decisiéon que enfrenta.

Qué es lo que cada agente sabe al tomar cada decision.

3En ocasiones se usa la siguiente terminologfa: “incertidumbre” se refiere a la toma de
decisiones dado el desconocimiento del actuar de otros agentes del mercado, en cambio,
la toma de decisiones es con ”aleatoriedad” cuando el desconocimiento se debe a causas
naturales.
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= El pago que cada agente recibe para cada combinacién de decisiones
escogidas por los agentes.

Debe tenerse presente que el “cuando” es un modelo y no necesariamente
corresponde a la secuencia de eventos de la situacién que se intenta modelar.

Con respecto a la naturaleza de las decisiones en un modelo del mercado
de energia eléctrica, las decisiones de inversién corresponden, por ejemplo, a
la construccién de centrales en cierto momento del horizonte de planificacién
del modelo. Las decisiones de operacion pueden corresponder, por ejemplo,
a manejo de aguas, flujos en la red y niveles de generacion.

3.2. Algunos Modelos Existentes

Estos son algunos de los trabajos que tuvieron influencia en éste:

1. [Sil99] considera primero un modelo centralizado, sin inversién, mul-
tinodal, multi-embalse, de minimizacién de costos para el problema
de operacion de un sistema hidrotérmico con pérdidas en la transmi-
sién. Tal problema es formulado como un problema de optimizacion
estocastica multietapa no lineal, donde las pérdidas son aproximadas
mediante el modelo de aproximacion activa a corriente continua. Es
decir, tiene la forma (véase para algunos detalles de la notacién):

min ¢!zt + E¢2 [min Aw)22 (W) + -+ E¢x [min M (w) (W] ]
sa. Wit Fl(z) <n!
T (w)z! + W222(w?) + F?(2*(w?)) < h*(w)
TH 1 (w) "M W) + WH (W) + FH (2 (W) < M (w)
A >0, ZwH)>0 t=2,... H
donde para t = 1,..., H se tiene F' : R™ — R™ de la forma (para

i=1,...,my): . .
Fi(z") = 2" Ajz

con A! matriz diagonal semidefinida positiva de n; X n¢. En este pro-
blema, la variable 2! corresponde a las decisiones de manejo de aguas,
flujos en la red y niveles de generacién de cada central. (Algunos deta-
lles adicionales se encuentran en la subseccién ) A continuaciéon
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considera diversas técnicas de la optimizacién no lineal (como la des-
composicién de Benders y la relajacién lagrangiana) para calcular de
manera, eficiente una solucién de tal problema.

2. [KBPO1] considera un modelo competitivo, sin inversién. Investiga el
poder de mercado en un despacho hidrotérmico basado en subasta. El
poder de mercado es simulado mediante un esquema de programacién
dindmica estocastica tal que la decisién es —para cada etapa, esta-
do y escenario— un equilibrio (de Nash-Cournot, véase por ejemplo
[Gib92]) para un juego multi-agente. Ademads, considera el efecto de
contratos bilateralesﬂ para mitigar el poder de mercado.

3. [JO99] estudia la paralelizacién eficiente de un modelo centralizado
(mono-agente), multinodal y multi-embalse, que considera conjunta-
mente las decisiones de inversiéon y operacion y cuyo objetivo es cal-
cular la inversién y operacion de minimo costo. Esto conduce a un
problema de optimizacién estocédstica no lineal (por las pérdidas en
la transmisién) con variables enteras (decisiones de inversién) y conti-
nuas.

3.3. Inversion Multiagente, Operacién Monoagen-
te

En esta secciéon se presenta un primer modelo de la inversién y operacién,
considerando multiples empresas generadoras que toman las decisiones de
inversion y un agente central que toma las decisiones de operacién, dada la
inversion decidida por las empresas. De acuerdo a las descripciones dadas
en la seccién [1.4] es razonable pensar que, en este modelo, el agente central
representa el comportamiento del operador de mercado y del operador del
sistema en un modelo de tipo pool, que no deja libertad en la operacion
a las empresas: todos los datos del problema —como los costos— son de
conocimiento publico.

Primeramente se describira el modelo y el concepto de solucién pro-
puesto, luego se probard que existe tal solucién y, finalmente, se estudiaran
algunos aspectos de la sensibilidad de la soluciéon con respecto a los datos
del modelo.

4Véase subseccién m
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3.3.1. Descripcién del Modelo

Los agentes son ciertas empresas generadoras y un agente central. El
modelo considera las siguientes etapas:

s Las generadoras toman decisiones de inversion simultaneamente, esto
es, cada una decide sin conocer la decision de las demds generadoras.
Esto corresponde a un plan de obras para el horizonte considerado.

= Kl agente central decide la operacién para todo el horizonte de pla-
nificacién, conociendo las decisiones de inversion efectuadas por las
empresas generadoras.

s Al agente central se le asigna el costo de operacién asociado a su
decisién; cada generadora recibe como utilidad los ingresos por venta
de energia de sus centrales menos los costos de inversiéon y operacién
de sus centrales.

Se supone ademas que hay informaciéon completa.

A continuacién, una descripciéon més detallada de los agentes:

El Agente Central

Para el agente central, se puede considerar un modelo de operacién cen-
tralizado con un criterio de minimizacién de costos; en este caso se consi-
der6 el expuesto en [Sil99)], que se introduce brevemente en la seccién
Este es un modelo hidrotérmico, multinodal, multietapa, en etapas trimes-
trales y con aleatoriedad en los caudales de agua (un espacio de probabilidad
con caudales w €  finito). Las variables de decisién son, para cada etapa
de tiempo:

= los niveles de generacién de cada central, x;,
= los flujos de energia en cada linea de la red de transmisién, f;, y

= los niveles de embalses y caudales destinados a turbinas, riego, etc.
(manejo de aguas), V.

El objetivo del agente central es minimizar los costos esperados de operacion
de las centrales térmicas y de ciclo combinado.
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Ma3s en detalle, el problema del agente central se puede escribir entonces
de la siguiente manera: (para simplificar la notacién no se explicita el factor
de descuento ni aqui ni en lo que sigue: cada término de una suma sobre el
tiempo debe multiplicarse por 1/(1 + ), donde r es la tasa de descuento
correspondiente y ¢ es la etapa)

min clz, f,V
(z,f,V)€C(a*) (= 1, V)

con c¢(z, f,V) = sz Z i (w)

teT icITCC

donde

1. ITCC son las centrales térmicas y las de ciclo combinado (se asume
que las centrales hidraulicas tienen costos variables despreciables, luego
no contribuyen a los costos totales),

2. cl‘é es el costo de producir una unidad de energia en la central i en el

periodo ¢, y

3. C(a*) es un convexo que resume las restricciones de manejo de aguas,
flujo de energia factible, niveles de generacion factibles, satisfaccion
de demanda, etc. Tales restricciones son lineales salvo por un término
cuadratico asociado a las pérdidas en la transmision.

La dependencia en a* denota el hecho de que las decisiones del agente cen-
tral se toman conociendo (y depende de) las decisiones de inversién de las
empresas generadoras: a* denota las decisiones de inversién de las empresas
generadoras.

De acuerdo a lo expuesto en [Sil99], este problema puede verse como un
problema de optimizacién estocdstica multietapa.

Las Empresas Generadoras

Sea G el conjunto finito de las empresas generadoras, sea A, el conjunto
finito de acciones para g € G. Las acciones pueden ser elementos del estilo
de “instalar cierta central en cierto momento con cierta capacidad” E|

5En realidad puede ser casi cualquier modificacién a los datos del problema de operacién
que enfrentara el agente central.
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Por ejemplo, podriamos considerar un caso particular con 2 empresas,
G = {1,2}, cada una proyectando construir una central distinta. Los con-

juntos de acciones para cada empresa podrian ser A; = {a11,a12,a13},
As = {az1,a22,a23}, con a;; = “se construye en periodo 1”7, aja = “se
construye en periodo 2”7, a;3 = “no se construye”, y andlogamente para la
empresa 2.

Las utilidades de la empresa g cuando ella elige la acciéon ¢ y la otra
empresa escoge la accién j estan dadas por:

ug(zaj) = +]E Z Z pkt ( .77 ) C}f/t)xzt(ih%w)

teT kelTCC,
donde

1. ¢ ( ) es el costo de inversién asociado a la empresa g cuando escoge la
estrategla 1,

2. ckVt es el costo variable de operacién por unidad de energia de la central

k en el instante t,

3. ITCC, son las centrales térmicas y de ciclo combinado de propiedad
del agente g,

4. x3,(i,j,w) es el nivel de generacion de la central k en el instante ¢ y
escenario w que resulta de la operacién 6ptima decidida por el agente
central dadas las decisiones de inversién (se supone 7, (i,7,w) = 0
para las centrales no construidas), y

5. p;,(i,7,w) es el precio de la energfa asociado a la central k en el pe-
riodo t y escenario w, que puede ser un dato a priori o bien puede
ser resultado de la operacién 6ptima, por ejemplo las variables duales
asociadas a las restricciones de satisfaccién de demanda (o, equivalen-
temente, balance de energia) en el respectivo nodo de la red. En los
desarrollos que siguen en el resto de esta seccién se considera el caso
en el que los precios son un dato a priori. La mayoria de los resultados
(como la existencia de solucién) se pueden extender al caso de precios
dados por variables duales.

Volviendo al caso general con méas de 2 jugadores, las utilidades de una
empresa g € G cuando todas las empresas escogen la accion a € A =
[Ijec Ag estén dadas por:

ug(a) == +sz Z pkt a,w) Cl&)%ﬁt(“a“)

teT kelTCCy
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con definiciones analogas a las dadas para el caso de 2 jugadores.

Formulacién como Juego en Forma Normal

Sea C el conjunto de las funciones que a cada a € A le asocian una
decision de operacion factible para el problema del agente central, mas for-
malmente:

C={y:A—=R"| (Va€ A)ya) € Cla)}

= H C(a).

acA

donde m es la dimensién del espacio de las decisiones de operacién (i.e.
C(a) € R™). Considérese ademds la funcién 7 : A x C' — R dada por

m(a,y) = —c(y(a)).

Entonces I' = ({Ag}geq, C, {ug}geq, 7) es un juego en forma normalm

Solucién

El concepto de solucién que se considerara para el modelo anterior serd el
de equilibrio de Nash para el juego I' antes descrito, cuando los inversionis-
tas consideran estrategias mixtas y el agente central, estrategias purasﬂ La
funcién de utilidad del agente central se extiende al espacio de estrategias
mixtas de las empresas generadoras mediante el concepto de utilidad espe-
rada introducido en la seccién Es decir (si seguimos denotando 7 a la
extensién), para p € A, y € C:

m(p,y) = —Ep(coy). (3.1)

Sea
F/ = ({AQ}QEGv 07 {ug}geGa 7'[')

el juego recién descrito.

5 Aqui hay un pequefio abuso de notacién en el hecho de que, hasta ahora, no se habia
escrito explicitamente la dependencia de ugy en y.

"En realidad, podria pensarse que, como se trata de un juego dindmico, serfa natural
trabajar con la forma extensiva (véase por ejemplo [Gib92]) en vez de la forma normal. Sin
embargo, desde el punto de vista dindmico, el juego es muy simple como para introducir
toda la maquinaria de la forma extensiva; por otra parte, los resultados de sensibilidad
considerados mas adelante operan més naturalmente en la forma normal.

8Véase la seccién en particular la subseccion m
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3.3.2. Existencia de Solucion

Se analiza primeramente el problema del agente central (cuando se con-
sidera el modelo de operacién antes descrito: [Sil99]), dadas las decisiones
de inversién de las empresas generadoras. El problema del agente central
es equivalente a un problema de minimizacién convexo y s.c.i., sobre un
conjunto factible compacto. Luego, como se ve en [Sil99], si el problema es
factible entonces existe solucién. Con respecto a la factibilidad, los origenes
de infactibilidad pueden ser:

= Demanda insatisfecha. La presencia de centrales de falla hace que el
problema se vuelva factible.

» Cotas minimas de riego o cotas minimas de volumen embalsado in-
satisfechas. En este caso se hara una simplificacién del modelo: no se
considerard el riego o —equivalentemente para nuestros fines— no se
consideraran aquellas cotas en el riego que conducen a infactibilidad.

En consecuencia, cuando existen centrales de falla, el problema del agente
central posee solucion.

Se denomina estrategia éptima (o de equilibrio)ﬂ para el agente central
a cualquier funcién y* € C tal que a cada acciéon conjunta de las empresas
le asocia alguna decisiéon optimal para el agente central, es decir, tal que,
para todo a € A:

y*(a) € argminc(z, f,V).
C(a)

El anélisis previo permite concluir:

Afirmacién 3.1 En el juego I existe al menos una estrategia éptima para
el agente central.

La sencillez de la existencia y caracterizacién de una estrategia Optima para
el agente central, fue posible gracias a que el modelo se construy6 de tal
manera que al momento de tomar su decisién él conoce la decisiéon de los
demas.

9Fl nombre “estrategia de equilibrio” tiene sentido ya que, en realidad, es una “es-
trategia (débilmente) dominante”, es decir, una estrategia que, para toda decisién de los
demds jugadores (a € A), es éptima para el agente central. Veremos que hay un equilibrio
de Nash para el juego IV en el cual el agente central juega esta estrategia dominante.
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Considérese ahora el juego reducido que jugarian las empresas tomando
como dato y*

FZ* = ({Aglgec, {ug(,¥") bgea)-

que es el juego en estrategias mixtas asociado a un juego finito en forma
normal. En virtud del teorema de Nash (corolario [L.6]):

Afirmacioén 3.2 Para todo y € B, el juego I'" posee al menos un equilibrio
de Nash en estrategias miztas.

En términos del juego IV, las estrategias asi construidas forman un equi-
librio:

Proposicion 3.3 Sea y* una estrategia dptima para el agente central y p*
un equilibrio de Nash en estrategias miztas para el juego FZ*. Entonces
(p*,y*) es un equilibrio para T”.

DEMOSTRACION. Por construccién, para cada g € Gy para (p,,y*), se
tiene que py es una respuesta Optima para la empresa g, i.e. pj es solucién
optima del problema de la empresa g. Para completar la demostracién, basta
probar que y* es solucién éptima del problema del agente central dado p*.
En efecto, sea y € C cualesquiera. Por construccion, se tiene que, para todo
a€A

Es decir
coy=>coy”

Luego
Ep-(coy) = Ep-(coy”)

y, con la definicién de 7 (véase la ecuacién [3.1)), la funcién de utilidad del
agente central, se concluye

m(p*,y) < 7% y").
(|
Combinando las afirmaciones y 3.2 v la proposicién [3.3] se obtiene:

Proposicién 3.4 El juego I posee un equilibrio de Nash.

En conclusién, se ha trazado una via de calculo de una solucién que nos
garantiza existencia en el modelo en consideracion.
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3.3.3. Analisis de Sensibilidad

En esta parte, cuando se diga “instancia del modelo” o simplemente
“modelo” se refiere a una instancia particular del modelo antes descrito:
inversién multiagente y operacién monoagente, donde las empresas genera-
doras escogen estrategias mixtas y el agente central escoge estrategias puras.
La convergencia de juegos es en el sentido de la definicién [1.11

El siguiente resultado de sensibilidad se refiere al caso en que se pertur-
ban los datos de las funciones de utilidad de los jugadores:

Proposicién 3.5 Sea I' una instancia del modelo con vector de costos va-
riables ¢V, vector de costos de inversion ¢! y vector de probabilidades p de
los escenarios w € ; para cada v € N, sea I'), un modelo igual a I salvo
porque el vector de costos variables se sustituyé por c\, el vector de costos
de inversion se sustituyd por cl y el vector de probabilidades se sustituyd por
p,. Sicl —c, ck—c yp, — pentonces T, — T.

DEMOSTRACION. Basta notar que las funciones de utilidad de las empresas
y del agente central son continuas con respecto a ¢!, ¢V y p, asf como con
respecto a las estrategias, lo cual es suficiente para tener la convergencia con-
tinua de las funciones de utilidad. Como los conjuntos factibles permanecen
fijos, con lo anterior se tiene la convergencia de los juegos. O

Para la siguiente proposicién, repetimos aqui la forma de un programa
estocastico multietapa vista en la seccién [1.3] ecuacién

min ¢'z' + Eg2 [min AW (W) + -+ E¢x [min M (w) (W] -+ ]
sa. Wizl =p!
T (w)z! + W222(w?) = h?(w)

(3.2)
Esta proposicion da un resultado de sensibilidad en el caso en que se pertur-
ban las restricciones de operacion; se requiere una hipdtesis adicional: que
el problema del agente central sea a recurso completo (véase la seccién .

Se necesita el siguiente resultado, que se cita parcialmente y sin demos-
tracién(teorema 4.32 de [RW98])
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Teorema 3.6 (convergencia de soluciones de sistemas) Sea
C"={xe X" | L' (x) e D"}
C={reX|L(x)e D}

para aplicaciones lineales LY, L : R — R™ y conjuntos convexos X¥, X C
R™ y DY, D C R™ tales que L(X) no puede separarse de D. Entonces

LY —-L,X'—X,D'—>D=C"—-C.
Ahora, la proposiciéon anunciada:

Proposicion 3.7 Sea I' una instancia del modelo con el problema del agen-
te central, para cierto ag € A, de la forma , es decir, un programa es-
tocdstico de H etapas lineal con recurso fijo, factible. Supongamos ademds
que este problema es a recurso completo (véase la seccion . Para cierto
wo € Q y cierto ty € {2,...,H} y para cada v € N, sea T, un modelo igual a
I salvo porque los datos T~ (wp), W', ho(wy) que determinan el conjunto
factible del agente central en la etapa ty y escenario wo han sido reemplaza-
dos por T (wp), Wio hio(wy). Si T~ wo) — T (wg), Wi — Wi y
hto (wg) — h'o(wy) entonces T'y — T.

DEMOSTRACION. Se debe probar que C, — C. El conjunto factible del
agente central en I' tiene la forma:

c=]]c@
acA

y analogamente para I'V:

¢, =[] Cvla).

acA
Se tiene que si (Va € A)Cy(a) — C(a) entonces
[[¢v(a) =[] Cla).
acA acA

Luego, para concluir, basta probar que C,(ag) — C(ag). En efecto, denétese
D al conjunto definido por las restricciones de C'(ag) salvo por la restriccion
perturbada. Es decir:

D={z>0|W''=n!
TN w) W) + Wl (W) = A (w)
t:277H7 CL)EQ, (t,W)%(t()’u.)O)}
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que es un convexo. Sea L la aplicacion lineal asociada al lado izquierdo de
la restriccién perturbada, es decir

L(z) = T Hwp) 20 Hwio™h) 4 Wiozto (wlo).

C(ag) = {z € D | L(z) = h'*(wp)} (3.3)
Culan) = {= € D | T ()10 ™) + WO (wff) = hip(w0)

Fijense 2! (w}), ..., 20~ (wlo™!) factibles. Sea D' C D dado por
D' = {z € D | #1wd) = Moy, () = 20l )

Entonces, gracias a que el problema del agente central es a recurso completo:
dada la historia z!(w}),. .. ,Zto_l(w(t)o_l) hasta la etapa to — 1, se tiene que

todo 2% (wéo) > 0 posee una realizacién factible en su futuro. Luego:
L(D') = pos W' = R*
con k el nimero de filas de W' . En particular,
h'(wp) € int L(D),

con lo que, en virtud del teorema y teniendo en cuenta la ecuacién (3.3)),
se concluye Cy(ag) — C(ap).

O

En realidad estas proposiciones son sélo una preparacién para aquella
que es mas importante en el modelamiento: la sensibilidad conjunta con
respecto a todos los datos del modelo. La idea de la demostracién es la
misma que en las anteriores, pero la notacién es més complicada.

Proposicion 3.8 Sea " una instancia del modelo con el problema del agente
central, para todo a € A, de la forma , es decir, un programa estocdstico
factible de H etapas lineal con recurso fijo y completo. Para cada v € N, sea
', un modelo igual a T' salvo porque:

V' el vector de costos

se sustituyd por cl y el vector de probabilidades p se
sustituyo por py,

1. el vector de costos variables ¢V se sustituyd por c
de inversion c!
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2. para cada a € A: W1 Y R los datos que determinan el conjumn-

to factible del agente central en la etapa 1 y todo escenario dada la
h(a)l

decision a de las empresas, han sido reemplazados por Wlsa)l y hy ',
Yy

3. para cada a € A, w € Q yt e {2,...,H}: los datos T (w), W@,
h(“)t(w) que determinan el conjunto factible del agente central en la

etapa t y escenario w dada la decision a de las empresas, han sido

reemplazados por T,fa)t_l(w), Iga)ty hz(/a)t(w).

Si

1. c¥—>c,c£—>clyp,,—>p,

2. (Va € A): WO s w@1 plol _ plan

9. (a € A), (Vt € {2,....H}), (Vw € Q): TS w) — T@-1(y),
W L W@ty D) — h@ (),

entonces I'), — T.

DEMOSTRACION. La convergencia continua de las funciones de utilidad se
obtiene con el argumento de la proposicién [3.5

Se debe probar que C,, — C'. Para ello, basta probar que
(Va € A)Cy(a) — C(a).

Fijese a € A. Para cadaw € Q, t € {1,..., H}, sea LEJ? la aplicacién lineal
asociada al lado izquierdo de la restricciéon correspondiente a la etapa t y
escenario w, dada la decision a de las empresas, en el juego I'.

Sea D = R’} con n el nimero de variables del problema estocastico en
cuestién (notar que este D contiene al D de la proposicién. El mismo ar-
gumento de la proposiciénpermite concluir que, para todot € {2,..., H}
y para todo w €

h(@(w) € int L% (D).

Un argumento analogo permite concluir que
h(® e int L% (D).
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Es decir, abusando de la notacién para escribir todas las restricciones de
igualdad del problema estocastico en cuestién como una sola:

h(@ () € int L'(D).
Esto, combinado con el hecho de que
C(a) ={z € D| L' (z) = ¥ ()}

y el teorema [3.6] permite concluir que Cy(a) — C(a). Luego I', — T O

Los resultados anteriores con el teorema [1.12 entregan resultados de
sensibilidad de inmediato.

3.3.4. Calculo de una Solucién

Siguiendo los pasos de la subseccién [3.3.2

1. Primero se calcula alguna estrategia 6ptima y* para el agente central.
Para ello, para cada a € A, se resuelve el problema del agente cen-
tral. Es un problema de programacién estocastica multietapa lineal
con espacio de probabilidad de cardinal finito. La via propuesta es la
descomposicién anidada de Benders. Varios refinamientos de esta via
se pueden encontrar en [Sil99].

2. Luego se calcula un equilibrio de Nash en estrategias mixtas para el
juego reducido en el que las empresas toman como dato la estrategia
6ptima del agente central antes calculada (y*). Aqui se utiliza EQUI-
LIBRIA.

3.4. Operacién Multiagente

El segundo modelo que se estudié en este trabajo es un acercamiento al
modelamiento de la operacién multiagente. Este modelo considera una etapa
de la operacion: multiples empresas informan a un agente central el precio
de la energia que ofrecen en cada una de sus centrales y, a continuacién, el
agente central decide la cantidad de energia que compra a las empresas de
modo de satisfacer la demanda y tomando en cuenta la red de transmision.
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3.4.1. Descripciéon del Modelo
Los agentes son ciertas empresas generadoras (¢ € G) y un agente cen-
tral.

La secuencia de eventos del juego es la siguiente:

1. Cada empresa generadora escoge privadamente un precio por central
y se lo comunican simultdneamente al agente central.

2. El agente central decide la operacién del sistema: flujos en la red (f)
y cantidades de energia que compra a las generadoras (q), sujeto a
restricciones de la red de transmision y satisfaccién de la demanda.

3. Las generadoras reciben ingreso por venta de energia menos costos de
generacién. El agente central paga a las generadoras la energia que
decidié comprarles.

Se supone que hay informacién completa.

El Agente Central

El problema del agente central es el siguiente, dados los precios ofrecidos
por las empresas generadoras (p*):

(f%& Q(q) "
con Q(g) == pia 4
iel

con I el conjunto de todas las centrales y C' un convexo cerrado no vacio
que representa las restricciones asociadas a la transmision y la satisfaccion
de la demanda.

Las Empresas Generadoras

Para g € G, el problema de la empresa generadora g es, dado y* =
(f*,q"), la decisién del agente central en funcién de los precios y p_g, la
decisién de las otras empresas generadoras:

*
max Ug(pg,P—g, Y
poC Py 9(Pg:P—g,Y")

con ug(pg, p—g,y"*) = Zpiqf(pg,p—g) = Ci(g; (g P—g))-
i€l,

36



con I, el conjunto de las centrales que pertenecen a g, Py C Rff el espacio
de estrategias asociado la empresa g (el espacio de precios), p; = (pi)icr, ¥
C; la funcion costos de generacién de la central 4, que se supone convexa.

Formulacién como Juego en Forma Normal

Sea P = ngg P, el espacio conjunto de estrategias de las empresas
generadoras. Sea B el conjunto de las funciones que a cada oferta de las em-
presas generadoras p le asocian una decision factible para el agente central,
es decir

B={y:P—C}.

Sea la funcién de utilidad del agente central 7 : P x B — R dada por

m(p,y) = —Q(y(p)).

Entonces I' = ({ P, }4eq, B, {ug}geq, ™) es un juego en forma normal.

Solucion

Una solucién de este modelo es un equilibrio de Nash del juego I' antes

descritd

3.4.2. Propiedades Basicas

En analogia con el modelo de inversiéon y operaciéon de la seccién [3.3
es facil ver que, si existe solucién, entonces ésta se puede construir de la
siguiente manera: se escoge una estrategia éptima (o dominante) del agente
central y* € B y luego se escoge un equilibrio de Nash del juego reducido
entre las empresas generadoragd 1}

FZ* = ({PQ}QGGv {ug(‘ay*)}gec)-

De acuerdo a la forma del problema del agente central (ecuacién , no es
dificil garantizar la existencia de una estrategia dominante para el agente
central, por ejemplo si C' es compacto, una condicién muy razonable en el
problema eléctrico, donde todas las variables representan magnitudes fisicas.

10Fste concepto de solucién es sélo una sugerencia o ejemplo. No es claro que sea el
buen concepto de solucién, puesto que no se ha garantizado existencia.

HEsto no es més que lo que se llama “induccién reversa” en el contexto de juegos
dindmicos (véase [Gib92])
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Sin embargo, hasta aqui llegan las analogias con el modelo de inversion y
operacién: ahora el juego I'” no es equivalente a la bisqueda de un equilibrio
de Nash en estrategias mixtas de un juego finito en forma normal. De hecho,
en general las funciones de utilidad ug4(-, ¥*) no tienen por qué ser continuas
(ni siquiera semi-continuas) ni convexas (ni siquiera cuasi-convexas) ya que
y* (que aparece en la funcién de utilidad de las empresas) no tiene necesa-
riamente esas propiedades y, en consecuencia, los resultados clésicos (como
el teorema no son claramente aplicables.

Aquellos teoremas cldsicos permiten concluir facilmente afirmaciones co-
mo la siguiente:

Proposicién 3.9 Supongase que cada empresa generadora posee exacta-
mente una central, que los costos son lineales (Cy(qq) = cqqq con cg > 0)
y que, para todo g € G, Py C [cg,—i—oo] es un convexo compacto no vacio.
Si existe y* = (f*,q*) estrategia optima del agente central continua tal que
para todo p_g4 se tiene qq4(-,p—g) concava continua decreciente dos veces di-
ferenciable, entonces existe solucion.

DEMOSTRACION. Basta verificar las hipétesis del teorema En efecto,
la tinica hipdtesis de tal teorema que no es evidente que se cumpla es la
concavidad de las funciones de utilidad de las empresas: u4. Pero, para g € G,

Ug(pg, P—g,y") = (Pg — ¢4)q3(Pg, P—g)

y, luego
ou 0
T;(pg,p_g,y*) = (pg — Cg)gq;(pgvp—g) + ¢y (Pg> P—g)
g g
O o) = (B — )P Dg) + 2 03, Pg) 0
a5 \PgyP—g:Y ) = \Pg — Cq) 75 5499\Pg> P— A 49\Pg;P—g) =
8p£2]g g g gapggg g 8pggg g
gracias a la concavidad y decrecimiento de q;(-, D—g)- O

Veremos a continuacién que, en realidad, la continuidad y la monotonia
son razonables.

Monotonia

Una condicién minima de consistencia es que el modelo esté de acuer-
do con la siguiente intuicién econdémica: “si yo, como empresa generadora,
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aumento algin precio (con todo lo demds constante), entonces el consumo
respectivo no puede aumentar”. De hecho, no se requiere ninguna condicion
especial acerca del problema del agente central (que decide cudnto consume)
para que ésta intuicién se realice siempre:

Proposicién 3.10 Sea C' C R™ convezro cerrado no vacio. Sea ¢* : R" =3
R" dada por

q"(p) = argmax p'q.
qeC

Entonces ¢* es mondtona maximal.
DEMOSTRACION. Se tiene que

q€q'(p) = p e Nc(g).

Es decir

Ng L— g
El corolario 12.8 de [RW9S] dice precisamente que N¢ es mondtono maximal
y, equivalentemente (ejercicio 12.8, [RW98]), N;' es monétono maximal. [J

Formulando la proposiciéon anterior en términos del efecto del compor-
tamiento del agente central ante una modificacion del precio, se tiene el
siguiente corolario:

Corolario 3.11 Sea C C R"™ convexo cerrado no vacio. Sea ¢* : R™ = R"
dada por

¢*(p) = argminp'q.
qeC

Sean i € {1,...,n}, p-i € R"™\, pj.pf € Ry q' € ¢'(pj,p-i), ¢ €
q*(p?,p—i). Entonces
pi<p?=aq} >

DEMOSTRACION. Por la proposicién se tiene p = ¢*(—p) mondtona.
Luego:

(¢" —¢*) - ((—=p") = (=p?*)) > 0.
Es decir
(¢i —@)(pi —p7) <0

a partir de lo cual la conclusién buscada es evidente. ]
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Continuidad

Una condicién razonable sobre el modelo puede garantizar que ¢*, las
cantidades que el agente central decide consumir como funcién del precio
p, es univaluada y continua. La condicién es que se consideren las pérdidas
cuadréticas en la transmisién y que exista a lo mas una central en cada nodo
de la red. Para obtener esta conclusion, se necesita un par de resultados y
definiciones previos (definicién 1.16, teorema 1.17 y ejercicio 5.22 de [RW98])
que se citan parcialmente y sin demostrar:

Definicién 3.12 Una funcion f : R® x R™ — R con valores f(z,u) tiene
conjuntos de nivel acotados en = localmente uniformemente en u si para
cada @ € R™ y o € R existe una vecindad V € N(u) y un conjunto acotado
B C R” tal que {z | f(x,u) < a} C B para todo u € V'; o, equivalentemente,
existe una vecindad V- € N(@) tal que el conjunto {(z,u) | u € V, f(z,u) <
a} es acotado en R™ x R™. (N (u) denota las vecindades de u)

Teorema 3.13 (minimizacién paramétrica) Sea

p(u) := igff(:c,u)

P(u) := argmin f(z,u),

en el caso de una funcion propia, s.c.i. f : R*xR™ — R tal que f(x,u) tiene
conjuntos de nivel acotados en x localmente uniformemente en w. Para que
p sea continua en un punto U con respecto a un conjunto U que contiene u,
una condicion suficiente es la existencia de algin € P(u) tal que f(Z,u)
es continua en u en el punto u con respecto a U.

Ejemplo 3.14 (multiaplicacién conjunto éptimo) Supdngase que

P(u) := argmin f(x,u)
x
para una funcion propia, s.c.i. f : R"xR™ — R con f(x,u) con conjuntos de
nivel acotados en x localmente uniformemente en w. Sea p(u) := inf, f(z,u)
y considérese un conjunto U C domp. Entonces, P es continua con respecto
a U en cualquier punto u € U donde P es univaluada y p es continua con
respecto a U.

Ahora, el resultado que nos interesa:
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Proposicién 3.15 Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Sea I C'V (nodos
en los que hay una central). Sea K, C E el conjunto de las aristas adyacentes
al vértice v. Supdngase que y* : RT = RF x R estd dada por (es decir, el
problema del agente central tiene la forma siguiente):

y*(p) = argminp'q (3.5)
(f.9)eC

con

C={(f,9) eR® xR’

1 ‘
Doreplit Y fetdi<a i€l (3.6)
ecK; ecK;
1 .
Z 7"e§f62+ Z fe+di <0 1€ V\I,
eckK; e€K;

—f<f<f0<q<q}

donde fo >0, ro > 0 (resistencia) para todo e € E, @ > 0 para todo i € I,
y dy > 0 (demanda) para todo v € V. Supdngase ademds que este problema
es factible.

Entonces ¢*(p) : RT = R! dada por ¢*(p) = proyg: (y*(p)) es univaluada
y continua en todo p € int Ri. (proyc-(a) denota la proyeccion de a sobre
un convezo cerrado C')

DEMOSTRACION. Sea p € int Ri. Se tiene que las restricciones (de ba-
lance de energia en cada vértices con central) estdn activas en el 6ptimo

Supédngase, sin pérdida de generalidad, que K; # & para todo i € I. (Si
algin K; = @, entonces el nodo i estd aislado y ¢ (p) = d;.)

Sea K = J;c; K; (aristas adyacentes a centrales). Definiendo D =
proyrx (C) v g : RE x RT — R, dada por

90 = S [ S reg 24 Y fer ],
i€l ecK; ecK;
el problema

min 9(f:p) (3.7)

128§ no, hay un exceso de energia en algiin nodo y, en consecuencia, se pueden reducir
los costos enviando menos energia a ese nodo.
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es equivalente a en el siguiente sentido: Si (f,q) resuelve entonces
proyrx (f) resuelve Reciprocamente, si f resuelve entonces cualquier
preimagen de f via proypx () resuelve

Ahora, notar que la funcién objetivo g de es estrictamente convexa
(de hecho es lineal-cuadrética) y su conjunto factible es convexo, luego este
problema tiene solucién tdnica, digamos f*(p). Ademds, f* es continua para

p € int ]Rfr en virtud del teorema y el ejemplo En efecto, g, la
funcién objetivo del problema es continua, tanto en la variable f como

en el pardmetro p. Ademas, la condicién de ser a conjuntos de nivel acotados
en f localmente uniformemente en p es inmediata, dado que D es compacto.

En consecuencia, ¢*(p) es univaluada y continua pues estd dada por:

G0 = Y g F2WP + Y £10) + s

ecK; ecK;
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Capitulo 4

Conclusion

En esencia, se puede decir que se lograron algunos avances relevantes
para el logro de los objetivos especificos de este trabajo.

En primer lugar, se cre6 una herramienta de cédlculo de equilibrios de
Nash de juegos en forma normal, EQUILIBRIA, basada en una extension del
método de Newton al caso no diferenciable. Resumidamente, se replanteé el
problema de calcular un equilibrio como el de resolver un problema de com-
plementaridad mixto, el cual fue resuelto con el solver PATH. En pruebas
informales, EQUILIBRIA resultd ser mas rapido que otro software preexisten-
te (GamBIT, [MMT, MMT00]) basado en los algoritmos de calculo de punto
fijo de Scarf. Esto no es tan sorprendente si se considera que en el algorit-
mo de Scarf estd garantizada la convergencia, mientras que en EQUILIBRIA
no. Sin embargo, en esas mismas pruebas, nunca se observé que GAMBIT
convergiera y EQUILIBRIA no.

En segundo lugar, se estudiaron 2 modelos del mercado de energia eléctri-
ca con algin grado de competencia.

El primer modelo contempla empresas generadoras que toman decisio-
nes de inversién, y, a continuacién, un agente central que, dada la inversion,
decide la operacién del sistema que minimiza los costos totales, de modo
de satisfacer la demanda. Cada uno de ellos enfrenta entonces los costos o
utilidades asociados a sus decisiones y las de los demas. Se consider6 como
solucién un equilibrio de Nash de este juego. En este modelo, se probé que
existe una soluciéon como esa y un resultado de sensibilidad: que la conver-
gencia de los datos del modelo a un cierto limite implica que las soluciones
asociadas, si se acumulan, entonces se acumulan en torno a una solucién del
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modelo limite. Ademads, se propone una via de cdlculo de una solucién de
este modelo.

El segundo modelo se refiere a la operacion competitiva o multiagente:
cierto numero de empresas generadoras comunican a una agente central el
precio que cobran por la energia en cada una de sus centrales de generacién;
luego, de acuerdo a esos precios, el agente central decide cudnta energia
debe inyectar cada central a la red, de modo de satisfacer la demanda.
Como solucién a este modelo se propone el equilibrio de Nash de tal juego.
Con respecto a la existencia, se observa que depende fundamentalmente del
comportamiento o decisiéon del agente central como funcién del precio. Se
prueban 2 propiedades: que las cantidades que el agente central demanda
son monotonas y continuas con respecto al precio.

Los resultados presentados en torno a estos modelos no son versiones
definitivas en términos de generalidad o potencia, sino que son ejemplos
concretos de los resultados que es posible obtener en esta clase de modelos
con los teoremas y técnicas en torno a existencia y sensibilidad de equilibrios
de Nash.

Hay varias tareas que, de ser completadas, satisfarian grandemente los
objetivos. Algunas de estas tareas son descritas a continuacion.

4.1. Ideas para Trabajos Futuros
Acerca de la Sensibilidad de Equilibrios de Nash

= Obtener una versién cuantitativa (es decir, métrica) del teorema de
sensibilidad de Jofré y Wets. Si se siguiera el mismo camino que se
usé para probar el resultado existente, entonces una dificultad parti-
cular que aparece es que la demostracion pasa por un resultado de
convergencia de puntos max-inf, el que se apoya en la nocién de con-
vergencia “lopsided” (asimétrica), para la cual no existe una caracte-
rizacién métrica apropiada.

= Generalizar, dentro de lo posible, las conclusiones del teorema de Har-
sanyi al caso de juegos no necesariamente finitos. La demostraciéon de
Harsanyi no es necesariamente un buen punto de partida, pues utiliza
de manera fundamental el hecho de que esta en el contexto de juegos
finitos.
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Acerca del Calculo de Equilibrios

= Probar algin resultado acerca de la convergencia de la estrategia desa-
rrollada. En [DF93] se senalan las hipétesis bajo las cuales PATH con-
verge a una solucion del problema de complementaridad mixta que se
le plantea y la velocidad a la cual lo hace.

= Portar la implementacion a un lenguaje mas eficiente.

» Estudiar e implementar la siguiente estrategia (descrita en [FP97])
para el caso de juegos finitos en forma normal:

De acuerdo a la seccién sea ' = (®q,...,P,, Ry,..., R,) un juego
finito en forma normal con vector de utilidad r. Entonces p € A es
equilibrio de Nash en estrategias mixtas de I' si y sélo si p resuelve
VI(F,[];e;Aj); con Fj(p) :== —45(r,p). Este problema, a su vez, es
equivalente a un problema de complementaridad mixto si se introducen
multiplicadores: VI(F, [l,u]NX) con X = {z | Az = b} y A una matriz
de m x n es equivalente a VI(H, [l,u] x R™) con

H(z,\) = (F Eﬁ;fﬁ) .

Acerca de los Modelos del Mercado

= Disponer de una implementaciéon del modelo de inversién multiagente
y operacién monoagente presentado en la seccién [3.3] Una dificultad
practica que presenta esta tarea es el tamano del problema que resulta
de una implementacién ingenua: en el caso de etapas anuales con un
horizonte de planificaciéon de 10 anos y con 10 escenarios hidrolégicos
por etapa, el problema tendra 100 escenarios, lo cual implica una
cantidad de variables inmanejable.

= Disponer de un modelo de la operacién de un mercado de energia
eléctrica competitivo, cercano a la realidad y con un fundamento ma-
teméatico adecuado (existencia, sensibilidad, cdlculo, etc.). Parte de la
dificultad de este problema radica en que, en un juego tipo subasta
como éste, las funciones de utilidad de los jugadores no tienen por
qué ser continuas ni convexas (basta pensar en lo que ocurre en una
subasta cuando la postura de 2 jugadores es la misma). Un camino a
seguir podria ser la aplicaciéon o extensién de los resultados y ejemplos
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de existencia de equilibrio de Nash de juegos discontinuos presentados
en [Ren99].
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