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1. Aufgabe (10 Punkte)

Bringen Sie die folgende Matrix in ganzzahlige Normalform, indem Sie das Verfahren aus
dem Existenzbeweis verwenden:

60 12 24 30
2 10 4 9
1 8 4 6


2. Aufgabe (10 Punkte)

Beweisen Sie die folgende „nichtnegative Variante“ des ganzzahligen Farkas-Lemmas:

Die MengeS = { x ∈ Zn
: Ax = b } ist genau dann leer, wenn es einen

nichtnegativenVektory ∈ Qm
+

mit y>A ∈ Zn undy>b /∈ Z gibt.

3. Aufgabe (10 Punkte)

Eine rationale MatrixA ∈ Qm×n ist in Hermite-Normalform(HNF), wenn sie die Gestalt
[B, 0] hat, wobeiB ∈ Qm×m

+ eine reguläre Matrix mit nichtnegativen Einträgen ist und in
jeder Zeile der eindeutig bestimmte maximale Eintrag auf der Hauptdiagonalen sitzt.

Zeigen Sie:

(a) Jede rationale Matrix mit vollem Zeilenrang kann mit elementaren Spaltenoperationen
in Hermite-Normalform gebracht werden.

(b) Die Hermite-Normalform einer Matrix ist eindeutig bestimmt. (Hinweis: Seien[B, 0]
und [B′, 0] zwei verschiedene Hermite-Normalformen der MatrixA. Sei i minimal
mit Bi, j 6= B′i, j für ein j . Betrachte nun den GittervektorB•, j − B′

•, j .)



4. Aufgabe (10 Punkte)

Beweisen Sie Proposition 7.1 (Eigenschaften der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) der
Vorlesung.

5. Aufgabe (10 Punkte)

Sei L ⊆ R2 ein Gitter, gegeben durch eine Basisc1, c2
∈ R2. Das folgende Verfahren

heißt60◦-Algorithmus von Gauß:

1. Sei‖c1
‖ ≤ ‖c2

‖.

2. Setzec2
← c2

−

[
(c1)>c2

‖c1‖2

]
c1, wobei[·] Runden zur nächsten ganzen Zahl bedeutet.

3. Wenn‖c2
‖ < ‖c1

‖, so vertauschec1 undc2 und gehe zu 2.

4. Gibb1
= c1 undb2

= c2 aus.

Zeigen Sie: Das Verfahren berechnet in endlich vielen Schritten eine Basisb1, b2 von L
mit den Eigenschaften:

(i)
∣∣(b1)>b2

∣∣ ≤ 1
2‖b

1
‖

2,

(ii) ‖b1
‖ = min{ ‖b‖ : 0 6= b ∈ L }.

6. Aufgabe (10 Punkte)

Seienb1, . . . , bn
∈ Rn linear unabhängig undL = L(b1, . . . , bn) ⊆ Rn. Zeigen Sie die

Hadamardsche Ungleichung

detL ≤
n∏

i=1

‖bi
‖.

Zeigen Sie weiterhin: Diese Ungleichung ist genau dann mit Gleichheit erfüllt, wenn die
Vektorenb1, . . . , bn paarweise orthogonal sind.

7. Aufgabe (10 Punkte)

Berechnen Sie eine reduzierte Basis des GittersL = L(b1, b2, b3), wobei

b1
=

−10
1
71

 , b2
=

−2
5
7

 , b3
=

 23
−14

9

 .

8. Aufgabe (10 Punkte)

Geben Sie einen effizienten Algorithmus an, der für eine MatrixA ∈ Zm×n mit vollem
Zeilenrang einen Vektorx ∈ Zn

\{0}mit Ax = 0bestimmt. Verwenden Sienichtdie ganz-
zahlige Normalform. (Hinweis: Berechnen Sie eine reduzierte Basis für ein bestimmtes



Gitter, das etwas mitA zu tun hat, und zeigen Sie dann, daßb1 eine Lösung ist, indem Sie
die Abschätzung für die Länge des ersten Basisvektors verwenden.)

9. Aufgabe (10 Punkte)

Das Problem dersimultanen diophantischen Approximationlautet wie folgt:

Gegeben seien rationale Zahlenα1, . . . , αn ∈ Q, 0 < ε < 1 und eine ganze
Zahl N > 1. Findep1, . . . , pn ∈ Z undq ∈ N mit 0 < q ≤ N, so daß gilt:∣∣∣αi −

pi

q

∣∣∣ <
ε

q
für i ∈ {1, . . . , n},

oder entscheide, daß eine solche Approximation nicht existiert.

Es wurde von Dirichlet (1842) gezeigt, daß es fürN ≥ ε−n immer eine Lösung gibt. Das
Problem ist aber NP-vollständig.

Zeigen Sie, daß es fürN ≥ 2n(n+1)/4ε−n einen Algorithmus gibt, der das Problem in
polynomieller Zeit löst.


