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10. Aufgabe (10 Punkte)

SeienC ein spitzer polyedrischer Kegel,C ∩ Zn
= S und H = {h1, . . . , hm

} die ganz-
zahlige Basis vonS. Seix ∈ S.

Zeigen Sie: Das lineare Optimierungsproblem

max
m∑

i =1

λi :

m∑
i =1

λi hi
= x, λ1, . . . , λm ≥ 0

ist zulässig und beschränkt, und es gibt eine Optimallösungλ∗ mit höchstensn von Null
verschiedenen Komponenten.

11. Aufgabe (10 Punkte)

Wir betrachten das IP
max c>x

s.t. x ∈ S = { x ∈ Zn
: Ax ≤ b }

(∗)

mit c ∈ Zn, A ∈ Zm×n und b ∈ Zm. SeienO1, . . . , O2m die Orthanten desRm. Für
j ∈ {1, . . . , 2m

} seien
C j = { x ∈ Rn

: Ax ∈ O j }

und H j ein ganzzahliges Erzeugendensystem vonC j ∩ Zn. Zeigen Sie, daßx ∈ S eine
Optimallösung von (∗) genau dann ist, wenn für jeden Vektorh ∈

⋃2m

j =1 H j eine der
folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) c>h ≤ 0,

(b) c>h > 0 undx + h /∈ S.

12. Aufgabe (10 Punkte)

Zeigen Sie, daß es für jedesn ∈ N einen rationalen polyedrischen KegelC ⊆ Rn und
einen ganzzahligen Vektorx ∈ C ∩ Zn gibt, so daßn + bn/6c Elemente der ganzzahligen



Basis vonC∩Zn erforderlich sind, umx als nichtnegative ganzzahlige Linearkombination
darzustellen.

(Hinweis: Verwenden Sie das 6dimensionale Beispiel aus der Vorlesung.)

13. Aufgabe (10 Punkte)

SeienC = cone{v1, . . . , vm
} mit vi

∈ Zn für i ∈ {1, . . . , m} ein spitzer rationaler po-
lyedrischer Kegel undH die ganzzahlige Basis vonS = C ∩ Zn. Für h ∈ H heißt die
Zahl

hC(h) = min
{ m∑

i =1

λi : h =

m∑
i =1

λi vi , λi ≥ 0 für i = 1, . . . , m
}

dieHöhedes Basiselementsh. Weiterhin sei

γ (C) = max{ hC(h) : h ∈ H }

dieHöheder ganzzahligen BasisH .

Zeigen Sie, daßhC(h) < n für alleh ∈ H gilt, alsoγ (C) < n ist.

14. Aufgabe (10 Punkte)

Seienp ∈ Z+ und

C = cone

{(
1
0

)
,

(
1
p

)}
.

In derVorlesung (Beispiel 7.4) wurde gezeigt, daß die ganzzahlige BasisH vonS = C∩Z2

gleich { (
1
x

)
: x ∈ {0, . . . , p}

}
ist.

Zeigen Sie, daßhC(h) < 1 für alleh ∈ H gilt.

15. Aufgabe (10 Punkte)

Seienr ∈ N und

C = cone
{
e1, . . . , en−1, r en

+

n−1∑
i =1

ei
}
,

wobeiei der i -te Einheitsvektor imRn ist.

(a) Zeigen Sie, daß der Vektorh = (1, . . . , 1)> ein Element der ganzzahligen Basis
vonC ∩ Zn ist.

(b) Berechnen Sie die HöhehC(h).



16. Aufgabe (10 Punkte)

Beweisen Sie Satz 7.8 (b) der Vorlesung:

SeienA ∈ Zm×n, b ∈ Zm,

P = { x ∈ Rn
+

: Ax ≤ b } und S = P ∩ Zn.

Wenn ein endliches ganzzahliges Erzeugendensystem vonS existiert, dann gibt es eine
eindeutig bestimmte ganzzahlige Basis vonS.

17. Aufgabe (10 Punkte)

Berechnen Sie ein ganzzahliges Erzeugendensystem der Menge

S =
{

x ∈ Z4
+

: x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 ≤ 2
}
.

18. Aufgabe (10 Punkte)

Zeigen Sie, daß das folgende Problem NP-vollständig ist:

SeienC ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel undx ∈ C ∩ Zn. Ist x eine
nichtnegative ganzzahlige Linearkombination von Elementen von(C ∩Zn) \

{0, x}?

Anleitung: Es sei bekannt, daß das folgendeZahlenpartitionierungsproblemNP-vollständig
ist:

Sei a1, . . . , ad natürliche Zahlen. Gibt es eine MengeJ ⊆ {1, . . . , d} mit∑
i ∈J ai =

∑
i /∈J ai ?

Es sei nun eine Instanz des Zahlenpartitionierungsproblems gegeben. Seiena = (a1, . . . , ad)
>,

b =
1
2

∑d
i =1 ai und

P =
{

x ∈ {0, 1}
d

: a>x = b
}
.

Weiterhin seienC der spitze Kegel

C =

{
x ∈ Rd+1

+
:

d∑
i =1

ai xi − bxn+1 = 0
}

undS = C ∩ Zd+1.

Zeigen Sie, daßP 6= ∅ genau dann ist, wenn der Vektorh = (1, . . . , 1, 2)>
∈ S eine

nichtnegative ganzzahlige Linearkombination von Elementen vonS\ {0, x} ist.



19. Aufgabe (10 Punkte)

(TDI-Beschreibung des Knapsacks mit Teilbarkeiten.) Seiena1, . . . , an, b ∈ Z+ \ {0} mit
a j

∣∣a j +1 für j = 1, . . . , n − 1. Zeigen Sie: Das folgende System ist TDI:

x1 +
a2
a1

x2 + . . . +
an
a1

xn ≤ b
b
a1

c

x2 + . . . +
an
a2

xn ≤ b
b
a2

c

. . .

xn ≤ b
b
an

c

−x1 ≤ 0

−x2 ≤ 0
. . .

−xn ≤ 0

20. Aufgabe (10 Punkte)

Sei P = conv
{(

0
0

)
,
(

1
2

)
,
(

2
0

)}
. Finden Sie eine TDI-Beschreibung vonP, d.h. eine

ganzzahlige MatrixA und einen ganzzahligen Vektorb, so daßAx ≤ b ein TDI-System
ist undP =

{
x ∈ R2

: Ax ≤ b
}

ist.


