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10. Aufgabe (10 Punkte)

SeienC ein spitzer polyedrischer Kegel, N Z" = SundH = {h, ... h™} die ganz-
zahlige Basis vors. Seix € S.

Zeigen Sie: Das lineare Optimierungsproblem
m m )
max) At Ahli =X, A ... Am=0
i=1 i=1

ist zulassig und beschrénkt, und es gibt eine Optimalldgtingit hdchstens von Null
verschiedenen Komponenten.

11. Aufgabe (10 Punkte)

Wir betrachten das IP
max c'x

st. xeS={xeZ":Ax <b}

mitc e Z", A € Z™" undb € ZM. SeienOy, ..., O die Orthanten de®™. Fir
j e{d,...,2M} seien

(%)

Cj={XERn:AX€Oj}

und H; ein ganzzahliges Erzeugendensystem €@pm Z". Zeigen Sie, da € Seine
Optimallésung von %) genau dann ist, wenn fir jeden Vektore UJ?L H; eine der
folgenden Bedingungen erfillt ist:

(@) c"Th <0,
(b) c’h>0undx+h¢s.

12. Aufgabe (10 Punkte)

Zeigen Sie, dal} es fur jedese N einen rationalen polyedrischen KedgglC R" und
einen ganzzahligen Vektare C N Z" gibt, so daf® + |[n/6] Elemente der ganzzahligen



Basis vorCNZ" erforderlich sind, unx als nichtnegative ganzzahlige Linearkombination
darzustellen.

(Hinweis: Verwenden Sie das 6dimensionale Beispiel aus der Vorlesung.)
13. Aufgabe (10 Punkte)

SeienC = congv?,...,v™ mitvl € Z"furi e {1,..., m} ein spitzer rationaler po-
lyedrischer Kegel undH die ganzzahlige Basis voB = C N Z". Firh € H heif3t die
Zahl

m m
hc(h):min{ZAi th=Y"nv, & = Ofiiri :1,...,m}

i=1 i=1
die Hohedes Basiselements Weiterhin sei

y(C) =maxhc(h):he H)

die Hoheder ganzzahligen Basls.
Zeigen Sie, daBc(h) < nfuralleh € H gilt, alsoy (C) < nist.
14. Aufgabe (10 Punkte)

o) (3]

In der Vorlesung (Beispiel 7.4) wurde gezeigt, daR die ganzzahlige Bagis S = CNZ2

gleich
{(i):xe{o,...,p}}

Zeigen Sie, daB¢(h) < 1fir alleh € H gilt.
15. Aufgabe (10 Punkte)

Seienp € Z, und

ist.

Seienr € N und .
ne

C=cone{e1,...,e”‘1,re”+2ej},
i=1

wobeié deri-te Einheitsvektor inR" ist.

(a) Zeigen Sie, daR der Vekttr = (1,...,1)" ein Element der ganzzahligen Basis
vonC N Z"ist.

(b) Berechnen Sie die Hole: (h).



16. Aufgabe (10 Punkte)
Beweisen Sie Satz 7.8 (b) der Vorlesung:

SeienA € Z™" b e ZM,
P={xeRl:Ax<b} und S=PNZ"

Wenn ein endliches ganzzahliges Erzeugendensystenswxistiert, dann gibt es eine
eindeutig bestimmte ganzzahlige Basis Wn
17. Aufgabe (10 Punkte)

Berechnen Sie ein ganzzahliges Erzeugendensystem der Menge

S={xe€Z% : x4 2% — 3x3 + 5x4 < 2}.

18. Aufgabe (10 Punkte)
Zeigen Sie, dal3 das folgende Problem NP-vollstandig ist:

SeienC ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel und C N Z". Istx eine
nichtnegative ganzzahlige Linearkombination von Elementen@nzZ") \
{0, x}?

Anleitung: Es seibekannt, dal3 das folge@dlenpartitionierungsprobleidP-vollstandig
ist:

Seia, ..., aq natlrliche Zahlen. Gibt es eine MendeC {1, ..., d} mit

Dicsd =g a?

Es seinuneine Instanz des Zahlenpartitionierungsproblems gegebera Sefan . .., ag) T,
b=1Y", 4 und
P={xe{0,1}%:a'x=b}.

Weiterhin seierC der spitze Kegel

d
C= {xe Ri“:Za;xi —bxn+1=0}
i1

undS= C nZzd+1,

Zeigen Sie, da® # # genau dann ist, wenn der Vektor= (1,...,1,2)"7 € Seine
nichtnegative ganzzahlige Linearkombination von ElementenS/of0, x} ist.



19. Aufgabe (10 Punkte)

(TDI-Beschreibung des Knapsacks mit Teilbarkeiten.) Sejen. ., a,, b € Z, \ {0} mit
a, |aj+1 fur j =1,...,n— 1. Zeigen Sie: Das folgende System ist TDI:

i+ 2x + .+ B < |2
X2 + ...+ By, < |2
X, < (2]
—X1 < 0
—X2 < 0
Xy < 0
20. Aufgabe (10 Punkte)

Sei P = conv{(3).(3).(3)}. Finden Sie eine TDI-Beschreibung véh d.h. eine
ganzzahlige MatriXA und einen ganzzahligen Vektbr so dafAx < b ein TDI-System
istundP = {x e R?: Ax < b} ist.



