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UBER EINEN SATZ VON KLEE UND STRASZEWICZ

Rocer J.-B. WETS, Koun

Einige der niitzlichsten und schonsten Anwendungen der Konvexi-
titstheorie haben ihre Ursache in den Darstellungssiitzen sowie den Siit-
zen von Herry, CaratHEODORY, Bisnor-pe Lepuw, CHoqueT u.a. [4].
Einer der bekanntesten Satze ist der Satz von Krein-MiLman.

.  Kremw-Mmiman. Sei C eine kompakte, konvexe Teilmenge eines
normierten linearen Raumes E . Dann ist C die konvexe Hiille der ex-
tremen Punkte von C,d. h. C = konext C.

Nach Definition ist x €ext C, wenn x nicht in der konvexe Hiille
anderer Punkte von C ist, d. h. falls x & kon (C\|x}).

Fiir verschiedene Anwendungen ist es jedoch oft leichter, den Satz
von Kiee-Straszewicz zu benutzen. In diesem Satz wird der Begriff des
exponierten Punktes verwendet. Exponierte Punkte sind oft leichter zu
charakterisieren als extreme Punkte. Ein Punkt x ist ein exponierter
Punkt einer nicht leeren, konvexen Menge C, x € exp C , wenn es eine
Stitzhyperebene H von C gibt, derart daft H N C = (x) . Jeder expo-
nierte Punkt ist auch ein extremer Punkt, aber das Gegenteil ist nicht
richtig. In Bild 1 ist x ein extremer Punkt, aber kein exponierter Punkt.
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2.  Kiee-Straszewrcz. Essei C eine nicht leere konvexe, kompakte
Teilmenge eines normierten linearen Raumes E . Dannist C die Ab-
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schlieBung der konvexen Hiille der exponierten Punkte von C , d. h.
C=Ab kon exp C.

Der erste Beweis wurde von Straszewicz fiir endlich dimensionale
Riume E gegeben [5]. KLee bewies den Satz fir normierte lineare
Riume [2]. Diese Beweise sind auf folgendem Trennungssatz aufgebaut
(siche z. B. [1]).

3.  Hyperebenen-Trennungssatz. Sei C eine nicht leere kompakte,
konvexe Teilmenge eines normierten linearen Raumes E und p ein
Punkt von E mit p &€ C. Dann gibt ¢s eine Hyperebene H , derart
daft C in einem der durch H definierten offenen Halbriume enthalten
istund p in dem anderen.

Bild 2

In dieser kurzen Darstellung wollen wir einen anderen Beweis ge-
ben, der auf einem Satz {iber die Trennung kompakter, konvexer Men-
gen durch Kugeln beruht. Diese Art des Vorgehens ergibt einen einfa-
chen und intuitiven Beweis des Satzes von Kiee-Straszewicz. Wir wur-
den hierzu durch die Arbeit von P. Moore [3] iiber verschiedene Ver-
allgemeinerungen des Begriffes der Konvexitiit angeregt.

Wir arbeiten hier mit einem Euklidischen Raum E . Es ist aber
einfach, den Beweis auf normierte Rume zu verallgemeinern, bei denen
die Kugeln ,,smooth* und |, rotund* sind. Zu einer Hyperebene
H={x|{x* x}=a] (x*+0) in E gehdren zwei offene Halbriume,
die wir mit H" und H™ bezeichnen. Die Euklidische Norm schreiben
wirals || * || , und die Einheitskugel sei B . Wenn also y €E und
d [0, e ,dann ist y +dB eine Kugel mit Zentrum y und Radius
d . Den Rand einer Menge S bezeichnen wir mit 25 .



Liber einen Satz von Klee und Straszewlez 187

4. Hilfssarz. Sei 8§ CE nicht leer, kompakt und H = x| {x* x}) =]
eine Hyperebene mit H* 2 5. Dann gibt es ein v €E und eine Zahl
dE[0, e derart, dafs H" Dy +dB D kon §.

Bild 3

Beweis: Aus H' 2§ folgt H* 2 kon S . Auferdem ist kon 8
kompakt (vel. den Satz von Krein-Micsan (1)). Sei z € kon § mit
{x*,z)=Min|[{x* x) IxEkon 5/ . Dannist z €3 kon § nach (3).
Sei o> 0 der Abstand zwischen H und z . Da (x*, z} = (x*, x} fir
alle x€kon S, gilt a=MinMin j|[x-y | |x ekonS,y e H} . Setze

Xy

y=z+d (x*)T und d=d'|Ix*|| +8 mit d" € [0, + o[ und g e [0, al
Es ist klar, dats H"2 y +dB. Es bleibt nun zu zeigen, daf es d und g
gibt mit y+dB 2D conS.d h.mit |x-v| =d firalle xecon §
oder |x—z—d (x*)T > <(d ||x*|| + ). Dies kénnen wir auch
schreiben als ||x-z 12 = 2d {(x* x-z}+ 28d || x*| + 5%. Die letzte
Ungleichung gilt sicher, wenn Max {||x - zl|? | xe kon S| <

Min [2d {(x*,x-z)Ix e kon 8} + 28d || x*| +* . Da konS kom-
pakt ist, ist Max endlich, etwa gleich M , und

Min i2d (x* x-z) |x e kon S} = 0. Wihlt man daher ein § ¢ ]0, af
und d = M28([x*|))7!, sofolgt v+dB D kon§.

5. Kugel-Trennungssatz. Sei C nicht leer, kompakt und konvex und
p ein Punkt in E mit p€ C. Dann gibt es eine Kugel mit Zentrum v
und Radius d , derart da C und p strikt getrennt sind durch den
Rand der Kugelund C Cy+ dB,

Beweis: Da p&C und C kompakt ist, gibt es eine Hyperebene
H, welche p und C strikt trennt, p€EH™ und C CH',s. (3). Nun
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folgt mit Hilfssatz (4), daf es eine Kugel y +dB mit CCy+dBCH’
gibt.

6. Folgesatz. Sei S nicht leer, kompakt. Dann ist kon 8 =
Miy+dB|y+dB>5},

Beweis: Nach (1) ist kon S kompakt. Aus der Definition der
konvexen Hiille folgt ken SCL=nNfy+dB |y +dB 25}. Um die
andere Richtung zu beweisen, sei q € L aber q & kon 5. Dann gibt
es eine Kugel ¥+ dB, welche q und kon 5 strikt trennt mit
CC¥ +dB, s (5). Das ist ein Widerspruch, also gilt
konS2>niy+dB ly+dB 285},

7. Hilfssatz. Sei C nicht leer, kompakt, konvex, und C Cy+dB.
Dannist xSexpC Ny +dB), falls x€CNaly+dB).

Bild 4

Beweis: Offensichtlich ist x € 8 (v + dB) genau dann, wenn
x Eexp (v +dB) . Es gibt ¢ine Hyperebene H mit HN (y + dB) =ix].
Wegen CCy+dB und xECNad(y+dB) folgt HNC=jx}.

8. Hilfssatz, Sei C nicht leer, kompakt, konvex, und
Cnlzle€Ey+dBl+#@. Dannist expCnijz lz€y+dBl #0.

Beweis: Sei d'=Max lllx-v|l | xECl.Da C kompakt ist, ist
d" endlich, und es existiert ein vEC mit d"=||v-v| . Man beachte,
dafs vECN {z |z y + dB| . Es bleibt zu zeigen, dafh v € exp C. Nun
gilt CCy+d'B.Da veCna(y+dB), sofolgtnach (7) vEexpC.

9. Beweis von (2): Wir haben K=AbkonexpC CkonextC=C
nach (1). Wir beweisen nun K 2 C . Nehmen wir an, daf ein x €C
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5 Bild 5

existiert mit x € K. Da K kompakt ist, folgt aus (5) die Existenz von
yEE und d€[0,5] mit KCy+dB und x€éy+dB,d. h.
lzlzgy+dBINC+0. Wegen (8) giltdann expCNjzlzedy+dBl £0,
d.h. Knjzlzgdy+dBl # 0. Dies steht im Widerspruch zu K C y + dB,
alsogilt K 2C.
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