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	  	  	  Magne'c	  Resonance	  scanner	  Portable	  3D	  scanner	  

Mo'va'on	  and	  Problems	  



Laplace-‐Beltrami	  Eigen-‐system	  

! 

	  Example:	  Fourier	  basis	  and	  spherical	  harmonics	  
	  

Fourier	  basis	   Spherical	  harmonics	  



Computa'on	  of	  Laplace-‐Beltrami	  Eigen-‐system	  

Ø  Implicit	  approach:	  Level	  set	  method	  	  

Ø  Triangle	  mesh	  based	  method	  

Ø  Point	  cloud	  based	  method,	  PDEs	  on	  high	  dimensional	  manifolds.	  	  

	  	  N=5	  	  	  N=10	  	  	  N=1	  

Ø  Closest	  point	  method.	  [C.	  Macdonald-‐J.	  Brandman-‐S.	  Ruuth]	  



Rela'on	  between	  LB	  Eigen-‐system	  and	  surface	  geometry	  

Ø  Asympto'cal	  behavior	  [Weyl,	  1910]	  
	  

Ø  Inverse	  spectral	  problem:	  Can	  one	  hear	  the	  shape	  of	  a	  drum?	  [Kac’66]	  
	   §  Heat	  trace	  asympto'c	  expansion:	  	  

§ 	  	  	  Isospectral	  surfaces.	  LB	  eigenvalues	  
	  	  	  	  	  	  can	  not	  uniquely	  determine	  a	  surface.	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
[Milnor,Sunada,	  Gordon-‐Webb-‐Wolpert	  et	  al.]	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

Ø  Shape	  DNA[Reuter’06],	  Heat	  kernel	  signature	  [Sun-‐Ovsjanikov-‐Guibas’09]	  
	  



Rela'on	  between	  LB	  Eigen-‐system	  and	  surface	  geometry	  
Ø  Nodal	  curves	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  are	  smooth	  curves	  on	  	  	  	  	  	  	  	  [S.Y.Cheng,	  1976]	  ,	  the	  connected	  

components	  of	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  called	  the	  k-‐th	  nodal	  number,	  	  which	  is	  between	  2	  
and	  k	  [Courant	  nodal	  domain	  theorem].	  The	  LB	  nodal	  counts	  can	  be	  used	  as	  	  
complementary	  of	  LB	  eigenvalues.	  [Gnutzmann-‐Karageorge-‐Smilansky	  2005,	  Lai-‐Shi-‐
Toga-‐Chan’09]	  

	  

!k
!1(0)

Ø  LB	  eigenfunc'ons	  are	  Morse	  func'ons	  [Uhlenbeck’76],	  
	  	  	  	  	  	  

Morse-‐Smale	  complex.	  [Quadrangula'on,	  Dong	  et	  al.’06]	   Skeleton	  construc'on	  using	  Reeb	  graphs	  
[Shi-‐Lai-‐Krishna-‐Sicoee-‐Dinov-‐Toga,08]	  



Rela'on	  between	  LB	  Eigen-‐system	  and	  surface	  geometry	  

Unified	  Analysis	  of	  Geometric	  and	  Topological	  Outliers	  for	  Cor'cal	  
Surface	  Reconstruc'on.	  [Shi-‐Lai-‐Toga]	  

Automated	  Corpus	  Callosum	  Extrac'on.	  [Shi-‐Lai-‐Toga’11]	  



LB	  Eigen-‐system	  and	  registra'on	  for	  near	  isometric	  surfaces	  
Ø  A	  Riemannian	  manifold	  can	  be	  uniquely	  determined	  by	  its	  LB	  eigenvalues	  +	  

eigenfunc'ons	  

	  
	  
	  
	  
	  

	  



	  	  

Local	  paeern	  recogni'on/iden'fica'on	  

Sulci	  regions	  iden'fica'on	  [Lai-‐Shi-‐Toga-‐Chan]	  

Registra'on	  between	  near	  isometric	  surfaces	  

[Lai-‐Shi-‐Toga-‐Chan,	  Bronstein-‐Kimmel	  et.al]	  



	  	  

Registra'on	  between	  non-‐isometric	  surfaces	  

Correspondence?	  

u  	  	  	  	  Non-‐rigid	  
	  
u 	  	  	  	  Non-‐isometric	  	  

Challenges:	  
	  



Ø  Non-‐isometric	  differences	  
•  Distance	  in	  the	  embedding	  space	  
•  Leads	  to	  ar'fact	  in	  surface	  mapping	  	  

Non-‐isometric	  shape	  differences	  

Large	  
distor,on	  in	  
triangles	  

4，5，6，7-‐th	  eigenfunc'ons	  

M1

M2



Cor'cal	  Examples	  
Original	  EF	  on	  M1	   Original	  EF	  on	  M2	  

3rd	  EF	  

6th	  EF	  



Non-‐isometric	  shape	  differences	  

Ø 	  Strategy:	  deform	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  to	  	  M1 M2

Challenges:	  
Ø  	  How	  to	  measure	  the	  deforma'on?	  
Ø  	  No	  correspondence	  

Deforma'on	  

Induced	  deforma'on	  



Conformal	  deforma'on	  

Ø 	  Surface	  deforma'on	  
•  	  Extrinsic	  deforma'on:	  deform	  surfaces	  in	  the	  ambient	  space.	  
e.g.	  mean	  curvature	  flow	  

•  	  Intrinsic	  deforma'on:	  deform	  surfaces	  intrinsically.	  No	  need	  to	  
use	  ambient	  space	  at	  all.	  e.g.	  metric	  flows	  such	  as	  the	  Ricci	  flow.	  	  

Ø 	  The	  shape	  space	  for	  genus-‐0	  surfaces	  
•  	  All	  genus-‐0	  surfaces	  are	  conformally	  equivalent.	  	  
•  	  	  	  

•  Given	  a	  surface	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  we	  call	  a	  new	  metric	  	  	  	  	  a	  conformal	  
deforma'on	  of	  	  	  	  	  	  ,	  if	  there	  is	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  s.t.	  	  



LB	  eigenproblem	  on	  surfaces	  with	  conformal	  deforma'on	  

LB	  eigenproblem	  
on	  conformal	  

deformed	  surfaces	  

Weighted	  LB	  
eigenproblem	  on	  
the	  original	  surface	  

Ø  The	  Laplace-‐Beltrami	  eigenproblem	  under	  the	  conformal	  deforma'on	  is	  



Non-‐isometric	  shape	  differences:	  	  Surface	  mapping	  with	  conformal	  
deforma'on	  

Ø 	  	  Key:	  	  All	  genus	  zero	  surfaces	  are	  conformally	  equivalent.	  	  
Ø 	  	  Objec've:	  Deform	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  to	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  via	  conformal	  deforma'on.	  

§  	  Challenge:	  	  Unknown	  mapping	  and	  unknown	  conformal	  deforma'on	  
•  Strategy:	  	  Simultaneously	  find	  mapping	  and	  unknown	  conformal	  

deforma'on	  by	  itera've	  methods	  via	  certain	  energy	  minimiza'on.	  

Ø  Consider	  the	  following	  varia'onal	  problem	  [Shi-‐Lai-‐Toga]:	  



Ø  Weak	  form	  
	  
	  

Ø  Use	  the	  barycentric	  coordinate	  func'on	  ei	  	  	  as	  the	  basis	  and	  test	  
func'on	  	  

	  

Numerical	  computa'on	  

Ø 	  	  	  By	  solving	  the	  matrix	  eigenvalue	  problem,	  we	  have	  the	  embedding	  	  	  	  	  	  	  	  	  
under	  the	  conformal	  deforma'on	  

Ø 	  	  Matrix	  form	  



Varia'ons	  of	  LB	  eigensystems	  via	  conformal	  deforma'on	  

Ø 	  Deriva've	  of	  eigenvalues	  and	  eigenfunc'ons	  of	  	  
	  	  	  	  w.r.t.	  	  	  

Ø 	  Since	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  [Nelson’76]	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

ω

and	  



Surface	  Mapping	  in	  the	  Embedding	  Space	  
Discre'za'on	  

§  The	  energy	  discre'za'on	  

§  Update	  weights	  itera'vely	  



•  Two	  hippocampal	  surfaces	  
–  Use	  30	  eigenfunc'ons	  in	  construc'ng	  the	  embedding	  space	  
–  Start	  with	  constant	  weights	  

•  The	  weight	  of	  the	  source	  mesh	  are	  updated	  itera'vely	  to	  
compensate	  for	  the	  non	  isometric	  differences	  

Hippocampal	  Mapping	  Results	  

4，5，6，7-‐th	  eigenfunc'ons	  aner	  conf.	  deform	  
Before:	  Large	  
distor'on	  	  

Aner:	  high	  quality	  
map	  

Resul'ng	  conf.	  deform.	  



Source	  Surface	  M1	  

Target	  Surface	  M2	  

Op'mized	  weight	  w	  

Energy	  

Angle	  Distor'on	  

Metric	  Distor'on	  

Cor'cal	  mapping	  example	  



Original	  EF	  on	  M1	   Original	  EF	  on	  M2	   Op'mized	  EF	  on	  M1	  

3rd	  EF	  

6th	  EF	  

Op'mized	  Embedding	  



Group-‐wise	  atlas	  construc'on	  

•  Given	  a	  set	  of	  annotated	  surfaces	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  es'mate	  
	  	  	  	  	  	  	  a	  group-‐wise	  atlas	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  cor'cal	  label	  fusion	  
•  Varia'onal	  formula	  

(M*,w*g)	  
p

pM
I Φ

s

sM
I Φ

(MS,wSg)	  



Clinical	  Applica'ons	  of	  Hippocampal	  Mapping	  

•  Popula'on	  study:	  
hippocampal	  atrophy	  in	  
mul'ple	  sclerosis	  (MS)	  
pa'ents	  with	  depression	  
–  109	  female	  pa'ent	  split	  

into	  two	  groups	  with	  the	  
CES-‐D	  scale:	  low	  
depression	  (CES-‐D≤20)	  
and	  high	  depression	  
(CES-‐D>20)	  

–  Sta's'cally	  significant	  
group	  differences	  were	  
localized	  on	  
hippocampus	  (P=0.019)	  

–  Correlates	  well	  with	  
clinical	  measure	  of	  
depression	  

Group-‐wise	  Atlas	   P-‐Val	  Map	  

Thickness	  Difference	  
Correla'on	  with	  
CES-‐D	  Score	  



Folding	  free	  global	  conformal	  mapping	  [Lai-‐Wen-‐Yin-‐Gu-‐Lui]	  

Ø  The	  varia'onal	  formula	  for	  harmonic	  maps	  of	  genus-‐0	  surfaces.	  	  

Ø  Our	  new	  algorithms.	  	  



Folding	  free	  global	  conformal	  mapping	  [Lai-‐Wen-‐Yin-‐Gu-‐Lui]	  



Folding	  free	  global	  conformal	  mapping	  [Lai-‐Wen-‐Yin-‐Lui-‐Gu]	  



Compu'ng	  the	  conformal	  and	  topological	  spectra	  of	  Riemannian	  Surfaces	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (Ongoing	  project	  with	  Chiu-‐Yen	  Kao	  and	  Braxton	  Os'ng)	  
	  	  	  	  	  	  	  
Ø  The	  Conformal	  spectrum.	  	  

Ø  The	  topological	  spectrum	  of	  a	  2-‐dim	  closed	  surface	  with	  genus	  	  	  	  	  	  	  .	  	  γ

Ø  In	  our	  work:	  	  



A	  new	  varia'onal	  method	  for	  compu'ng	  conformal	  factor	  [Kao-‐Lai-‐Os'ng]	  
	  	  	  	  	  	  	  

Ø  All	  genus-‐0	  surfaces	  are	  conformal	  equivalent.	  	  
Ø  The	  conformal	  factor	  for	  a	  genus-‐0	  surface	  M	  sa'sfies	  the	  following	  highly	  nonlinear	  

equa'on	  (Yamabe	  problem):	  

	  	  	  	  	  whose	  solu'on	  is	  not	  straightorward	  to	  obtain.	  (	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  the	  unit	  sphere)	  
	  
Ø  The	  op'mizer	  of	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  the	  canonical	  metric	  	  	  	  	  

[Hersch’70]	  	  
	  
	  

Conformal	  factor	  of	  Homer	  Simpson	  



Conclusion	  and	  future	  work	  

	  
Ø 	  Conformal	  deforma'on	  for	  registra'on	  between	  non	  isometric	  surfaces.	  We	  
demonstrate	  its	  applica'ons	  on	  surfaces	  from	  Brain	  image.	  It	  can	  be	  used	  to	  
more	  general	  registra'on	  problems	  in	  computer	  graphics.	  	  
	  
Ø 	  Folding	  free	  global	  conformal	  maps.	  	  

Ø 	  Compu'ng	  conformal	  and	  topological	  spectrum	  

Ø 	  A	  new	  varia'onal	  method	  for	  solving	  Yamabe	  problem	  for	  genus-‐0	  surfaces.	  	  

We	  consider	  the	  surface	  conformal	  deforma'on	  and	  study	  the	  Laplace-‐Beltrami	  
eigenproblem	  on	  surfaces	  with	  conformal	  deforma'on	  



    Thanks!  Question? 	

Rongjie	  Lai	  
University	  of	  California,	  Irvine	  
rongjiel@math.uci.edu	  

Acknowledgements:	  
	  
◦  Yonggang	  Shi,	  	  Arthur	  Toga:	  UCLA	  neurology	  	  
◦  Wotao	  Yin:	  Univ.	  Rice	  
◦  Zaiwen	  Wen:	  Shanghai	  Jiaotong	  Univ.	  
◦  Xianfeng	  Gu:	  SUNYSB	  
◦  Lok	  Ming	  Lui:	  CUHK	  
◦  Chiu-‐yen	  Kao:	  CMC	  
◦  Braxton	  Os'ng:	  UCLA	  


