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NOTE SUR UN SIGNAL DE DUREE FINIE
ET D'ENERGIE FILTREE MAXIMUM

par J.-A. VILLE,
Sccrétaire général technique,

et J. BOUZITAT,

Ingénieur
au Département Energie nucléaire, Télécommunications, Electronique
de la Société Alsacienne de Constructions Mécaniques.

RESUME

La présente étude a pour objet de délerminer la valeur maximum Ko = 1 — ¢, du rendemenl dner-
gélique K =1—¢ qu’il esi possible d’oblenir, si lon fail passer un signal de durée finic 2 T a lravers
un filtre passe-bas présentant une coupure brusque & la fréquence I,

Elle se propose en méme temps de déferminer le signal s (t) correspondant, de durde limitée o Uinler-
valle de temps (— T, + T), et lel que la coupure de foutes les fréquences supérieures a F, duns son spectre
¢ (f), entraine la perte relafive minimum d'énergie ¢, = (1 — Ks '

On montre d'abord que, si S (t) esl le signal ainsi formé par fillrage ¢ partir du signal cherché s (t),
de durée finie el d'énergie filirée maximum, :

S(t) =Ks (t) pour —T<t <<+ T,
K = 1 —¢ élant le rendemenl énergétique de la fransformation s (t) =S (L).

On montre ensuite que les fonctions S (L7) ef ¢ (%) de la variable sans dimension % sonl solulions
d'une méme équation intégrale linéaire el homogéne, qui dépend seulemenl du produil sans dimension
h = FT, et dont la plus petile valeur propre est égale a 1/K,. (On en déduil que ces deux fonclions de
sont proportionnelles).

On montre enfin que l'ensemble des solutions de celle équation intégrale est idenlique d U'ensemble
des solutions bornées d'une équation différentielle lindaire el homogeéne, du ype de Liouville, qui se présente
dans U'étude de la décomposition de I'équation des ondes en coordonnées homofocales.

A parlir de ces résulials, on défermine complétement le signal s (t), qui est pair, el un signal impair
s; (t) défini de fagon unalogue parmi fous les signauc {mpairs, ainsi que les rendemenls énergéliques 1,
el K, respeclivement obtenus dans le filirage des signauz s (t) el sq (t).

_ On dtablit, pour {erminer, que, si le signal fillré doit tire limité au méme intervalle de temps que
le signal initial, les signauz s (t) el s, gt) sont encore ceux qui permeltent d’oblenir les rendements énerge-
tiques K ef K4 les plus grands possibles, respectivemend dgaux auw carrés des rendements K, ef K, pré-
cédemment déterminés.

PLAN
I. — INTRODUCTION.

II. — DEFINITION ET CHOIX DU SIGNAL s () DE DURKE FINIE ET D’SNERGIE FILTREE
MAXIMUM. ,

ITI. — COMPARAISON DU SIGNAL s (f) ET DE SON SPECTRE s (f).

IV. — RELATION ENTRE LES EQUATIONS INTEGRALES (14), (15) ET (19), ET L’EQUATION
DIFFERENTIELLE (24). (14), (19) BT (19) Q
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V. -— RENDEMENT ENERGETIQUE DU FILTRAGE D'UN SIGNAL - (
DANS UN CAS GENERAL. AL () DE DUREE FINIE,

V1. — DETERMINATION DU SIGNAL PAIR s (), DU SIGNAL IMPAIR s, (9, ET DES RENDE-
MENTS K, (k) ET K, (&) GORRESPONDANTS, §: (), ET DES RENDE

6.1. Premier mode de représentation des fonctions G; (e, %).
6.2. Second mode de représentation des fonctions Gy (k, )).

6.3. Détermination des rendements K; (k) a partir des deux représentations des foncti
Gi (k, 2). Signaux s (f) et s; (). ( d ¥ onetions

VIl — IETU;)E ij};:s SIGNAUX s (f) ET s, (/) POUR LES GRANDES VALEURS DU PARAMETRE
= k3 Rl

VIII, — COMPLEMENT : CAS OU LE FILTRAGE DU SIGNAL s (f) EST SUIVI D’UNE LIMITATION
DANS LE TEMPS.

ANNEXE 1. — EQUATION DES ONDES EN COORDONNEES HOMOFOCALES.
ANNEXE II. — TABLEAUX ET FIGURES.

1. — INTRODUCTION.

II est bien connu ({u’en'tre la durée A = 2T d'un signal et la largeur Af = 2F de la bande,
symétrique par rapport & Porigine, occupée par son spectre dans le domaine des fréquences, il existe
une relation de la forme

AlAf >4 h, ou TF>h,

I &tant unc constante sans dimensions, dont la valeur dépend essentiellement de la maniére dont les
intervalles Af et Af ont été définis.

L'inégalité précédente est fondamentale pour la technique des télécommunications. La présente
nole a pour objet de la préciser. :

11 est connu (ue, si le signal est de durée finie, son spectre s’étend jusqu'a I'infini, et que, réci-
roquement, si le spectre est borné, le signal qui lui correspond est de durée infinie (voir, par exemple,
5], § IT). Dans 'inégalité fondamentale, At et Af doivent donc représenter un intervalle de temps et
un intervalle de fréquence qui contiennent non pas toute I'énergie du signal, mais seulement presque
toute cette énergie.

Si done, & un signal donné, nous associons un intervalle de temps (a)), contenant l_fraction
(1 — ) de Pénergie, et un inlervalle de fréquence (8f),s contenant la fraction (1 —¢’) de T'énergie,
les intervalles (A, et (Af)g verifient une inégalité de Ta forme

(805 (@7 34 1 (15

D’aprés ce qui vient d’dtre dit, il est certain que h (0, 0)= «. Mais il se trouve heure_u'semen‘t
que, méme quand ¢ el ¢’ sont trés petits, h (e, ¢') prend des valeurs assez petites pour étre utilisables.
Sans cette circonstance, il serait impossible de procéder & des transmissions correctes sur des bandes
de fréquences relativement étroites. ]

Le présent travail étudie la fonction I (0, <), laquelle se confond, pour des raisons de symétrie,
avec h (s, 0). Plus précisément, et de fagon équivalente, il a pour objet de déterminer, en fonclion du
paramétre k =2 = h =2 = FT, la valeur minimum £, =1—X, de la perte relative d é.:mar,gle
¢ = 1 — K qu'il faut accepter si I'on coupe toutes les fréquences superieures a F dans le spectre d'un
signal de durée finie 2 T. ' . finie 2T

On se propose, en méme temps, de déterminer le signal correspondant s (t), de duree,flme ,
doni lénergie esl aussi peu absorbée que possible par ce fillrage idéal qui, comme nous le \erropns1 ua;;ll
chapitre VIII, peut &tre suivi d'une limitation dans le temps. [Le rendement énergétique maxi

asse alors de X, a K3. . , P
P Nous désignero‘ﬂs un tel signal s (f) sous le nom de signal de durée finie el d'énergie fillrée
mazimum.

Les résultats d'une &tude analogue ont déja été sommairement donnésrpgx' J.H. Hélphanfuéilr]é
Ces résultats sont ici développés et complétés. Nous exposons en détail, ‘L‘I'.'_-'.it’. facon aussi € er?i%r:l ire
que possible, une méthode qui permet de pousser Jusquau calcul :mnu—qu?‘uln de’cetrxi)limldressées
signal s (f) et du rendement énergétique maximum K, qui Tui q_:r'rlrr:sp-:..nr_[, en ’.lfjl.:b._dtl‘t dgz ables dressees
par Stratton, Morse, Chu et Hutner [4]. Des extraits de ces tables sont donnés dans 1 znnelif% L ave
les résultats numériques et jgraphiques des cgﬂculs, complétemgr;t effectués pgur k=2 toti_u e,d‘;
2, 3, 4, 5. Nous déterminons de plus, }cchéorlquement et numériquement, la forme asymptotiq
signal s our les grandes valeurs de A " ) . .
’ Lg)s})gnal s (i)g étant pair, les mémes questions sont traitées pour le signal impair s; (1) défini

de fagon analogue parmi tous les signaux impairs, et pour le rendement énergétique K; quilui correspond.

srra—g
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IIL — gﬁnnmon ET CHOIX DU SIGNAL s () DE DUREE FINIE ET D’ENERGIE FILTREE
AXIMUM. ’

On se propose de déterminer un signal s ﬁi). de durbe limitée & un certain intervalle de temps
(—7T 4+ T), et Le\ que, si Pon it passer ce signal 4 travers un filtre passe-bas présentant une coupure
brusque & une certaine fréquence F, la perte relative d'¢nergie ¢ =1— . qui en résulte prenne la
valeur t, = 1 — K, la plus petile possible.

Le signal S (f), ainsi déduit de s (f) par un tiltrage qui limite son spectred lintervalle de fréquence
(—F, 4+ F), a pour expression

(1) S = j o R e B LICERT
“p e oy )
P =1
ou S(f) = “ Ay (l—=). s(=)d=, sil'on pose Ay (z) = “l‘l_(f‘_;i@ .

ap

11 s'agit de choisiv le signal s (f) de maniere & rendre maximum le rendement énergétique
K = 1 — e de la transformation s (f) > 8 (), ¢ui coupe toutes les fréquences supérieures 4 I dans le
spectre ¢ (f) du signal & () de durée finie 2 T, c'est-ti-dire le rapport

@ <= [reora] [Teora= [Teou

o

-
J Mega.
A Yo

g Ao ATS TR
Dailleurs i e S () dl = ! di J j il ( — u). Ay ({—v).s (w).s (v) dudp,
.;J: ':‘f .‘—' ll ._ 'L‘

L

(3) — ! J Av (1 —v).8 (1).s (v) du dv,
e L
. J"‘”"‘ S (0.5 (1) dt .
’_-Il

Pour toute variation 8 s () ajoutée au signal s () cherché, la variation premitre du rapport K
doit etre nulle, ce qui donne la condition nécessaive (mais non suffisante) :

cl "y "ll {3 L
4) ]“ (S.58 -+ 5.38) dt/ [+ 9 s.65.df = f“ S..S‘.dt/f+rs“‘. dl,

- Ly Lo T
e o
avec  3S() = j Av ()88 (). dv,
=T

. 'r '+r1\
d’olt il résulte, compte tenu de (1), que f + s.6S.dl = / S.3s.dl.
._'r ._Il‘

La condition (4) peut donc étre écrite sous la forme équivalente

- i, - . '.
(4} f+ S.Bs.dt/ f‘L .s.Ss.dt--—f+ s.s.dt/stz.dz_—.K,

- —T Z T
ou encore sous la forme

5) f’T [s (l)—Ks(t)]Ss(l).dt —0.
Ly

La condition (5) doit 8tre satisfaite quelle que soit la variation 3 s (f) ajoutée au signal s (9),
ce qui impose manifestement la relation :

(6) : St =Ks(@, pour —T<vt< +T.

[I1 suffit pour s'en rendre compte de choisir 3 s (f) proportionnel {S () — K s (1))} dans l'inter-
valle d’intégration (— T, + T), ce qui permettrait d’ailleurs effectivement d’obtenir, 4 partir de tout
.silgnal s () ne vérifiant pas la relation (8), un signal dent le filtrage aurait un rendement énergétique
plus grand.]
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Récibroquement, la relation (6), ot K est un facteur constant quelconque, entraine, d’aprés (3),
que le rendement énergétique de la transformation s () > S (1) est égal & K, et par suite que la condi-
tion (4) ou (4°) est satisfaite pour toute variation 8 s ().

. Ainsi, d'aprs les relations (1) et (6), le signal filtré S (1) doit étre solution de I'équation intégrale
linéaire el homogeéne :

. 1 [+T . 1 (+Tsin2=F({—7)
7 S () = = — ). = e Ll
(7) S (! Kuﬂ Av (t—1).S(x)d~ % =9 S(¢)dr.
Lo o

Dr’ailleurs, tout signal S (f) vérifiant une telle équation intégrale a un spectre limité & l'intervalle
de fréquence (—F, + F). Et, si le signal s (1), limité & Vintervalle de temps (— T, -+ T), est défini
A partir du signal S () par la relation (6), S (f) résulte bien de s (D par le filtrage (1), ct le rendement

énergétique de cette transformation est égal & K, d’aprés la relations (3) qui donne, compte tenu de (6),

‘ o ST L
8 S () dl = K 2 =L S% () dt .
(8) .f S2 (1) dl k] 2 (1) di K{ S2(f) dt

Lo — e

) Adnsi, le signal cherché s (1), de durée finie et d’énergie filtrée maximum, est identique, dans
Pintervalle (— T, - T) o1 il n’est pas nul, & l'une des solutions d’une équation intégrale linéaire et
homogéne (7), oit la constante K, évidemment comprise entre 0 et 1 d’aprés (8), doit &lre choisie aussi
grande que possible, puisqu’elle donne la valeur du rendement énergétique obtenu dans le filirage
du signal s (f).

Or on sait qu'une équation intégrale linéaire et homogene, telle que (7), n‘admet de solution
non identiquement nulle que si la constante 1/K est égale A P'une des valeurs propres 17K, du noyau
symétricque

sin2«F ({{—7)
e (I — 7) == i ot
A ) n({l—1)

. Les valeurs propres 1/K; sont discrétes, toutes réelles, ot énumérables par ordre de module
croissant. (Voir, par exemple, [2], chap. IV, §§ 230-233.)

) Tes valeurs propres 1/K; du noyau Ar (£ — 1) sont de plus toutes distinctes (cf. § 6.3), et par
suite toutes les solutions d’une méme équation intégrale (7), correspondant & la méme valeur K,, de
la constante K, sont proportionnelles & une méme fonction oy (t), dite fonction propre associde & la
valeur propre 1/K,,. ‘

D’autre part, deux fonctions propres distinctes du noyau Ap ({ — 7), respectivement associées
& deux valeurs propres différentes 1/Ky et 1/K,, sont orthogonales puisque

© KoK [ s @d= f o f Y e (L) [t () i () — 7 ) 1 (O] d 7. =0,
L4 L7 o

Lo
Enfin, les fonctions propres g; (I) peuvent étre supposées normdes, c'est-a-dire telles que

0
/+ [on (P2dl =1, quel que soit n .
(.._,'l'

Le noyau symétrique Ar (t — ), ayant toutes ses valeurs propres 1/K; positives (et méme supé-
rieures a 1) d’aprés (8), est un noyau dit posilif, et peut par suite &tre mis sous la forme de la série,
absolument et uniformément convergente dans le domaine — T < t< + T, —T << + T,

(10) ma—g=ﬂ%%§%ihigxmmﬂ@.

(Cf. Goursat, Cours d’Analyse Mathématique, 5e édition, t. 111, § 592, Gauthier-Villars, Paris, 1942).

Réciproguement, si le noyau symétrique Ax (f— ) est mis, par une méthode quelconque, sous
la forme d'une telle série, les fonctions a, (f) étant deux & deux orthogonales et normées, ces fonctions
sont les fonctions propres du noyau Ar({—1), et les coefficients correspondants K; sont les inverses
des valeurs propres qui leur sont respectivement associées.

Le fait que le noyau symétrique Ax ({— ), dont toutes les valeurs propres l/K; sont supe-
rieures & 1, admette une valeur propre 1/K, plus petite que toutes les autres, établit l'existence d'un
maximum K, (F, T) inférieur & 1 pour le rendement énergétique K qu'il est possible d’obtenir si I'on
coupe toutes les fréquences supérieures & F dans le spectre d'un signal de durée finje 2 T, et prouve

ue ce rendement maximum peut 8tre atteint par un choix convenable du signal qui doit étre soumis
A ce filtrage. :
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Le signal cherché s (f), de durée finie ct d'énergie filtrée maximum, et le signal filtré corres-

pondant S (f) sont donc définis, & un facteur constant prés et compte tenu de la I‘(“.Ia'f.lOél (?), par la
. % ST 1 T (1—

fonction s, (1), prise parmi les fonctions propres ot () du noyau symétrique Ay (t—7) = S_'l,’lﬁ_%ft:(_;)_‘) ,
et associée A la plus petite de ses valeurs propres 1/K;.

Le rendement énergétique maximum K, (F, T) =1 —¢, (F,T), obtenu dans le filtrage du 3
signal s (f) ainsi chaisi, est égal 4 V'inverse de la plus petite valeur propre 1/K, du noyau Ay (f — 7).

Il importe d'observer que I'equation intégrale (7) peut étre écrite, grice au changement de
variable { = T}, sous la forme équivalente

+

1
G S(T) = Tif Ave 0. — 1).8 (Tp) dye.

-1

La fonction S (T%) de la variable sans dimension 7, et le rendement énergétique maximum
K, (F, T), dépendent done seulement du produit sans dimension h =FT.

III. — COMPARAISON DU SIGNAL s (f) ET DE SON SPECTRE s (f).
D'apris les formules de Fourier, le spectre ¢ (f) du signal s (1), limité A lintervalle de temps
(—T, + T), est donné par la relation
Mizo —unilx R s
(1) T{:):J 5() e r11=[1—< T E i P

—0 T

et le signal filtré S (1), dont le spectre @ (f) coincide avec ¢ (f) dans l'intervalle de fréquences (—T, + )
oti il n'est pas nul, se déduit de ¢ (f) par la relation

(12) S (0 ::f*"" o) ™ dy = ['”cp(v) T gy
Y ST

11 en résulte que le spectre ¢ (f) du signal s (f) de durée finie et d'énergie filtrée maximum est
solution de I'équation intégrale linéaire et homogéne

1 [+¥ 1 [(+¥sin 22T (f—»)
(13) ¢ (f) == Ar (f—) ¢ () dve= - snar i—2)
K K _/r " (=)

¥

¢ (v) dv,

qui peut &tre écrite, grace au changement de variable f = F}, sous la forme équivalente

(13) dEN = [T A0 F e

21

Ainsi, les fonctions ¢ (F)) et S (T%) de la variable sans dimension . sont, d’apres (7)) et (137,

solutions de la méme équation intégrale Jinéaire et homogtne

14 GO = lef'“ Agr O — ). G () d p= % +1sin 2:53%; B G wdyp.
=1 =1

Les valeurs propres 1/K; du noyau Ayr (A — p) étant toutes distinctes (cf. § 6.3), il en résulte
que les fonctions ¢ (F2) et S (T)) sont identiques, & un facteur constant pres. Mais, tandis que S (T%)
est réel, ¢ (F)) peut étre complexe pourvu que ¢ (— F2) et ¢ (F)) soient conjugués.

Ainsi, « et p désignant deux facteurs constants réels,
% P EN=(+]B ST,
P (—FN=@+THSETH=>—jp)S(TH.
Par suite, ou bien ¢ (F ) =a S (T ), '
auquel cas le spectre ¢ (f) est réel et le signal S (f) est pair;
ou bien ¢ (FX) =7 ¢ S(T)),
auquel cas le spectre g (f) est imaginaire pur et le signal S () est impair.
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Bien entendu, une seule de ces deux éventualités se trouve réalisée dans le cas du signal s (f)
de durée finie et d'énergic filtrée maximum (nous verrons au § 6.3 que c’est la premitre). Mais il est
intéressant de poursuivre I'étude de ces deux cas (cf. chap. V et VI), entre lesquels se répartissent les
diverses solutions des équations intégrales (14) correspondant a la suite des valeurs propres 1/K; que
peut prendre le coeflicient 1/IK. g

Les résultats suivants se déduisent simplement de la comparaison des équations (11) et (12) :

. Si le signal s (t) est pair, les fonctions ¢ (F2) et S(T)) sont solutions d’une méme équation
intégrale linéaire et homogéne

(15) Ge () = %f“ VET cos (27 F T ). Ge (1) dp.
1

Alors
) = _}_ T 3
(16) ¢ 1) =g \/FS @D,

¢t le rendement énergélique de la transformation s () > S () a pour valeur :
(7) K = H}.

Le signal pair s (f) et son spectre réel ¢ (f) sont définis, en fonction d'une solution G (3) de
P'6quation intégrale (15) correspondant A la plus petite valeur propre 1/H,, par les relations suivantes,
olt ¢ est un facteur constant arbitraire,

t

t N o
= 1 —_— r 1 .
s _S ¢ Gr <1> pour — T <t < +
(18) 0 [ p()ur l tl > T ;

o () = ¢ Hy VEe ({1)

Si le signal s (t) esl impair, les fonctions 4 (F2) el S (T2 sont solutions d’une méme équation
intégrale linéaire et homogéne :

(19) Gi () = PLL f*‘ VT sin @7 FTw. G () dp.
Alors 1 . . \

(20) ?(Fl)Ej—E\/FS(T/.),

et le rendement énergétique de la transformation s (1) > S () a pour valeur

(21) K=H;.

i i i : re imaginai inis, ion d’une solution
Le signal impair s () et son spectre imaginaire pur ¢ () sont définis, en fonction ¢ _

Gy (2 de l‘éﬁuationlintégxgale (19) correspondant a la plus petite valeur propre 1/H,, par les relations
suivantes, ol ¢ est un facteur constant arbitraire,

4 . p
s = 1 ""‘T<t<+r:
'S (t) = ¢ Gy <T> pour:
0, pour i >T;

. Te (L
‘?(f)=—]CH!\/-P—‘Gr F)
Remarque. — 11 est intéressant d'observer que les noyaux symétriques

V/FT [cos @ x FT} )  sin @ s FT2 )]
(» — 1) de I'équation intégrale (14), puisque

(22)

admettent pour premier itéré le noyau Ae

FTf+1[COS 2z FT )  sin (2 #FT 2 )] [cos @sFTuy + sin (2« FT u p)] du
X1 :

n2sFTQO—p) _ ).
=FTf+1acos 2% FT (— ) 1] #sin 25 FT 0+ 91t =2 TECE) — Ao ()
Y1
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D’ailleurs les noyaux \/I*T'i cos (2 = FT ) 1) de I'équation intégrale (15), et \/F_'l sin (2 = FT % )
de Péquation intégrale (19), dont la somme et la différence ont pour premier itéré le noyau Age (0 — )
de I'équation intégrale (14), sont orthogonaux puisque

FT f i cosrFLaw).sin@RaFlup)da =0,

1
d'aprds de simples considérations de parité. o {

[ On déduit alors de la théorie du développement des noyaux itérés ([2], chap. IV, § 234) que le
noyau Aer (A — ) est la somme de la série, absolument et uniformément convergente dans le domaine

o _sin2aFT (L — 1)
Y R

"t
ol les fonctions ¥y, et $uy, orthogonales et normées ; / + i (W)*dr=1 % , sont respectivement
!"_ 1
les fonctions propres (paires) du noyau \/ FT cos (2= FT % p) et les fonctions propres (impaires) du
noyau \/F—‘T sin (2 = FT ) p), et oit les coefficients H,., et H,,, sont les inverses des valeurs propres
respectivement associées 4 ces fonctions dans les équations intégrales (15) et (19).

Ainsi se trouvent confirmeés les résultats précédemment obtenus :

‘— les solutions des équations intégrales (14) sont données par la réunion de celles des équations
intégrales (15) (solutions paires) et de celles des équations intégrales (19) (solutions impaires);

— les valeurs propres 1/K correspondantes, dans 'équation intégrale (14), sont les carrés des
valeurs propres 1/Hr et 1§H, respectivement associées aux mémes fonctions propres dans les équa-
tions intégrales (15) ou (19 ,

[11 faut observer que les formules (10) et (23) se raménent l'une & I'autre par le changement de
variables { =T, © =Tw, compte tenu des relations

= 2 Hiy $on () e (1) - % Hin o ()b ()

1
Ki=Hi5  n0=% (z)]
1IV. — RELATION ENTRE LES EQUATIONS INTEGRALES (14), (15) ET (19), ET L’EQUATION
DIFFERENTIELLE (24)1.
A) Considérons I'équation différentielle linéaive et homogéne suivante :

@4) DG o=t [().2 1) ‘%{D] +@RFTIEG0) =C6 (),
ot G est un parameétre réel constant appelé « constanle de séparation».

(’est une équation «auloadjoinle», du type de Liouville (voir, par exemple, [3], § 6.3,
pp- 719 5qq.). Elle n'admet de solution ¢ (%) non identiquement nulle, deux fois dérivable et bornée
dans lintervalle fermé — 1<% < + 1, que pour certaines valeurs discrétes C; du paramétre C, Les
solutions correspondantes g (A) seront appelées dans la suite solulions borndes des équations (24).

On montre que les valeurs discrétes C; sont énumérables par ordre croissant & partir de la plus
petite d’entre elles C,, que les C; ainsi rangées croissent indéfiniment avec le rang I, et qu'une solution
bornée gn (¥ correspondant 4 la constante C, de rang n présente n zéros dans l'intervalle — 1 < ) <1
(131, § 6.3, pp. 719-725).

-L'intégrale générale de 1'équation différentielle (24) qui admet I'intégrale particuliére gy (%) esl

25) G () = gn (N [a + b [)\ (@T%W] ’

olt a et b sont deux constantes arbitraires.

Il en résulte que toutes les solutions bornées d’une méme équation (24), correspondant & la méme
valeur C, du paramétre C, sont proportionnelles, et que toute solution non bornée de cette méme équa-
tion présente deux singularités logarithmiques aux points X = + 1.

D’autre part, deux solutions bornées distinctes des équations (24), correspondant A deux
valeurs différentes Cy, et C, du paramdtre C, sont orthogonales, puisque

(28  (Cu—Co) [1 T 0.0 )2 = [1 o0y [0 0]

—0 0 5 a—mw 1en M) §'au =0,

comme le montre immédiatement wne double intégration par parties.

1) Le lectour peut omettre les parties A), B), Q), D), du chapitre IV, s'il en admet la conclusion E).
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Enfinq_ill est possible de montrer que la suite de toutes les solutions bornées ¢ (3), supposées
N ormées ? f [ ()2 d) =1 E , des équations (24) forme un sysiéme orthonormé complel ([3], §6.3,

1
Dp. 736-739), c'est-a-dire que toute fonction G (3), deux fois dérivable et bornée dans I'intervalle fermé
~— 12 + 1, est développable dans cet intervalle en série absolument et uniformément conver-
Kente de la forme

“ & . "1 .y -
(27) GE=7S ag@, ae a= f G().g () do.

=0 ‘u_l
Si Pon pose k = 2 = t = 2 = T, pour abréger I'écriture, il est facile de vérifier que les noyaux
syméiriques An (A —p) = W, \/Tl cos I hp el \/1_1 sin k % des équations inlégrales (14),

w(h— )
(15) et (19), respectivement, sont solulions de I'dquation aux dérivées particlles

(28) . D, Q0, p) =Dpl (1),
. 2 0 hye) 20 he)
Tack A dire (% — 1) L or 497 828 292 () = (2 —— 1) S o OX g2 2
c’est-a-dire (A 1)37.2 4 2% 55 4+ k292 Q = (p 1)3{13—{-2}1.3“ R KR pR Q.

Cette équation n’est autre que I'équation des ondes
AQ 4+ k2 Q =10,
&erite en coordonnées homofocales pour une fonction @ présentant une symétrie de révolution

(cf. Annexe I).

[Pour qu'une fonction de la forme Oy 1) =T (). V () soit solution de I'équation aux dérivées
partielles (28), il faut et il suffit que les deux fonctions U () et V (0) soient deux intégrales, distinctes
ou non, de la méme équation différentielle (24), correspondant & la méme valeur, d’ailleurs quelconque,
du paramgtre C.

Alors DywQp) =Dpw(yp) =Culuw).]

B) Considérons d'autre part une éguation intégrale linéaire et homogéne

29) oG (‘;.)=%{< f“ Q (o w).G (W dp.

—1

oti Q (%, p) est un noyau symétrique, solution de I'équation aux dérivées partielles (28), ct dont toutes
les valeurs propres 1/K; sont distinctes, ce qui signifie qu’ chaque valeur propre 1/K,, est associée
une seule fonction propre normée ¢y, (2). Le noyau Q (% 1) est de plus supposé fonction deux fois
dérivable et bornée de X et de - dans le domaine fermé — 10+ —1gep K+ L

- Alors, quelle que soit la fonction G (1) deux fois dérivable et bornée dans I'intervalle fermé
—1Lp<+ 1L

(30) D, f WG dp = j 00w [DeG )] dy-
R —1

1 +1
En effet D f Moo wewdr= f D e W GWde = f [Dp @ 0] G dy.
1 1 21
11 suffit donc de montrer que, quelles que soient les fonctions F () et G (), deux fois dérivables
¢t bornées dans lintervalle fermé —1 < p <+ 1,
ttd [ d___F(f*)] = [T'F _‘i_[ 21 M]d
L a—;[(v' D= | G 1 OF il Gt ol Lt

ce qui résulte immeédiatement d’une double intégration par parties, puisque .
(w2 —1) G(w ‘-1-1;—8'2 et (PR—DF(w ‘1%’—5—*"—) sont nuls pour p. = £ 1.
y C) Cela étant posé, soit ¢, () une fonction propre du noyau Q (, ), associée & la valeur propre
K ¢ s - o

) =g [0 () dp

—1
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$m (V) étant, comme € (%, ), une fonction deux fois dérivable et bornée dans I'intervalle fermé
— 1<) << 4 1, 1a relation (30) est applicable a 4y, (1) et montre que

Da b 0) = = [ 900 1) D (0

Donc Dy, ¢ (0) est, comme Y, (1), une fonction propre du noyau € (., ), associée & la méme
valeur propre 1/Kn, et par suite

D?\ "!’m (}‘) = Cm 4’m 0‘) s
oit Cy, est un facteur constant.

Ainsi, chacune des foncfions propres Y, (1& du noyau @ (\, ) est une solution bornée d'une équation
différentielle (24), correspondant a une valeur Gy, convenablement choisie du parameétre constanf C.

[Cela revient & dire que tous les produits Y1 () . 2 (i) sont, comme le noyau & (), 1), solutions
de I'équation aux dérivées partielles (28).] :

Réciproquement, soit g, (\) une solution bornée d'une équation différentielle (24), correspon-
dant 4 la valeur C, du parametre constant C :

Dl n 0\) = Cn I ()‘) .
La relation (30) est applicable & g, (¥) et montre que

1 ) 1
Dy ] Q1) (B d = Cy Qg (W d.

21 e

Donc J 1 Q (b )-gn () d g est, comme g, (), une solution de I'équation différentielle (24),
21
pour la méme valeur C, du paramétre constant C, et il en est de méme de toutes les transformées
41
successives de g, (3) par les noyaux itérés de Q (3, p). D'autre part f Q 0O, p).ga (p) dp reste

-1
bornée, comme g, (2), aux points » = + 1, et par suite

i
— ou bien / QQ, whgn () dp =0,
“1

— ou bien I " QO 1. gn (1) d =K, gu ™,

o

Y1
olt X, est un facteur constant.

Ainsi, chacune des solutions bornées g, (\) des équalions différentielles (24) est, soit orthogonale au
noyau Q (A, p), soit fonction propre de ce noyau, associde a une valeur propre 1/Ky.

Il résulte de ces deux propriétés que, dans le cas général, I'ensemble des solutions bornées des
équations différentielles (24) contient I'ensemble des solutions des équations intégrales (29).

__ Tlen est ainsi pour les équations intégrales (15) et (19), dont les noyaux sont respectivement

VFT cos @%FThp) et VFTsin @nFThy).

D) Dans le cas particulier important oit le noyau @ (», +) est « femén, il est, par définition,
exclu qu'une fonction g, (A) deux fois dérivable, bornée et non identiquement nulle dans l'intervalle
fermé — 1 << X -+ 1, soit orthogonale & @ (A, 1); ou, ce qui revient au méme, la suite des fonctions

1
propres Y1 (), supposées normées ; f * (b PRdr=1 %‘, du noyau @ (\, ) forme un systéme
4]

orthonormé complet.

Dans ce cas, et dans ce cas seulement d’alprés ce qui a été dit de la suite des solutions bornées
i (\), supposées normées; des équations 5)24) , il y a identité entre U'ensemble des solulions bornées
des équations différentielles (24) et I'ensemble des solutions des équations intégrales (29).

‘ ‘ sin 2= FT (\ — )

— &

Or il est possible de montrer que le noyau symétrique Asr O~~ p) = =t
I'équation intégrale (14) est fermé. Cela résulte d’ailleurs, d’aprés ce qui précede, de la vérification
directe (qui sera faite au § 6.32 du fait que toute solution bornée des équations différentielles (24) est
fonction propre du noyau Aer (A — 1) ou, ce qui revient au méme (cf. chap. I11 in fine), de I'un ou de

I'autre des noyaux \/FT cos 2= FTAp) et \/ﬁ sin (2 = FT 2 ).
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E) Ainsi, I'ensemble des solutions des équations (nldgrales (14), réunion de l'ensemble des solulions
(paires) des équations intégrales (15), et de Iensemble des solutions (impaires) des équalions inlégrales (19),
est idenlique a 'ensemble des solutions bornées des cqualions différentielles (24).

Ce résultat important permet de déterminer complétement les solutions des équations inteé-
gZrales (14), ainsi que les valeurs propres correspondantes, A partir des équations différentielles (24).
[Cest ce que nous ferons au chap. V1]

11 est évidemment possible de ranger les fonctions propres 4y (), supposées normées, du noyau
fermé A (A — w) dans un ordre tel que la suite des b (1) soit identique 4 la suite des solutions bornées
@1 (), supposées normées, des équations (24). [Nous verrons au § 6.3 que cet ordre, qui est celui des
constantes de séparation C; croissantes, est aussi celul des valeurs propres 1/K; croissantes,]

Alors :
(30 h)=mn@), quel quesoit!.

Clest ce que nous supposerons dans la suite.

V. — RENDEMENT ENERGETIQUE DU FILTRAGE D'UN SIGNAL s (/) DE DUREE FINIE,
DANS UN CAS GENERAL.

» Considérons un signal = () limité & lintervalle de temps (—T, + T), deux fois dérivable ct
Lorné dans cet intervalle fermé. ‘

D'apreés la formule (27), compte tenu de (31), un tel signal peut &tre représenté, dans I'intervalle
(— T, 4+ T) on il n'est pas nul, par la série absolument et uniformément convergente ‘

(32) ()= G <tr> = i a b (.ll> '

=0

, + / . . -
oit les a; sont les coefficients constants «; = —,11- f a (D)4 (;é—) dl, ot oh les fonctions ¢; () sont
Z :
sin 27 FT (A — )
. [Rap-
' w (A — ) [Rap
pelons que les fonctions 4, (3) sont identiques aux solutions bornées normées g (%) des équations
différentielles 524), qui forment un systéme orthonormé complet.] A ces fonctions §; (2) sont respecti-
vement assocides les valeurs propres 1/K; du noyau Ag: (A — ), Loutes supéricures & 1 et rangées
par ordre croissant.
Le signal & (1), déduit de s (8) par le filtrage (1) qui limite son spectre & Vintervalle de fréquence
(—F, ++ F), est alors défini dans Pintervalle (— T, 4+ T) par la série absolument et uniformément
convergente

ae *+1 - z ’
(33) 3 () = / A H. — lL> 2@y dp= 3, @ Km(%) ,
71

les fonctions propres normées du noyau symétrique fermé Apr 0 — ) =

=0 . .

obtenue par l'application du filtrage (1) & chacun des termes de la série (32).

gL oo
D’autre part, -,}—; /+ e () dl = 2 at,
. 150

T
. " ©
et, apits (3) , % J Y = _} f TS Qe @d= Y ak.
[} i 0
L o .

Le rendement énergétique K =1 —¢ de la transformation o () > S (¢), qui coupe toutes les
fréquences supéricures A F dans le spectre du signal = (¢) de durée finie 2T, a donc pour valeur, dans
ce cas général,

oo

2 a.’Kz

(34) K = f T 0 dr / f e d ==

0\ Y a
i=o0

Ainsi, le rendement énergétique K = 1—« que on obtient en faisant passer un signal s (1) de
durée finie 2T & travers un filtre passe-bas présentant une coupure brusque A la fréquence F est, en
général, égal 4 une moyenne pondérée des nombres K;, inverses des valeurs propres du noyau symé-
trique fermé Aer (A — 1), ces nombres, tous compris entre 0 et 1, étant respectivement affectés des

. " 1 2
poids positifs af = [f+ s (TR (M) dl—l .

1
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On vérifie bien que ce rendement K atteint son maximum absolu K, (F, T), égal a l'inverse de
la plus petite des valeurs propres du noyau Apr (A — ), quand le signal o (1), limité & Uintervalle de

temps (— T, -+ T), est proportionnel dans cet intervalle & la fonction ¥, <—tf>, ¥ (1) étant celle des’
fonctions propres du noyau Agr (A — ) qui est associée A la plus petite valeur propre 1/K,.
Nous verrons au § 6.3 que le signal ainsi défini, de durée finie et d'énergie filtrée maximum,

est un signal pair s(t). La fonction v, (l) est donc une fonction propre du noyau \/FTI‘ cos 2= BT %y,
et I’on aurait été conduit & définir le méme signal s (f) si I’on avait considéré les seuls signaux « (f) pairs,

Si I'on considére, au contraire, les seuls signaux o (f) impairs, sculs sont différents de zéro, dans

la série (32), les termes contenant les fonctions {; <-T—,) impaires, ¢’est-a-dire celles qui correspondent

aux fonetions propres ¢; (*) du noyau \/ﬁ sin (2= FT X p).

On est ainsi conduit & définir un signal impair s, (t), de durée finie et d’énergie filtrée maximum,
parmi lous les signanz o (t) impairs. Ce signal s, (f) et le rendement énergétique K, (F, T) qui lui corres-

pond sont définis a4 partir du noyau \/I‘T sin (2= FT 2 p), comme le signal pair s (f) et le rendement
K, (F, T) sont définis & partir du noyau Apr 0 —p) = sin27 FT( — p) ou du noyau

. w(h—
VFT cos @=FT ).

[Nous déterminerons le signal s, (t) et le rendement K, (F, T), en méme temps que le signal s (1)
et le rendement K, (F, T), & la fin du § 6.3.]

VI. — DETERMINATION DU SIGNAL PAIR s (f), DU SIGNAL IMPAIR s, (), ET DES RENDE-
MENTS K, (k) ET K, (k) CORRESPONDANTS.

Les équations différentielles (24), qui se présentent dans I’étude de la décomposition de I'équation
des ondes en coordonnées homofocales, ont fait I'objet d’une théorie compléte (voir, par exemple,
[3] § 11.3, pp. 1502 sqq.). La détermination numeérique de leurs solutions bornées Gy (k, 1), et des valeurs
discrétes C;(k) du paramétre C auxquelles correspondent ces solutions, a d'autre part été abordée
par quelques auteurs [4].

6.1. Premier mode de représentation des fonctions Gy (k, }).

Les fonctions G (k, %), solutions bornées des équations différentielles (24), peuvent d'abord
8tre représentées, pour |A| < 1, par un développement cn série rapidement convergente

(35) Ge (k1) = X d (I, 1). Py ()

Dans cette formule, le paramétre k = 2 = FT peut prendre une valeur positive queleonquc, le
rang [ de la solution bornée considérée peut prendre les valeurs entiéres successives 0, 1, 2,....., les coeffi-
cients d, (k, I) sont des constantes ?jli ont été tabulées pour kCHetl=0, 1,2, 3 [4]; enfin les fonc-
tions P, () sont les palynémes de Legendre ([3] § 6.3, p. 749), de degrés respectifs n =0, 1, 2, 3,.....,
et de méme parité que leur degré.

D'ailleurs, dy, (k, 1) est nul si (n + I) est impair, de sorte que la sommation ¥’ s’étend seulement
aux valeurs paires de n & partir de n = 0 quand I est pair, et aux valeurs impaires de n 4 partir de
n =1 quand ! est impair.

Il en résulte que les solutions bornées G; (k, %) des équations différentielles (24) sont des fonctions
alternativement paires et impaires de ), suivant la parité de leur rang I, conformément aux résultats
obtenus au chapitre III.

Les polynémes de Legendre P, () sont définis par la relation :

2%.n| d
Ils vérifient les relations d’orthogonalité

(36) Po() =g ECDN gy 2,

0, sims=n,

(37 f+1 Po (). Pn (M) d) = S 2 .
L1 snyi YMTM
les relations de récurrence
(38) @ n+1>f*Pn (1) d = —Pay ) + Pyt1 0,
1
(39) : @n+DAP, () = nPyy () + (1 1) Pury (1),

et I'équation différentielle

(40) | .t [(1a — )BT n 1P ) =0.
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On déduit alors des équations différentielles (24) et (40) et du dével
do (37) ot (39). Tos ors des € (24) et (40) et du développement (35), compte tenu

—1)n an+4+2n—1 1
A1) kﬂ[ (@ dys M+ +2 ,
( T er=nt taronerrn T enrnenty ot
. =[C—n (@ +1)]d,
qui déterminent la suite des coefficients dy, (k, 1), non tous nuls et tendant vers 0 quand n croit indéfini-
ment, pourvu que la constante de séparation C soit égale 4 V'une des valeurs discrétes Gy (k), rangées
par ordre cr01ssan"t a partir de la plus petite d’entre elles C,, et croissant indéfiniment avec le rang L
Les coefficients d, de cette suite ne sont ainsi déterminés qu'a un facteur arhitraire prés. Il est
commode de choisir ce facteur de telle maniére que

o Loy ,

Gi (e, Oy= P, (0) = (—1)= ( ] >'2: si [ est pair ;
ot
¥ * 2 )

() “d Gy (k, %) d P, () 5
ok, 0) == | APLEG Y = ,__‘.l‘_J VT et &iest impai
G/ (I, 0) s -I_M_V0 vl (— b - (l—l)p’ si | est impair.

—5

Crest ce qui est fail dans les tables [4] auxquelles nous empruntons les valeurs de G, (k) et de
dy (K, D) Higurant dans les tableaux 0 et I de I"Annexe 11, relatifs respectivement & [ = 0 [G, (k0) = 1],
et & 1 =1 [G] (k, 0) = 1].

Nous supposerons dans Ia suite que les relations (42) sont vérifies, ce qui fixe les valeurs des
coefficients d, glc, 1) et compléte la définition des fonctions Gy (k, %).

6.2. Second mode de représentation des fonctions Gi (k).

Les fonctions Gy (& %), solutions bornées des ¢quations différentielles (24), peuvent d’autre
part &tre représentées, quel que soit %, par un développement en série convergente de la forme

1 U “——;—‘1 ,
: Gl ) =) o2 (— 1) % da (6 Dfu (k7).

“ LE '

n

Dans cette formule, gy (k) est un facteur de proportionnalité indépendant de 2., les coefficients
dy (k, Iy sont les mémes constantes que dans la formule 835), et les fonctions jn de I'argument kX sont
les fonetions de Bessel sphériques ([3}, P. 1465 et p. 1573) définies par la relation :

(4 Ju(2) = \/—f—; Jutl (2) = (—2" (‘dez‘)" (S—I%E) ,

d’olt Pon peut déduire (4R [Z] désignant Ja partie réelle du nombre complexe Z) :

44" : . Ui 1y an (“'I“P)l "+2P=q[£ j—n N M ‘__]:_‘Aq],
(44) ],‘(z)-—pz__,o( 1)Xpl(2n+2p+1)lz jz] (I%‘oql(n—q)l(2z,)

Ces formules entrafnent les équivalences suivantes :

. 1 .7 nwy
(45) In @, - S (z— ——2—> H

. »nl . b '
(46) h@.5 garni’ T 185.....Gnt])

De plus, les fonctions jn (2) vérifient les relations d’orthogonalité

AL 0 , sim#Zn,
) T (2)-a () d2 -
o " ( -2—;-3-_‘_—']'. 3 sim=n,
les relations de récurrence .
(48) @+ = @ i O
(49) @n+1 ‘JJ?Z@ = a1 (@) — (0 Dt @

et I'équation différentielle
CON 4 [a2hB) )@ —n+ D6 =0

T e PR
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En posant z = k), on retrouve alors les relations (41) entre les coefficients d, (k, l), & partir
des équations différentielles (24) et (50) et du développement (43), compte tenu de (47) et (48). Cela
établit que les coefficients dy, (k, [) sont bien les mémes dans les deux développements (35) et (43) des
fonctions Gy (K, %), solutions bornées des équations différentielles (24).

Quant au facteur de proportionnalité g (k), sa valeur s'obtient imumédiatement si 'on fail
% =0 dans le développement (43), en tenant compte de (46) :

12 dy ()

(—n7 3

Ao (k) Gu (k, 0)., si Z est pair,

6D ()=

=1 2 du (K, ) [d Gr Gk, %)

P) I
(=1 " % dy (k, ) dX

] , si I est impair,
A=o

d G (k)

Les valeurs de G;(k, 0) pour [ pair, et de [ a5 ] pour [ impair, sont d’ailleurs défi-
N A=0
nies par les relations (42).

Le développement (43) permet en particulier de préciser, compte tenu de (45), le comportement
asymptotique des fonctions Gy (k, 3) pour les grandes valeurs de la variable ). : '

. 1 ./, U=
(52) Gy ke, o P k) Nl (k) 75 Sin (k ho— _2\ .

6.3. Détermination des rendements K;(k) & partir des deux représentations des fonotions
Gu (K, 2). Signaux s (f) et s, (1).

Les formules (36) et (44), qui définissent les polyndmes de Legendre P, () et les fonctions de
Bessel sphériques j, (2), permettent d’établir par récurrence la relation suivante entre ces fonctions :

' "+1 o s
(53) f et Py(Wdp=2j"j,(z).
~1
D'aprés cette relation, les formules (47) & (50) résultent des formules (37) & (40).

On en déduit encore trés simplement, 4 I'aide des deux dévelprements (35) et (43), et en posant
z = k, que les fonctions Gy (k, 3), solutions bornées des équations différentielles (24), sont aussi solu-
tions des équations intégrales linéaires et homogenes

O/
+1 JRUE _ N ;4 dn (k’ l) .
(54) f e Gk p)dp =2 o Gy (k, 3y,

ou encore, suivant la parité de [, et compte tenu de la valeur (51) de g (k),

-1

(55) f T cos (kaw. Gl dp =2 2ED G g sidest pair,
J Gy (k, 0)
1 .
(56) T sin (k% .G (o g dp = 2K BN 6 s Lest impair,
J. . 3 G (k0]

La relation (55) montre que, pour ! pair, la fonction G; (k, 2) est solution de I'équation intégrale
(15) quand le coefficient Hy y prend la valeur

_ S a, o1
57 : = /2k dl6D _ o 5 /2k opEe T
7 Mo 0=\ Gy = (DT /2E =

La relation (56) montre que, pour [ impair, la fonction G; (k%) est solution de I'équation inté-
grale (19) quand le coefficient H, ¥ prend la valeur

(o]

3T ey Dt (KD
(58) H,, () =\/¥ £ gl{g_l’::(g= ' \/¥ e
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On en déduit, d’aprés les résultats obtenus au chapitre III, que toute solution bornée G (k,
de I'équation différentielle (24) est solution de I'équation intégrale (%4) quand le coefficient EI!E y lp(rén'g

la valeur a
: 9k [d (kDT . '
, H k] = 2K l_] . silest pai
(59) Ky (f) =< [ n () 2 )nk C;cz (%, 0) st Lest pair
P} d 2
(\ [le (k)] == [-3— G:{g::é;] , silest impair,

ce que I'on peut écrire sous les formes équivalentes :
c ‘ 2 ’ 1= : 2
(599 Koy = 2k [ Ha GO _ak[ VT AEDRO]
T es (1) % N dy (k, D)

Ainsi se_trouvent vérifiés directement les résultats, obtenus au chapitre IV, sur les relations
entre les équations intégrales (14), (15) et (19), et 'équation différentielle (24).

De plus, les formules (59) donnent les valeurs propres Kl ® respectivement associées aux fonc-
]

sin k(A — )
T (h— )

Le développement de ce noyau en série de fonctions propres est ainsi complétement déterminé,
d’aprés (35), (43) et (59), et suivant 1a formule (23) qui permet d'écrire, avec k =2 = FT,

tions propres Gu (k) du noyau symétrique fermé

60 O y) = SR OB b Gy (k, ).Go (k)
, (60) Aw (0 — 1) =0 ,Z K;(k)_______Al(k) B
ol Al (k I ].+1 [Gl (k, 7\)]3 di = 2' 2__,1_2:____*-1 [dn (k, [)]2 , d’aprés (35) et (37)‘
=1

Le coefficient Ky (k) est le rendement ¢nergétique du filtrage par lequel le signal G,(k, %) ,

limité & Vintervalle de temps (— T, + T), est transforme en le signal K; (k) Gu (Ik, %), de durée infinie
¥ mais dont le spectre est limité & Iintervalle de fréquence (—F, -+ F), avec 27 FT = k. _

D'aillenrs, ce rendement X (k), donné par (59), est fonction décroissante du rang ! qui indique,
d’aprés ce qui a été dit au chapitre IV, le nombre des zéros présentés par le signal Gy { k, T dans 1'in-
tervalle — T <t < - T.

Ainsi, d’aprés (35) et (43), compte tenu de 24-2) et (51), le signal s (f) cherche, de durée finie 2 T
et d'énergic filtrée maximum dans Ja bande de fréquences [f] < F, est le signal pair

>
®) s@=cG (k Dec'S) day (k0P <i> LS (1P (£ 0).2 (k f) :
b == 0 ‘ !T : 2o p \M «42p T dn (k, 0) 2o By =p ' T
! pour — T <t << + T, ¢ étant un facteur constant arbitraire.
i Le spectre réel ¢ (f) du signal pair s (1) est défini, d'aprés (18) et (57), compte tenu de (42), par
i T, /2% f ;
(62) sy(NH=c \/I—*‘ \/T dy (k, 0). G, (k, —F—> ,  pour toute fréquence f.
] Et le rendement éncrgétique maximum, correspondant au filtrage du signal s (f), est défini,
d’aprés (59), compte tenu de (42), en fonction croissante du paramétre k =2 = FT, par
S CON Ko () = [Ho (9] = 25 [d (5 OF

2) Le développement (60) du noyau EB;{.’:TQ:‘T“) pout aussi stre obtenu, mais d’ane fagon: moins élémentaire, & partir du déve-

Hemall (P, ¢tont un point fixe, P stant le polnt courant, et [P, P| désignant la distance de ces

loppement de la fonction de Green
7), ce qui donne unc autre méthode

deux points) attachée & I'¢quation des ondes en coordonnées homofocales ([3] pp. 825 sqq. et p. 150 .

pour déterminer & I fois les tonctions propres Gy (ks 3.) et les valeurs propres ﬁl_(i‘_) de.ce noyau, qui est identique an coefficient de j
1 k(A — .

dans — ei_p_‘____“) .

T A—p
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Tl est, d'autre part, intéressant de déterminer le signal impair s, t), de durée finie 2 T, et d’énergie
filtrée maximum dans la bande de fréquences |f| < F (cf. chap. V). IS apres (35) et (43), compte tenu
de (42) et (51), c’est le signal impair

64 s;(h=c G1<k: ")= ¢ 2 dapi1 (k1) Payys <T>=—IF£I1 1 pgﬂ dap+1 (R 1) Jep41 (k;[:> v

v ’1‘/ o g
pour — T <t << 4 T, c étant un facteur constant arbitraire.
Le spectre imaginaire pur 3, (f) du signalimpair s, (¢) est défini, d’aprés (22) et (58), compte tenu
de (42), par

—_— * T 2_1—_(3 i ‘ f\ " o frd
(65) a(f)=—jc¢ \/F \/ﬁ dy (&, 1).Gy (k, F) ,  pour toute fréquence f.

{Il faut remarquer que ce spectre ne contient pas la fréquence nulle.]

Et le rendement énergétique correspondant au filtrage du signal &, (), c’est-a-dire le plus grand
rendement possible pour le filirage d'un signal impair, est défini, d’aprés (59), compte tenu de (42),
en fonction croissante du paramétre k = 2= FT, par

Y

Ox

(66) Ky () = [Hy (0] [dy (k, 1)]2.

Nous avons fait figurer les valeurs respectives des rendements énergétiques K, (k) et K, &),
calculés 4 partir des formules (63) et (66), dans les tableaux O et I de I'Annexe II.

Et nous avons tracé sur la fig. 1 les deux courbes représentant les variations des rendements
K, (k) et K, (k) en fonction du paramétre k& =2 = FT. -

Nous avons donné, d’autre part, dans les tableaux II et III, quelques valeurs des fonctions
Gy (k, ) et Gy (K, 2), calculées & partir du dévelop{)ement (35) [explicité dans la premitre partie des
formules (61) et (64)], pour 0KHX K1 et k=1,23,4,5.

Et nous avons tracé, sur les fig. 2 et 3, les courbes représentant les variations respectives de
Go (k, %) et de Gy (k, )) en fonction de % dans l'intervalle — 1 <\ < + 1, pour les valeurs entiéres
1, 2, 3, 4, 5 du parametre k =2 = FT.

VIL. — ETUDE DES SIGNAUX s (/) ET 5, () POUR LES GRANDES VALEURS DU PARAMETRE
k =2=FT. e

La comparaison des équations différenticlles (24) et (40) montre immédiatement que, lorsque le
parameétre k tend vers 0, les solutions bornées G, (k, ) des équations (24) ont pour limite les polynémes
de Legendre Py (), tandis que les constantes C; (k) correspondantes tendent vers | (I 4 1). [Cela résulte
aussi trés simplement du systéme des relations (41) qui déterminent la suile des coelficients dy (K 1).]

Afin d'étudier, de méme, ce que deviennent les solutions-bornées G (k, %) des équations diffé-
rentielles (24) lorsque le parameétre k croit indéfiniment, effectuons le changement de variable®)

(67) ) \/ k== s en posant G (\%) = (z) .
3
On obtient ainsi les équations différentielles

0 AE-)299] + 20w -,

Par conséquent, les solutions bornées G [k, %) des équations (24'), obtenues pour les valeurs

discrétes C; (k) de la constante de séparation C, ont pour limite, lorsque le paramétre k croit indéfini-
ment, les solutions bornées @i (x) des équations différentielles S

2 ©
(69) — 230 1 pg0) =By @,
et ces solutions @; (z) sont obtenues quand la constante B prend les valcurs discrétes
(69) B = lim 8@
k>0 k

. o ! . 2y
3) Le choix do ce changement de variable -est justifié par o fait que los fonetions Gy | k, ——) admettent cffectivement

comme limite, lorsque le paramétre k crott indéfiniment, des fonctions ’;‘?L (2) qui ne se rédufsent pas & des constantes.
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Or il est facile de vérifier que les équations (68) admettent les solutions bornées :
. 2 gl [ —a®
(70) G =we? g <c ' ), pour B=B; =211,
~¢ étant un facteur constant arbitraived).
Les fonctions ¢ (%) vérifient les relations d’orthogonalilé

+c0 0, . Lo,
(71) f ﬁm (m)":‘?n ((E) dx = _ 1M £ 1
—o0 YEQ“M\/N, sim=n.
Ainsi, lorsque le paramétre k croit indéfiniment,
9
72 Gy, @1+ Dk,

et, siPon choisit le facteur constant y; de tele manitre que les relations (42) soient satisfaites,

ko A (X
,w.,_l‘..ﬁ‘ e% d (c ¢ ) » sil est pair,
"] L d A )
sk
(73) (y (IC, .L) kr:; o l:‘]'g (/(, 7.) == / o 3)

—1 kot Lo —TOn, . . N
s ((' ) v si { est impair.

¢ < H
[— 1y, bxt diy
I G |
( 5 )_k 2

/

En particulier, on obtient, pour les grandes valeurs du paramétre k = 2 =FT, les expressions
limites suivantes du signal pair s ({) et du signal impair s, (), de durée finic 2 T et d’énergle filtree
maximum dans la bande de fréquences | f| <T, 4

’ y l ll
(74) s() = Gy (lc, l—) ~  ce BT , avee G =Gy (k) ~ Iy
\ 1,‘ Je-p-0 k>
kit
(75) s () = ¢ Gy <k, ,“) ~ ok 5N, avee C=C ()~ 3k,
I/ koo T k-0

Le calcul numérique montre que les signaux s (f) et s; (0), limités & Vintervalle de temps
(< + T, sont déjA assez bien représentés par leurs formes asymptotiques (74) et (75) lorsque

rr
N

<
k =5,

v Nous avons donné, dans les tableaux I Dis et III bis, quelques valeurs des fonctions s (k%)
t;'.L g?%(kl, 0)‘), calculées & partir de la formule (73) [explicitée en (74) et (75)], pour 0. LA ot
e = 5, 10, 20. '

Et nous avons tracé, sur les fig. 2 bis et 3 bis, les courbes représentant les variations respectives
de @, (k) et de ¢ (k) en fonction de ) dans lintervalle — 12 < + 1, pour les valeurs
5, 10, 20 du paramatre k = 2 =FT. : '

1l est intéressant de vérifier que les fonctions @i (%) définies par I’expression (70) sont bien solu-
tions de l'une ou l'autre des deux équations intégrales déduites des équations (15) et (19) par le chan-
gement de variable (67), soit

(76) 9o @) = = 1\/2 [ VI o () () dy s Lest pair,
B

7 G (@) = I‘—I_l\/? f + Vie sin (xy).&G@dy, sil eét impair,
I ’ Vi

quand on y fait tendre les limites d'intégration = vk vers £ w.

4) On voit que N )
g,@ - (=Y e 2 H @,

H; (z) étant le polyndme d'Hermite de degeé [ ([3] chap. 6, p. 780), détini par la relation :
2
H, (@) = (— 10 e {% (c—") .
Los polyndmes l-Il () véritiont les relations de réeurrence :
H'n (@) = 2 n M., (x),
22 Hp () = 2'n Hpey () 4 Hog 1),
et I'équation différentielle H*n () —2 & H'n (x) +2nTn (x) = 0.

5) (f? } (k, \) s'exprime simploment & Y'aide du polyndme d'Hermite ¥} () \/D :
. k)

it
1 L J—
P e 2 .
')’( 1)' H, () Vlc), si 1 est pair,
G Uen) v @ e =) T2 Kt
k-p-c0 V1 10 -e_.. -

l-ll' ()\ \/ k—), of T est impuair.
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Cela résulte de la relation

+0 oy L dl IV - i S
(78) [ Y e Ejl(e >dy—-—]‘\/21vc.aa—x—,(e ):

%
—0

qu'il est ais¢ d’établir & l'aide d’une suite de I intégrations par parties, et en remarquant que
dl i15(!} J-jan 1 dl %(J/{—ja.‘)‘

a T i
1l est ainsi démontré que
’ L . .
(79) Ha, (1) et (— 1)2 , 8i lest’palr )
(80) Hy, (&) e <—~ 1) 2, silest impair ,
et par suite ue
(81) Ky (k) = Hf (k) ou Hi (k) 7> 1, quel que soit {.

Les relations (57) et (79), (58) et (80), compte tenu de (42), entratnent, pour les grandes valeurs
du paramétre k = 2 = FT, les équivalences suivantes :

1] , .
do (k1) \ry ;W 2—",—{,: si I est pair,
5 )
(82) '
[ 3 = . . .
dy (kD) oy o _2-1—1(*_—[_:“13? T \/ 21.12 + si ! est impair.
5 )

En particulier,

- 3 =
d (Jc,o)kﬁm\/z_“lz, d, (k, l)k':;oo—k—\/f‘zﬂ—k'
Enfin, d’aprés les relations (73), (79) el (80), et d’aprés les formules (18) et (22) ou I'on fait

L _. (homogéne & un temps), on vérifie

croitre indéfiniment le paramétre k = 2 = T, en posant 7

que le signal

[ i —uq
3) SO =ce™n o & <e “)
a pour spectre -
: e s R —umerl
X W05 L) s,

quels que soient 'entier [, le paramétre positif =, et le facteur constant c©.
[11 est d’ailleurs aisé d’obtenir directement ce résultat classique.]

VIII, — COMPLEMENT : CAS OU LE FILTRAGE DU SIGNAL s (f) EST SUIVI D'UNE LIMITATION
DANS LE TEMPS. -
Le probléme qui vient d’étre traité peut &tre repris dans des conditions un peu différentes.

Proposons-nous de déterminer un signal s(f), de durée limitée & un intervalle de temps
(— T, + T), et tel que, si I'on fait passer ce signal & travers un filtre passe-bas présentant une coupure
brusque a une certaine fréquence F, et si le signal filtré S (f) ainsi obtenu est lui-méme limité 4 Pinter-
valle de temps (— T, + T), la perte relative d’énergie «* = 1 — K’ qui en résulte prenne la valeur
t, = 1—K{ la plus petite possible.

11 g’agit alors de choisir le signal s (f) de maniére & rendre maximum le rendement énergétique -
v’-'+ rlw +T
(85) K’ = J S? (1) dt : f s? (1) dt,
Z L
6) S, ORI 1 (/) s’expriment simplement a I'aide des polyndmes d'Hermilo :
ll
S, () =ef PaET 1-11(11 V2 1:) ,
@ STy (s V2T) = 28, @)
y(h=ere Wz -8 .

aves ¢’ = (— \/Z_W)'c .
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le signal filtré S (f) étant encore donné par la relation

. T4 Py
M SO= [T Al—Ds@dr, ave A@=nErhD,
Loy S

. ""‘I"l‘ - +'l\ T
Dailleurs f SE() di = f f-l 's A (l—r).s(x)dldx
ot I._'l‘

1 Y

-
(86) — f S, 0.5 ) dt,
Lo
si I'on désigne par S, () le signal doublement filtré
. T ) +T (4T
8, () = / Av (t—1). S (0 d0 =f Ar (—9).Ae (0 —1).5 (5) d 8 d <5
= =1t
"'{"l'
ou Sy (f) = / AR (s (Ddr,
"‘~-'|‘

A% (L —<) élant lo premier itére du noyau Ay ({—71) :

(87)

4 +r
(8%) AP (1) = [ Av ({—0).Ap (0 —7) d 0.
.‘—'I‘

__ Pour loute varialion 4 s (f) ajoutée au signal s () cherché, la variation premitre du rapport K’
doit atre nulle, ce qui conduit A reprendre la théorie faite au chapitre II, en y remplacant seulement
K(?I;a([t)pnrl;) K par le rapport K/, le signal S (f) par le signal S,(f), et le noyau A¢ (I—7) par le noyau

¢ —=T)

On oblient ainsi une condition nécessaire (mais non suffisante), analogue a (4), 4" ou (5), d'oir
résulte la relation, analogue & (6),

(8% SO =X's@, pour —T <<+ T

el Pon voit, d'aprés les relations (87) et (89), que le signal doublement filtré S, (f) doit &tre solution de
équation intégrale linéaire et homogéne, analogue a (7, ‘

(90) Sy (1) = I%’ f T pw ({—7).8, @ dr.

gy

1aillours, sile signal s (f), limité & Vintervalle de temps (— T, + T), est défini par la relation (89)
& partir d'un signal S, (?) vérifiant une telle équation intégrale, Sy () résulte bien de s (f) par le double
filtrage (87), et Je rendement énergétique du simple filirage (1), suivi de la limitation du signal simple-
ment filtré S () 4 intervalle de temps (— T, + T), est égal & K’ d'aprés la relation (86) qui donsie,
eompte tenu de (89), '

T ST + T
o1) [T = /* s,_,(t).s(z)dt=1<'f 20 dl.
—T ~r =
donc ramenée A la recherche des solutions

La détermination du signal s () cherché se trouve ¢ 2
K’, évidemment comprise entre Oet 1,

d’une équation intégrale linéaire et homogene (90), ot la constante
doit dtre choisie aussi grande que possible.

Or, d’aprts la théorie du développement des noyaux itéres (12], chap. IV, § 234),

— le noyau symétrique A% ({—~) a les mémes fonctions propres <. (f), deux a deux ortho-

T : :
gonales et supposées normées ? [o (D)2 dl =1 %, que le noyau As ({— 1) dont il est le premier

itéré; vz
dans I'équation intégrale (90), sont les carrés des

— les TS og 1/K! corr antes, ) ;
les valeurs propres 1/K; correspondan emes fonctions propres o (f) dans I'¢quation

valeurs propres 1/K; respectivement associées aux m
intégrale (7) :
(92) : Ki =Kt
{ce qui résulte d’ailleurs de la comparaison des relations (8) et (O1)]; _

— enfin le noyau symétrique A® (f — <) est la somme de la série, absolument et uniformément
convergente dans le domaine —T <1<+ T, —T<s< +T,

(93) A® ({—7) =f+'fAr ((—0.Ar 0 —9db= 20 Kp o (t). o () -
—-T L . :
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Par conséquent, le probleme posé au début de ce paragraphe a les mémes solutions que le probléme
posé au début du chapitre ITet Lrailé dans les chapitres 11 a V11, et le rendement énergétique maximum
K, (F, T), obtenu par coupure des fréquences supérieures & F dans le spectre d’un signal s () limité
a lintervalle de temps (— 1, - T) et hmitation du signal filtré S (f) ainsi obtenu au méme intervalle
de temps, est égal au carré du rendement énergétique maximum K, (F, T) obtenu par le seul Tiltrage
du méme signal s (f) convenablement choisi.

(11 serait d’ailleurs facile de reprendre 'étude de I'équation intégrale (90), mise sous la forme
équivalente

ey 1 +1 -
(909 s =g [T ARe—n.S @,
Y
avec
.i+ 1 N
(88" AR —p) = J A (b 1) Awr (0 — 1) due,
=1

en lui appliquant directement les résulials obtenus au chapitre 1V.

Il suffirait de montrer que le noyau symétrique A# (.— p) est solution de l'équation aux
dérivées partielles (28), ce qui résulte de Papplication de la relation (30) au noyau symétrique
Q (2, 1) = Awr (0 — ), qui est solution de I'équation (28), ¢t 4 la fonction G (p) = Awr (b — ).

Le noyau AR (. — u) étant « fermé» comme Awr (A — ), il en résulte que I'ensemble des solu-
tions des équations intégrales (90) est identique A ’ensemble des solutions bornées des équations
différentielles (24).]

Enfin I'étude générale du rendement énergétique du filtrage d’un signal o (f) de durée [inie,
faite au chapitre V, pourrait étre entidrement reprise ici, la relation (34), qui donne le rendement K
obtenu par simple filtrage, étant seulement remplacée par la relation qui donne le rendement K* obtenu
par filtrage et limitation dans le temps

(¥ o)
N o 12,0 af Ki
(94) K’ = ] N0 at / / R d= S0
—r —r N o
lg a

Les résultats obtenus au chapitre V subsistent donc ici, les rendements énergétiques 1<y, inverses
des valeurs propres du noyau Agr (A — p), devant seulement étre remplacés par leurs carrés Ki = Kf,
inverses des valeurs propres du noyau itéré A (A — p).

Et l'on est ainsi conduit & définir les mémes signaux de durée finie et d’énergie filtrée maximum :

— le signal pair s () parmi tous les signaux ¢ (f) de durée finie,

— le signal impair s, (f) parmi tous les signaux ¢ (f) impairs.

En résumé, d’aprés I'étude complémentaire qui vient d’étre faite,

— les signauz de durde finie et d'énergie filirée maximum, délerminés auz chapitres VI ¢l VII de
la présenle nole, sonl les signaux de durée finie donl I'énergie est aussi peu absorbée que possible,

— soil par un simple filfrage,
— soit par un filirage suivi d’une lmifation dans le femps;

— de plus, les rendements dnergéliques maxima oblenus dans le second cas sont égaux quz carres
des rendemenls énergéliques maxima obtenus dans le premier cas.

ANNEXE 1. — EQUATION DES ONDES EN COORDONNEES HOMOFOCALES.
L’équation des ondes s’écrit, d'une fagon générale,
(A.1) AQ +k2Q =0,

 ¢tant une fonction des trois coordonnées spatiales, et A Q désignant le laplacien de cette fonction,
qui a pour expression :
— en coordonnées cartésiennes rectangulaires z, y, 2,

2o B | 20

(A.2) Asz(x,y,z)=w+w T E

— en coordonnées cylindriques r, 8, 2,

: 1 3 /. 3Q 1 32Q 32 Q
A.3 AQ(r, 8 2) = — — {r_= s iy
( ) (r_v )z) r bl‘( ar> rg 862 ng

3
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-~ en coordonnées curvilignes trirectangulaires quelconques uy, u,, u,, ol les vecteurs de coor-

B
données L, Iy, E, sont définis en chaque point par la relation donnant le déplacement élémentaire

> > > >
dM = Eq duy + Ep duy 4 Eg dug ,

A.4) AQ (uy, ug, ug) =
1 Ao BIE ey o cRIE wy L o [EE] e
-I—:: E; .E»:; ?am 'E‘:l bul) OU2( I-E>2| bllg) m( ‘ﬁx\ b—u—a)

" (formule de Lameé).

. Considérons alors, en coordonnées cylindriques r, 0, 2z, une fonction Q (r, 8, z), et rapportons
l'espace & des coordonnées homofocales }, 0, p définies en fonction de r, 8, z par les relations

(A.5)

% 22 =VE L I+ VPR 1P,
2p=VP4 @+ -Vt @12

Les surfaces de coordonnées sont, outre les plans passant par Oz, les ellipsoides et les hyper-
boloides de révolution ayant pour foyers les points de cotes z = =+ 1 situés sur cet axe. Elles forment
¢videmment un systéme trirectangulaire.

Inversement, r et z sont définis en fonction de ) et p par les relations

(A.6) (=0t p—Cp+12=02—1)(1—pd,
[ 2 =Xy,
Posons, pour simplifier les calculs intermédiaires,
\ X =chu, d’otr { r=shusinv,
? == COS U, } z=chu.cosv.

>
Le déplacement élémentaire dM est défini par

(A7) dME = dr? + dz2 + r? d 02 = (ch? u— cos?® v) (du® + dv?) + sh? u.sin’*v.d he
=R e My 22— 1) (1—uB) d02.
= IVt r—pdv i ) (1 =49

La formule de Lamé (A.4) donne alors immédiatement I'expression du laplacien en coordonnées
homofocales %, 0, . :
1 40 [, 20 d om0y, 1 »
(A8 AQ(,0 p)= )-—2:_1—;2 (b—)- [()‘2—- 1)) _D—)-] + S_!‘-:' ¢! p8 il + o2 __‘—‘1) a— vE) Yo
L’équation des ondes (A.1) s’écrit dong, en coordonnées homofocales, pour une fonction 2 (i, &)
indépendante de 0, c’est-A-dire présentant une symétrie de révolution autour de 'axe Oz, sous la forme
simple :

) If )t > 20 ,
(A.9) = [( 02 —1) \_/] N [(pﬁ—-: 1) ';ﬂ;.] riEp0,

Clest I'éeuation (28) du chapitre IV. | it
A . . . - ) au

Il est clair que cette &quation peut ensuite ttre considérée, comme nous lavons Iait
chapitre IV, indépendamment des coordonnées homofocales qui permettent de assimiler 4 I'équation

des ondes. Les variables ) et p ne sont alors soumises & aucune restriction, alors que, lorsqu’elles repré

St - i ¢ i onditions
sentent les coordonnées homofocales d'un point réel, ce sont des variables réelles soumises aux ¢

A>1 et el < L.

Remarque. — L’expression (A.8) du laplacien en coordonnées homofocales X, 8, p. peut aussi
se déduire de son expression en coordonnées , 9, v :

1 ¥Q chu 20 ,3Q  cosV D_g] 1_ 20
(A-10) 88 (w8 0) = gy —oets [W Tu ou "3 Vainp dv] " sh?usin®p 20?
€plication de la formule de Lamé SA.ZL),

Cette dernitre expression, qui résulte simplement de ' ong) de l'expression (A.3) du laplacien

peut aussi se déduire par un calcul direct (simple, mais assez
en coordonnées cylindriques r, 9, z.
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TaBLEAU II

donnant quelques valeurs des fonctions Gy (k, ) = 2 dyy (K, 0) Py ()«
(CF, § 6.3, formule (1)].

) k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
0 1 1 1 1 1
0.1 0,9985 0,9845 0,8893 0,0842 0,9786
0,2 0,994 0,978 0,958 0,957 0,919
0,26 0,990 0,965 0,934 0,905 0,876
0,3 0,986 0,950 0,907 0,865 0,826
0,4 0,975 0,912 0,839 0,770 0,707
0,5 0,961 0,865 0,757 0,659 0,674
0,6 0,944 0,810 {1,664 {,540 0,438
0,7 0,924 (0,748 0,560 0,420 0,312
0,75 0,913 0,714 0,514 (),362 0,256
0,8 0,901 0,670 0,463 0,307 0,203
0,8 0,876 0,607 0,365 0,205 0,115
0,95 0,862 0,569 0,314 0,160 0,080
1 0,8481 0,5315 0,2675 0,1193 0,0502 -
[Voir fig. 2.]
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Fig. 2. s(l)__o pour Ill>T’.
[Voir Tableau IT]
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Tanreau II bis
k.,
donnant quelques valeurs des fonctions @, (k, X) = e—z)\ .
[Gg k%) ~ Gy (k) — formule (74)] .
le-p-0r

! k=35 k=10 k=20
0 1 1 1
0,1 0,975 0,951 0,905
0,2 0,905 0,819 0,670
0,25 0,855 0,731 0,535
0,3 0,799 0,638 0,407
0,4 0,670 0,449 0,202
0,5 0,535 0,286 0,0821
0,6 0,407 0,185 0,0273
0,7 0,293 0,0863 0,0076
0,75 0,245 0,0600 0,0038
0,8 0,202 0,0408 0,0017
0,9 0,132 0,0174 0,00030
0,95 0,105 0,0110 0,00012
1 0,0821 0,00674 0,000045

N. B. — Les courbes représentatives des fonctions ¢ (k, }) présentent des points d’inflexion pour
=1, G =e 2=0,607.

[Voir fig. 2 bis.]
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[Vair Tableau II bis].
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TasLeau III

« C & T, 11¢ A., N° 2,-1957 »

o]
donnant quelques valeurs des fonctions Gy (&, }) = N dapt1 (6 D Pyppy () -
p=0
[Cf. §6.3, formule (64)].

[Voir Tableau III}.

2% k=1 k=2 k=3 k=4 k=35
0 t] 0 0 0 0
0,1 0,0999 0,00986 0,0892 0,0087 0,0980
0,2 0,199 0,197 0,194 0,190 0,186
0,256 0,248 0,244 0,238 0,230 0,223
0.3 0,297 0,290 0,279 0,266 0,254
0,4 0,394 0,376 0,351 0,323 0,297
0,5 0,488 0,454 0,407 0,357 0,311
0,6 0,579 0,522 0,444 0,305 0,297
0,7 0,667 0,578 0,462 0,351 0,261
0,75 0,709 0,601 0,464 0,335 0,236
0,8 0,751 0,621 0,460 0,315 0,209
0,9 0,830 0,662 0,440 0,266 0,150
0,95 0,808 0,662 0,424 0,235 0,120
1 0,9046 0,6681 0,4034 0,2042 0,0916
[Voir fig. 3.]
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TasLEAU 111 bis ,

donnant quelques valeurs des fonctions g, (k,2) =% e *
[Gy (K, X)IN &, (&, 3) — formule (75)].
e

2 | k=5 | k=10 | k=20
0 0 0 0
0,1 0,0875 0,0951 0,0905
0,2 0,181 0,164 0,134
025 | 0214 | 0,183 | 0,134
0,3 0,240 | 04191 | 0,122
0,4 0,268 0,180 0,0808
0,5 0,268 0,143 0,0410
0,6 0,244 0,0890 0,0164
0,7 0,205 0,0604 0,0052
0,75 0,184 0,0450 0,0027
0,8 0,162 0,0326 0,0013
0,9 0,119 | 00157 | 0,00027
0,95 0,100 0,0104 0,00011
1 0,0821 0,00674 | 0,000045

N. B. — Les courbes représentatives des fonctions &; (k%) prés;ntent :
des maxima ou des minima pour k=1, C).‘Ll =¢ 2=0,607;

o _3 . .
des points d'inflexion pour k3 =3, ‘—)’\1 =¢"2=0223. [Voir fig. 3 bis]
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[Voir Tableau 11T bis]
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