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グラフ・ネットワーク上での応用調和解析

斎藤直樹

1 は じ め に

近年，各種センサーネットワーク技術の発達や

ソーシャル・ネットワークのインフラストラクチ

ャの充実により，複雑なネットワーク上で観測・

測定されたデータの解析が急務となっている．例

としては，拡散テンソルMRI 画像を基にした脳

内の神経結合状態の推定，血管系・河川系・道路

網などにおける流量の測定，ソーシャルネットワ

ーク上のユーザー間の情報伝達のモニタリング等

が挙げられる[44, 第 3 章]．

一方で，フーリエ解析やウェーブレット解析に

代表される調和解析の手法は，矩形や球などのユ

ークリッド空間内の標準的な形状の領域やその離

散化である規則的な格子上で観測・測定されたデ

ータの解析にとって極めて重要な役割を果して来

た．従って，これらの調和解析の手法をグラフや

ネットワーク上に拡張することが急務である．

2 グラフ・ラプラシアンの基礎

この節では，グラフ上での応用調和解析にとっ

て基本的な役割を果すグラフ・ラプラシアンにつ

いて概説する．詳しくは，浦川による日本語での

優れた文献[42][43]及び標準的な[7][25]等を参

照されたい．

2. 1 グラフ理論の基礎的用語・定義

まず，グラフ・ラプラシアンの解説のために必

要なグラフ理論における基礎的用語を定義してお

く．グラフ G とは，頂点の集合 V=V (G)={v,

v, …, v}とそれらを結合する辺の集合 E=E(G)

={e, e, …, e}からなる．本稿では有限グラフ，

即ち n, mが有限の場合のみを扱う．以下簡単の

ため，頂点 vをその添字 i で表記する．グラフ

Gの部分グラフ Hとは，その頂点と辺が V(H)⊆

V(G)と E(H)⊆E(G)を満たすようなグラフであ

る．頂点とそれ自身を結合する辺をループ，2 つ

以上の辺が頂点対を結合している場合を多重辺と

呼ぶ．ループや多重辺を含んだグラフを多重グラ

フ，そうでないグラフを単純グラフと呼ぶ．

相異なる頂点対 i, j∊V を結合する辺 e∊Eが

iから jへの方向を持つ場合，これを e=(i, j)と

書き，有向辺または弧と呼ぶ．この場合 i, jはそ

れぞれ辺 eの始点と終点と呼ばれる．もし辺 eが

頂点対 i, jを結ぶ無向辺の場合は，これを e=ij

と書き，i, jは辺 eの端点と呼ばれる．辺 eが無

向辺 e=ijならば，i, jは隣接していると言い，
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i~jと書く．一方，辺 eが有向辺 e=(i, j)の場

合は，iは jに隣接しているが，jは iに隣接して

いない．この場合を ij と表す．すべての辺が

有向辺であるグラフを有向グラフと呼ぶ．無向グ

ラフとはその辺がすべて無向辺であるグラフであ

る．無向辺と有向辺を同時にもつようなグラフは

混合グラフと呼ばれる.

また，各辺 e∊E(G)が重み w(通常 w>0)を

持つようなグラフ Gを重みつきグラフという．

グラフ Gのすべての辺の重みが一定(例えば w≡

1)であると見做される時，Gは重みなしグラフと

呼ばれる．重みなしグラフの場合は，そのグラフ

のトポロジー即ちグラフの構造や頂点の辺による

繫がり方が，主な考察の対象となる．尚，辺の重

みは問題によって，事前に設定されている場合と

ユーザーが各頂点に付随するデータから重みを設

定する必要がある場合とがある．

グラフ Gの頂点 iから頂点 jへの経路とは，i

から始まり jで終るような隣接した頂点系列から

なる Gの部分グラフである．頂点 iから始まり i

で終るループでない経路のことを閉路という．任

意の頂点対に対し，それらを結ぶ経路があるよう

なグラフを連結グラフという．有向グラフでこの

条件を満す場合は強連結グラフと呼ばれる．連結

グラフで閉路がないものを木と呼び，Gの代わり

に Tで表すことが多い．任意の Tに対し，E(T)

=V(T)−1という関係が成り立つ．ここで ⋅は

その集合の基数を表す．木における頂点で，他の

唯一つの頂点と結合しているものを葉と呼ぶ．

経路 PG の長さ(あるいはコスト)l(P) は P

に属する辺の重みの総和，即ち l(P):=w

で定義される．グラフ Gの頂点 iから頂点 jへの

すべての経路の集合をとする．この時，i か

ら jへのグラフ距離 d(i, j)は d(i, j):= inf


l(P)

と定義される．無向グラフの場合，明らかに任意

の頂点対に対し d(i ,j)=d(j, i)が成り立つが，有

向グラフの場合はそのような対称性は一般には成

り立たない．

本稿では簡単のため，与えられたグラフ Gと

しては，有限・単純・連結・無向グラフのみを扱

う．

2. 2 グラフ理論に現れる行列，主にグラフ・

ラプラシアンについて

ここでは与えられたグラフ Gに関連した幾つ

かの行列について述べる．Gの(重みつき)隣接行

列はGの辺の重みからなる行列でW (G)=(w)∊

ℝで定義される．ここで ij∉E(G)の時，w=

0である．Gは無向グラフと仮定しているので，

明らかにW(G)は対称行列である．頂点 iの(重

みつき)次数は d(i) あるいは dと書き，d(i):=




w，即ちW(G)の第 i行和で定義される．

対角行列 diag (d, …, d)をグラフ Gの次数行列

といい，D(G)と表す．

グラフ上での応用調和解析の第一歩として，以

下のように定義されたグラフ・ラプラシアン(単

にラプラシアンあるいはラプラス行列とも呼ばれ

る)の固有値と固有ベクトルを計算・考察するこ

とが重要である：

L(G) := D(G)−W (G). (1)

解析学における通常の ℝ上のラプラス作用素を

Δ:= ∂
∂x 



+⋯+ ∂
∂x



とすると，上記のグラ

フ・ラプラシアン Lはグラフにおける−Δの有

限差分近似と考えられることに注意しておく．グ

ラフ・ラプラシアンの固有値と固有ベクトルをグ

ラフ上のデータ解析に使う主な理由は以下の二点

である：1)グラフの本質的な幾何学的・トポロジ

カルな情報をその固有値から抽出することができ

る(例えば，連結性，連結成分の個数，グラフの

直径，頂点間の平均距離，Cheeger 定数等[7][25]

[42]); 2)その固有ベクトルの集合は，頂点上で測

定されたデータの解析に使用できる正規直交基底

を成すばかりでなく，グラフ分割のためにも重要

な情報を供給する[4][11]．

(1)式の他，次のようなヴァリエーションもよ

く使われている[7][40][42]：即ち，推移ラプラシ

アン

L(G) := D(G)L(G) = I−D(G)W (G)
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(2)

と対称正規化ラプラシアン

L(G) := D

(G)L(G)D


(G)

= I−D

(G)W (G)D


(G) (3)

である．これらの 3つのグラフ・ラプラシアンと

それらの固有値・固有ベクトルの関係の詳細につ

いては，[40]を参照されたい．どのヴァージョン

のグラフ・ラプラシアンを使うかは，問題に依存

する．例えば，von Luxburg はグラフの分割には

L(の固有ベクトル)を使うことを勧めている[40]．

L(G) の固有値系列を，λ≤λ≤⋯≤λ，対

応する固有ベクトルを ϕ, ϕ, …, ϕとしよう．

ここで，基本的なグラフ・ラプラシアンの固有値

の特性を挙げておく：すべての固有値は非負であ

る；最小固有値は 0 即ち，λ=0 ; この 0 固有値

の重複度は Gの連結成分の個数と一致する．更

に，最小の正の固有値は G の代数的連結度

(algebraic connectivity)と呼ばれ，グラフの連結

の強さの定量的評価として使われている[12][13]

[25]．またそれに対応する固有ベクトルはFiedler

ベクトルと呼ばれ，スペクトラル・クラスタリン

グやグラフ分割に重要な役割を果す[14][40]．

さてここで，簡単ではあるが重要な例を挙げた

い．それは図 1 に示すような n 個の頂点からな

る重みなしの経路 Pのグラフ・ラプラシアンの

固有値・固有ベクトルである．この例は我々の目

指すグラフ上のマルチ・スケール基底辞書を構築

するのに重要な示唆を与えてくれる．グラフ・ラ

プラシアンはこの場合，以下のような行列となる．

[27]で指摘したように，このグラフ・ラプラシア

ンの固有ベクトルは JPEG 画像圧縮標準で採用さ

れている離散コサイン変換いわゆる DCT Type

II の基底ベクトル[38]に他ならない．実際，

k=0, 1, …, n−1; x=1, …, nに対し,

λ= 4 sin πk2n ;

ϕ(x) =


2
n
cos πkn x−

1
2, (4)

ここで，ϕ=(ϕ(1), ⋯, ϕ(n))
⊤
∊ℝは固有値

λに対応する固有ベクトルである．これから分

るように，L(P)の固有ベクトルは単純かつ大域

的な振動であり，ウェーブレット基底関数のよう

な局所性はない．また，n個の頂点からなる重み

なしの閉路を Cとすると，L(C)の固有ベクト

ルは正しく n点からなる離散フーリエ変換の基

底ベクトルと一致する．更に C(あるいは P)の

直積からなる規則的な格子グラフの場合は，その

グラフ・ラプラシアンの固有ベクトルが離散フー

リエ(あるいはコサイン)変換の基底ベクトルの直

積と一致する．

3 大局的なグラフ・ラプラシアン

固有ベクトルの問題点

従来の規則的な格子上や ℝ上の矩形領域にお

ける古典的ウェーブレット理論にとっては，こう

した領域でのフーリエ解析が重要な役割を果たし

て来た[20, Chap. 2]．何故ならば，それは周波数領

域の分割に基づく Littlewood-Paley 理論を援用

して構築されているからである．一方，前節の最

後に述べたような C(あるいは P)のグラフ・ラ
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プラシアンの固有ベクトル系と離散フーリエ(あ

るいはコサイン)基底が一致する事実を考えると，

一般のグラフやネットワーク上でのウェーブレッ

ト理論を，そのグラフ・ラプラシアンの固有値・

固有ベクトルに基づいて構築する傾向があるのも

頷ける[17]．

しかしながら，グラフ上のウェーブレット理論

構築にとって，そのような固有ベクトルをフーリ

エ解析における(正弦・余弦などの)基底関数の直

接の代用と見做すことには，少なくとも 2つの問

題がある．第一に，グラフ・ラプラシアンの固有

ベクトルは，そのグラフの形状・トポロジーに強

く依存するため，実際に計算してみるまで，その

本質的なサポート(台)を同定するのは難しいこと

である．実際，[35][27]に示した神経細胞の樹状

突起のような枝分かれしたグラフや，(その構造

は単純な閉路 Cや経路 Pであっても)辺の重み

が一様でないグラフなどでは，固有ベクトルの局

在化という現象が起る．こうした状況を考えると，

ユーザーが基底ベクトルの局在化をある程度コン

トロールできるような手法が望ましいと考えられ

る．実際，この観点が，第 5節に述べる再帰的グ

ラフ分割に基づいた基底辞書の構築に繫がったの

である．

グラフ・ラプラシアンの固有ベクトルをフーリ

エ解析における基底関数の直接の代用と見做すこ

との第二の問題点は，対応する固有値と「周波

数」との微妙で込み入った関係である．単純な閉

路 Cや経路 Pに対しては，(4)式に示したよう

に，固有値は対応する固有ベクトルの周波数の単

純増加関数となる．従って， Cや P上では，

固有値の分布領域を適切に分割し，各分割領域に

対応する固有ベクトルを組合せるという，いわゆ

る Littlewood-Paley 理論を援用した古典的なウェ

ーブレット理論[20, Chap. 2]を構築することが可能

になる．ところが，与えられたグラフが少しでも

Cや Pより複雑になると状況は一変する．固有

値が対応する固有ベクトルの周波数の単純増加関

数とは見做せなくなるのである．例えば，ℝの

横に細長い矩形上の格子 P×P(m>n)を考え

よう．この場合のグラフ・ラプラシアンの固有対

は，(4)式を使うと，以下のように求められる：

λ= 4sin πk

2m +sin 
πk

2n ,

ϕ(x, y) =
2

 mn
cos πk

m x−12

⋅cos πk

n y−12,

但し，k=0,…,mn−1, k=0,…,m−1, k=0,…,

n−1, x=1, …,m, y=1, …, n,である．ここで固

有値 λは非減少順に並べられていると仮定しよ

う．その場合，明らかに最小固有値は，λ=

λ=0であり，次の固有値 λは，π/2m<π/2n

から λ=4 sin (π/2m)であることが分る．さ

て，λはどうなるであろうか．このような簡単

な場合でも，mと nの大小関係によって幾つか

の可能性が出て来るのである．例えば，m>2n

の 時， λ=λ=4 sin (π/m)と な る が，

n<m<2nならば，λ=λ=4 sin (π/2n)とな

る．これからも分るように，kと (k, k)の関係

はノントリビアルなのである．特に，ある自然数

Kに対し Kn<m<(K+1)nならば，λ=λ=

4 sin (kπ/2m), k=0, …, Kである一方，λ=

λ=4 sin (π/2n), λ=λ=4 sin
 ((K+

1)π/2m)となる．即ち，全く振動の様子が違う固

有ベクトルに対応する固有値が固有値列に突然混

入して来るのである．従って，一般のグラフの場

合，そのグラフ・ラプラシアンの固有値列 {λ}…

をその領域(の次元)に対応した物理的に意味のあ

るように分割するのは極めて困難であり，それが

Littlewood-Paley 理論をグラフ上に適用するため

の最大の難関となる．実際，一般のグラフ上で

は,「周波数」という概念は明確に定義できない．

従って，Hammond, Vandergheynst, Gribonval

によるスペクトラル・グラフ・ウェーブレット変

換(SGWT)[17]のような Littlewood-Paley 理論に

依存したグラフ上のウェーブレット変換は，予期

せぬ問題に遭遇する可能性が高くなる．
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それでは，Littlewood-Paley 理論に直接依存し

ないウェーブレット構成法はどうであろうか．

Coifman と Maggioni の拡散ウェーブレット

(Diffusion Wavelets)[9]はグラフ上のランダム・

ウォークを用いたボトムアップのアプローチで，

すでに Bremer 等により，より適応的なウェーブ

レット・パケット基底辞書に一般化されている

[5]．Sharon と Shkolnisky は，部分グラフ上での

ラプラシアン固有ベクトルを用いて Haar ウェー

ブレット基底を含む多重ウェーブレット基底を構

成した[36]．古典的なリフティング法や平均・内

挿ウェーブレットもグラフ上に一般化されている

[21][28][29]．更に，グラフやネットワーク上での

Haar ウェーブレット的な変換も幾つか提案され

ている[26][22][15][8][39]．

第 5 節で解説するように，筆者とそのグループ

も，グラフ・ネットワーク上で観測された信号の

解析のための基底辞書を提案・開発して来た．こ

れらのグラフ・ネットワーク用の基底辞書は，前

掲の様々なグラフ上のウェーブレット的変換と相

補的なものと考えられる．

4 通常のユークリッド空間における

マルチ・スケール基底辞書

この節では，ウェーブレット・パケット変換や

局所コサイン変換に代表される，通常のユークリ

ッド空間内の格子上で定義されたマルチ・スケー

ル基底辞書及びそのような基底辞書からの最適基

底選択について解説する．詳しくは，[10][41]

[30][33][34][24]及び[23, Chap. 8], [20, Chap. 6,

7]等を参照されたい．

本稿の基底辞書とは，図 2に示すように，二分

木構造に配列された ℝ=: Ω
 の部分空間の基底

ベクトルの集合で，各部分空間の基底ベクトルは

その部分空間に特有の空間-波数(あるいは時間-

周波数)特性を持つ．通常の n点サンプルからな

るディジタル信号用に提案された基底辞書の例と

しては，ウェーブレット・パケット基底辞書; 階

層的ブロック離散コサイン基底辞書; 局所コサイ

ン基底辞書等が挙げられる．ウェーブレット・パ

ケット基底辞書の場合は，図 2における各頂点に

対応する部分空間が特定の周波数領域に対応し，

それぞれが再帰的に 2つの「子供」の周波数領域

に分割される．階層的ブロック(あるいは局所)コ

サイン基底辞書の場合は，各頂点に対応する部分

空間は特定の空間領域に対応し，それぞれが再帰

的に 2つの「子供」の空間領域に分割されること

になる．即ちウェーブレット・パケット基底辞書

と階層的ブロック(あるいは局所)コサイン基底辞

書は双対的な関係にある．また，通常のウェーブ

レット基底はウェーブレット・パケット基底辞書

に含まれ，図 2では，太字で示した部分空間の基

底に対応する．

このような基底辞書を構成する(即ち入力信号

とそのすべての基底ベクトルとの内積をとる，あ

るいはそのすべての基底ベクトルを求める)にか

かる計算コストは，ほぼ O(n[log n]

)である．

但し，ウェーブレット・パケット基底辞書の場合

は p=1，コサイン基底辞書の場合は p=2である．

ここで，実用上重要な注意をしておきたい．これ

らの基底辞書を使うには入力信号のサンプル数 n

が 2 の累乗数，即ちある n∊ℕが存在してn=

2となるようなものでなければならないという

制約がある(そうでない場合は，信号の前後に零

を付け加えたり，信号を偶対称的に折り返したり

して，nにもっとも近い 2の累乗数の長さの信号

に変える必要がある)．これに対し，第 5 節に述

べる我々が開発したグラフ上の基底辞書は，2 の

累乗数とは限らず，任意の n 点サンプルからな

るディジタル信号に適用可能である．
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図 2 二分木構造を持つ基底辞書(分解の深さが 4

の場合)
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各基底辞書は最大 n(1+log n)個の基底ベク

トルを含み，それらを組み合わせることにより

2以上の(ℝの)正規直交基底を構成すること

ができる．従って，このような莫大な数の正規直

交基底の集合の中から，与えられた問題(例えば，

データ圧縮，ノイズ除去，パターン認識，回帰分

析等)に対して最適な正規直交基底を如何に素早

く選択できるか，ということが重要になる．Coif-

man とWickerhauser は，データ圧縮とノイズ除

去に対し，最適基底アルゴリズムを提案した[10]．

その後，斎藤と Coifman，また彼等の研究グルー

プが最適基底アルゴリズムの選択基準をパターン

認識や回帰分析のために一般化した[30][33][31]

[34][24]．

5 グラフ上のマルチ・スケール基底辞書

本節では，前節のマルチ・スケール基底辞書の

グラフ上への拡張について考察する．前節で述べ

た Coifman-Wickerhauser の最適基底アルゴリズ

ムが，グラフ上のマルチ・スケール基底辞書上で

も適用できることは明白であろう．

5. 1 階層的グラフ・ラプラシアン固有

基底辞書

この項では，階層的ブロック離散コサイン基底

辞書のグラフ上への拡張と位置づけられる階層的

グラフ・ラプラシアン固有基底辞書(Hierarchical

Graph Laplacian Eigenbasis Dictionary; HGLED)

について述べる．詳しくは[19]を参照されたい．

与えられたグラフを Gとし，それを基底辞書

の根，即ち G
 :=Gとする(グラフ上の基底辞書

の場合，古典的な場合の Ω

の代わりに G


と表

すことにする)．HGLED 構成に向けての第一歩

は，ラプラシアン行列 L(G
)の固有ベクトル ϕ,

ϕ, …, ϕ, 及び対応する固有値 0=λ<

λ≤⋯≤λを計算することである．次に G


を 2つの互いに素な部分グラフに分割する．この

ようなグラフ分割の方法は数多く提案されている

が，ここではそのうちで最も端的な Fiedler ベク

トル ϕの符号を使う手法[14]を採用する．即ち，

V (G
):={k∊V (G

)ϕ(k)≥0}, V (G
):={k∊

V (G
)ϕ(k)<0}となるように G

 を G
 と G



に分割するのである．ここで，Fiedler ベクトル

の符号によるグラフ分割は RatioCut[16]と呼ばれ

る目的関数を最小化する分割を近似していること

を注意しておきたい．

このグラフ分割・部分グラフのラプラシアン固

有ベクトルの計算という手順を再帰的に繰り返す

ことにより，HGLED を構成するのである．構造

的には図 2と同じ 2分木構造の部分グラフ及びそ

の上での正規直交基底の集合である．ここで幾つ

かの注意を述べておく．1)HGLED および次項で

述べる一般化 Haar-Walsh ウェーブレット・パケ

ット基底辞書においては，Fiedler ベクトルに基

づくグラフ分割以外の如何なる再帰的グラフ二分

割法を採用してもまったく問題とはならない．2)

Fiedler ベクトルによるグラフ分割には，通常の

グラフ・ラプラシアン L(G

)の代わりに，推移

ラプラシアン L(G

)を使う方がよい分割とな

ることも多い[40]．その場合の Fiedler ベクトル

の符号による分割は，RatioCut ではなく，画像

分割によく使われるNormalized Cut[37]を最小化

する分割を近似する．但し，推移ラプラシアンを

使った場合には，その固有ベクトルは重みつきの

内積 ⟨x, y⟩

:=y⊤D(G


)xの下で正規直交し

ており，通常の内積の下では正規化も直交化もさ

れていないことに注意する必要がある．通常の意

味で正規直交する固有ベクトルを生成するために

は，D(G

)を各固有ベクトルに掛けるだけで

よく，結果は L(G

)の固有ベクトルと一致す

る．詳しくは[40]を参照のこと．3)第 4 節での古

典的なウェーブレット・パッケット基底辞書や局

所コサイン基底辞書と同じように，HGLED も，

グラフの頂点 V(G)上で観測された信号に対し，

非常に冗長な数の，より正確に言えば，2⌊⌋以

上の正規直交基底を含む．ここで，nは 2の累乗

数である必要は全くない．勿論，HGLED に属す

る正規直交基底を構成する基底ベクトルは，各固
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有ベクトル ϕ

 をそのサポート V (G


)以外の頂

点上，即ち V (G)V (G

)上で 0 になるように拡

張する必要がある．4)HGLED に属するすべての

固有ベクトルを計算するのに必要なコストは，明

らかに O(n)である．5)与えられたグラフが重

みなしの経路 Pの場合，HGLED は DCT Type

II に基づいた階層的ブロック離散コサイン基底辞

書と完全に一致する．言い換えれば，HGLED は

階層的ブロック離散コサイン基底辞書のグラフへ

の拡張と言える．

図 3に，米ミネソタ州の道路網における幾つか

のHGLEDの基底ベクトルを示す．グラフの辺の

重みはその両端の頂点間のユークリッド距離の逆

数，またグラフ・ラプラシアンとしては推移ラプ

ラシアンを使用した．各頂点の円の直径は対応す

る基底ベクトルの成分の絶対値に比例しており，

成分の正負により白黒に塗り分けられている．

5. 2 Haar-Walshウェーブレット・パケット

基底辞書のグラフ上への拡張

本項では，規則的な格子上での信号処理に従来

からよく使われて来た古典的な Haar-Walsh ウェ

ーブレット・パケット基底辞書のグラフ上への拡

張，一般化 Haar-Walshウェーブレット・パケッ

ト基底辞書 (Generalized Haar-Walsh Wavelet

Packet Dictionary; GHWWD)について概説する．

詳細は[18]を参照されたい．

HGLED と同様に，GHWWPDも基本的には再

帰的なグラフの二分割と各部分グラフ上での正規

直交基底の構築の 2つのステップから構成される．

HGLED と異なり，分割の深さは各葉が単一頂点

になるまで行う．従って，各葉上での基底ベクト

ルは ℝの標準基底ベクトルとなる．そこからう

まくベクトルの和と差を計算して，各部分グラフ

上で Haar-Walsh 関数のような矩形波となるよう

な基底ベクトルからなるマルチ・スケールの基底

辞書をグラフ上にボトムアップの方向に構築する．

このアルゴリズムでは，各部分グラフにおいて必

要な固有ベクトルは Fiedler ベクトルのみである

ことに注意する．従って[18]に示したように，こ

の GHWWPD に属する全基底ベクトルの計算に

必要なコストは O(n)である．また，基底ベク

トルを計算せずに，与えられたグラフ上の信号

f∊ℝの GHWWPD に対する展開係数集合を求

めるだけならば，そのコストは O(n log n)で済

む．図 4に，米ミネソタ州の道路網上での幾つか

の GHWWPD に属する基底ベクトルを示す．こ

こで，ひとつ注意を述べておきたい．この

GHWWPD 構成のアルゴリズムでは，基底ベク

トルの集合は，分解のレベルがグラフ全体から始

まって単一頂点のみからなる葉の集合で終わる，

所謂「粗密｣(coarse-to-fine)に配列されている．

従ってこのデフォールトのものを粗密配列の

GHWWPDと呼ぶことにする．明らかにHGLED

も粗密配列である．一方，HGLED では不可能で

あるが，GHWWPD の場合には,「密粗｣(fine-to-

coarse)の基底ベクトル配列に変換できる．これ
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図 3 米ミネソタ州の道路網(n=2636)における

HGLEDの基底ベクトル
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を密粗配列の GHWWPD と呼ぶことにする．密

粗配列された GHWWPD が，古典的な Haar-

Walsh ウェーブレット・パケット基底辞書のグラ

フ上への真の一般化である．一方，粗密配列の

GHWWPDは，HGLED において滑らかな振動を

するグラフ・ラプラシアンの固有ベクトルを矩形

振動波で直接置き換えたものと解釈できる．図 5

に簡単なPの場合のこれら 2 つの GHWWPD の

基底ベクトルを示す．詳細は，[18]を参照された

い．

6 お わ り に

本稿では，グラフ上での応用調和解析，特にマ

ルチ・スケール基底辞書構築の際の注意点，及び

その実際例として，階層的ブロック離散コサイン

基底辞書と Haar-Walsh ウェーブレット・パケッ

ト基底辞書のグラフ上への拡張であるHGLEDと

GHWWPD について解説した．ここでは，どち

らの基底辞書も，「互いに素」になるようなシャ

ープなグラフ分割を用いたが，今後，局所コサイ

ン基底辞書や一般のより滑らかなウェーブレッ

ト・パケット基底辞書をグラフ上に拡張するため

には，オーバーラップも許容した「滑らかな」グ

ラフ分割の手法の研究が必要であると思われる．

残念ながら字数制限のため，HGLED 及び

GHWWPD の応用について述べることができな

かった．グラフ上のデータからのノイズ除去につ

いての我々の予備的な数値実験の結果については

[18]を参照されたい．現在我々のグループは，グ

ラフ上のノイズ除去の大規模な数値実験を行って

おり，パターン認識への応用についても考察中で

ある．これらの結果はまた別の機会に発表する予

定である．

更に，グラフ上での関数や信号の近似やノイズ
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図 4 米ミネソタ州の道路網(n=2636)における

GHWWPDの基底ベクトル
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図 5 P6上の GHWWPDを構成する基底ベクト
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除去のより理論的な考察も今後一層重要となると

思われるが，その場合，グラフ上での関数の「滑

らかさ」を規定する関数空間を如何に定義するか

ということが問題になる．これについては，未だ

研究が十分になされていないのが現状である．通

常のグラフに関しては，[15][36]等にその試みが

見られる．勿論，量子グラフあるいは計量グラフ

といった連続体と考えられるものについては，そ

の上でのソボレフ空間等も定義されているので

[3]，今後この分野との更なる交流が待たれると

ころである．

最後に，最近その重要性を増している有向グラ

フ上での応用調和解析について一言述べておきた

い．Gが有向グラフの時は，一般にW(G)，従っ

て L(G)も非対称行列となり，その固有値・固有

ベクトルは複素数値となり，無向グラフの時のよ

うな直感的な解釈をするのが難しくなる．この問

題を解決するため，様々なグラフ・ラプラシアン

が提案されているが[6][2][1]，それらは与えられ

た有向グラフの様々な特性(例えば強連結性等)に

依存し，未だに一般的に有効な手立ては見つかっ

ていない．筆者は，有向グラフの場合は，グラ

フ・ラプラシアンのような頂点間の局所的な微分

作用素(の近似)ではなく大局的な積分作用素の考

察が肝要であると考えている．グラフではないが，

ユークリッド空間内の任意形状の領域において，

このような考え方に基づいた筆者の論文[32]も参

照して頂きたい．
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[Abstract]

In recent years, the advent of new sensor technologies and social network infrastructure has pro-
vided huge opportunities and challenges for analyzing data recorded on such networks. For analyzing
data recorded on regular lattices, computational harmonic analysis tools such as the Fourier and
wavelet transforms have well-developed theories and proven track records of success. It is therefore
quite important to extend such tools from the classical setting of regular lattices to the more general
setting of graphs and networks. In this article, we first review basics of Laplacian matrices of a graph
whose eigenpairs are often interpreted as the frequencies and the Fourier basis vectors on a given
graph. We point out, however, that such an interpretation is misleading unless the underlying graph is
unweighted path or cycle. We then discuss our recent effort of constructing multiscale basis dictionar-
ies on a graph including the Hierarchical Graph Laplacian Eigenbasis Dictionary and the Generalized

Haar-Walsh Wavelet Packet Dictionary, which are viewed as the generalization of the classical hierar-
chical block DCTs and the Haar-Walsh wavelet packets for the graph setting.
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