
���������	��
�������	�������	���������� ����� �"!$#��	���%���&�'�(�)�"���+*,�-�%.

/&021436587)9:0;52143<9:36=<>�9:1:?A@BC9:@ED21
F"GIHJ9:0KDML�GN3ODP1:QSRT9UDMVCGNL�9UDM@EWN5NX6YZ36@\[4GN0;52@\D^]_1:Qa`b9Ucd@EQe1:0236@d9CXAF-9f[A@E5NXg`ihkjOl:mCnom�Y"Bph

qsrutgv8w�qsx�v
y{z,|i}�~f�K���A�,~I�,����|K��yA�����U�e��~I�����\}A�6y)�)�,��~��o���f|;�%���,����| ��~N~I�A��~I�%��~I����|;�N�����������,���:~���z��P��� �I�����C�����"� �����,~I�,����|K�)���������¡��~����"¢
£+�f�%��z,|K��|¤����|a�K|K���������-�,��~��:|K������|;�~��6��z,���¥��� �I~����¦��z,�§��z����¥�b��¨�|a� �%�,�U���¡�����I�^��� �I| ��~��)��������~����%���,�,�����K����� ~I���;¢+©ª�	��z,���)�����U|;�;«
��~��b|g~��f��z,|;��|¬�,�������f�����I�����I|;������|g|Kf�,� ~I��|2�O«M�����a�)�,|K®¯���,�,��~I����z���~%��~o�;����� °;|;� ��~��,��� |;�p��������±f�¡���O���A�,��~��:~I��|;��«;��z,|�²�³�´�µd¶·´�¸�³�¸o¹
º ³�¸f´4»�¼�½^¾�¿�³;²�¼�¿4ÀA³�¸f½^¶\Á�½ µd½�¼�´�¹�Â�³�½^ÃÄ�ÆÅ+£+}p�6y)�^«f®z,����z����¡��|K�b�f�����~���~I����|;���{��~��b|�~��A��z,|;��| �¡z�~�������~I�b� �,�N�K¢6Ç|2�¡�,� ���)�����,�����,�
����~��Ä��|K�I�i|;�N������� ~I�8��~b��|;�,��|2�¡|;�N������� ~I�Z�K~I�¡�+��~P��~I�i����|2����� ~I�Z����|S�����¡~b�,��|;��|K�N��|;�O¢
È-ÉNÊOË¤ÌUÍMÎCÏIÐS}A~f�K���C�,~I�,����|K�%���������¡��~����"«U��~f�K���p��~N�¡���,|¤���������¡��~����"«��:|;�¡�����I�¡���;«:����������|a��|;�,��|;��|K�N��������~���«:�¡|;���b|K�N��������~���«4��~I�iÑ
�,��|;���¡��~��

Ò�ÓuÔ�Õ vZwsÖ-×�Ø�x"v Ô Ö Õ
©Æ�)���)�i®¬|;� ��¨o�,~�®�Z�\�������z������z,| �o���¡�U����®+~������8���)�U|;����~f�f����¢Ù�,��~��Ä�b���fÑÆ�b�I�f|S~��fÚe|2�^���)�¡�U��z��I��¡z,���,�I� |2�Z��~o~��\�;«f�,������¨P®{�������
~��a�¡�������U|2�s�K� ~���z,���,�U«O��~-�������,�����J~I� �,��~���~������K���6~��fÚe|2�^��� ������z���������|;|;�;«A����������~�� �,��~�®���������O«A�:|K����~o�,���K�¦��� |2� ���:~��,������� ��� �
���K����|;�;¢©Æ�¥���������¡~�®+|K���p¨o�,~�®�"����~��Û�,|;�,��~N���K� |;����|S��z����������b�����������-�N����� ~I�-�U|;�¡��~I�����%�Z�¡�U���������A����|2ÜN�,|K���K±8ÝU�¦��|K��� �,�8~��J��z�|
�o���������g� �,��~����b������~������¯�"� ~f�K��� ��°K|2�O«C��������zfÑd�o±NÑÆ��������zu�������,|K�2¢Zy{z,|8�b��� ���:|K��|�Ý,�¤~��{��z,��� �e±o�:|P~��{��|;�,��|;��|K�N��������~��s���a��z����
�o���������J� �f��~I����������~��s��� �b~I��|b|�ÞP�K� |;�I��� ±u��~��U�f|K����|;��«p�f|2����|;�������,�8��z,|���~I���S~��+�K���U�������J���f��~�����������~��A¢P£¬|2�K�����¡|i~��+��z����;«A�&����z
��|;��|;�N��|Kß:~I�¡� z��I�¥�:|K|;�s�,|K��~���|2�	��~��f|;��|;� ~I�,� ���Z������z,|K���������K���J�b~f�f|;���S���U�	���������e��~I���à��� �I~����¦��z,���)��z���� �b���i���i��z������e±o�:|
~��6�:|Kz��M�o��~��2¢+áo~I�i| ~��6��z,|a�b~I��| �����K�K|;���e���,�C���,����~N����z,|2�¬zU�M��|S�U|;|K�	�f��������|���|a�K~I��� ��|S���������¡��~����â�\ã Å+y)��U�¡|2�Z���"��z�|¤äIå¬æ¬ç
��~I�b�,��|2������~��8�¡�������,�����O«éèT�f�����K��|K��|�®+�M�I|K��|��+���������¡��~������¥�Eãêëy)�^«,®{�M��|;� |K�¬���I��¨�|K�¬���������e��~I��������êëå¬y)�^«f��~o�;���4��������~I�,~��b|��������
�������U�e��~I�����S�\}fyy)��« ìí� ~f�;�����,~I�,��� |;�{���������¡��~��������E}A�6y)�^« ìî�����Z��z�| �,���U�¡z,��|��{���������e��~I���ï�\£{y)�^¢ ð
y{z,|i�������s�I�f�����N������|i~��g��z,|;��|b�i|K��z,~f�,�S������zU���S��z,|;±	�,��~��o���f|b�Z��~o~f�-��~o~I�6��~�� ��~I����|;�I�����������,���U~���z��Z��� �I�����J������� ���

����|;ÜN�,|K�U��±P��~I�N��|K�N�2¢C©ª�����,�,�¦��� ~I��«N��z,| }A�6yë�����8£{yë����|¥|;ÜN�,���,�:|;�Z®�¦��z��¤�,z�����|�¢J£+�f�)�����:~�����z,|;��| ���,�,��~I�I��z,|;�Ù�¡�fß4|K�+����~��
�-�������K�����J�,��~I�,��|K�"ñ z,~�®$��~-|�ß4|;��������|K��±��:|K����~o�,� °;|b��z,|����,� �������Ù��� �I�����d¢�ê_� ��z,~I�f�&���o±	���f��~I��������� ~I��~��f���¡���f|b~��+��z,|8~���� �I� �����
���I��|K�������d«���z�|K��|)���I��¨f�g����|Kß:|2�^������|%®+�M±¤��~a�:~���z�����|;���g��z,|%�U~I�,���,����±b�����b��|;�K~���|;�p��z,|%~I���������������¡�����U���f����~��í��z,|)���������¡��~����b|;�
��~o|KÞ��K� |;�N���;¢+���,�¡��z,|K���b~���|�«,�����¡�����,� ��� �e±8~��6��z,| ��~����f���,�P�,��~f��|2���{~I�-~��)�,|2���)��� �I�����p�f������~I�N�����N���¦��� |2�%�K���"� ���K��|2����|S|;�f�I|a|�ß4|;���
®z,����z�����������������|2�¬��|;�K�,���¡����|;� ±b��~b��� �p�¡�,�U�¡|2ÜI��|K�N�� |;��|K���{~��p��z,| z�� |;��������zo±����Z��z,|S�������U�e��~I�����;¢6y{z�����;���"��|2�¡���¦��������,|KÞ��K� |;�N�
��|K�,��|;��|K�N��������~���«o���b�,��~I�U|;�)�¡|;���b|K�N��������~���������������~I����|;���{��������±f�¡���+~��C��z,|a�����������E¢
©Æ� ���a®�¦��zu��z,���S� ���b� �U����z����¤���,|;®í���,�,��~I����z���~"��~o�;����� °;|;�s������� ±f��������� �,��~��:~I��|;�O«4��z,|ZÅ¬~��N��� �o�,~I��� £+~��,��������±	}�~f�K���

yp������~I�,~��b|��������yp�������e��~I���Û�dÅ+£{}fyy)�^¢,Å¬��~I��|K��±&��|K������|;�i��~a��z,|�}fyyS«I� �+���¡��|;�b�f���Ù��~¤�K~�����|2�^�g��z,|;��|%������~���z,|K�+�¡z�~�������~I�b� �,�N�
~��:��z�|)}fyyS¢�y{z,|���������f�¦ß4|K��|K�U��|�:|��e®+|K|K�&��z�|%}fyy������&��z,|¥Å+£{}fyy����6��z����J��z,|{��~����b|K�J�,��~�Úe|2�^���C��z,|)��� �I�����f~I�N��~ �¡�b~o~���z
~���|;���������,� ���%���I�¡���C���,��������~����;«�®z,|;��|2���p��z�|�����¡��|;�g�f|;�K~��b�:~I��|;�p��z,|)�����������f� �N��~ �S��|��g~��4��~I�i��� |K��|K��±¤�f���\Úe~����I�g��|K�I� ~I���C®�¦��z,~��,�
���o±a~��I|K�������,�,���,��¢pæÙ����zi�f����Úe~I� �N�Ù���,���������K|Ù��z,|K�b�,���,|K����~o|;�J���&���o��|K�������,��|�«���~��,��� ��|;���C���������e��~I����������~��a��~S��|2�f����||2�f��|{|Kß:|2�^�;«
���U�¤� �J���6���b�i|2�f������|;� ±¤|�f�����U�f|;�¤� �N��~ ���¤~�����z�~��,~I�������N���I�¡���Kò�|�¢ ��¢�«���z,|��~��,��� |;�6���������;«M��z�|{�����,|Mó���~I�����,|¬�U�������;«�~��C��z�|+®{�M��|;� |K�
���I�¡���K«f|K����¢ ¢+ô%�)�&��|;����~��)�,��~f�f�����;«,� �%�K�����:|a�����,� ��|;�Z��~��¤�,� ��� ÑÆ�,� �b|K�U�¡��~������A�,�����,ñg�������������;«f� ������|;�;«f�o���,|K~�¢+áo� �U��|S��z������|K®
�����,��~N����z-�K���	�:|&����|;�-��~�|�ÞP����|K�N����±-�¡|;���b|K�N�¥��z,|&����|2ÜN�,|K���K±��,~��������	~��+�8��� �I�����d«U� � �����¡~P�I� �I|;�%�����¡|¤��~��P�,|;®õ��|K����� ~I�-~��
��z�|a£+yS¢
©ª��~����f|;�S��~	��|;�f�U��|�|;�,��|�|�ß4|;���i�����s� ���K��|2����|��o�,�b|K�����;���Ù�¡�����,� ��� �e±�«C�b���o±���������������~����a~��{��z,���a��|K®ö����z�|K�b|�z��M��|��:|K|;�

�f|;������|2�O¢£¬�,�¥�f�,| ��~P������| ��� �b� ������� ~I��«:~��,��±Z~I�,| ��|;������~���«f��z,|�²�³�´�µd¶·´�¸�³�¸o¹+÷�Á�½^¶\³2»�¶\²�¿ ³;²�¼�¿OÀp³�¸f½^¶\ÁK½¤µd½�¼�´�¹�Â�³�½^Ãi«U���)�,��|;��|K�N��|;�
z,|;��|I¢6ôø�b~���|%���fÑÆ�,|K�f��zZ���U����±o�����g~��O��z,���¬�b|K��z,~f�8������� ���{�����,� ���K������~����;«o���¬®¬|;� �4���Ù��z,|�~���z,|K�¬��������������~����¬�K���8�U|¥��~��,�U�P����¢ ù

úIûIüªýeþNÿ�ü��;ûIýeþ��;ü��������;ü
	��Ký
�����������	�����������Kü
��������	���ýeþ�� û��! ��!"#���$� ÿ! �û



�JÓ�� wsÖ	r������ât
	 Ô v�� v�����aÖ�x�q����aÖ	Ø�w Ô �iw v8w�q Õ t��aÖ	w��
©ª�Z��z,����¡|2�^��� ~I��«,�¡~I�b|¥~��A��z�|S��z,~I�¡����~��b���,�I�¬~��p��z,| }p�Cy<����|¥����|2�¡|;�I��|;�O¢Jô%�¦��z,~��,�Iz������i�������{�,��~��,��|K���{�����¡~b��ß4|;���{��z,| }CÅ+yS«
£{yS«�ãêëy(�����uêëåÙy���~�������±o���,�Z�f|;����|K|2�K«O~I�,� ±"��z,|b�,��~��,��|K���S�¡�:|;�K�¦Ý:�¤��~���z,|�}A�6yí����|&��� �����¡��������|;�	z�|K��|&��~I� �¡���b�,� ����� �e±�¢
y{z,|2�¡|¤�,|;������� �f��� ~I����,��~��o���,| �i~�������������~�����~I�)��z�|iÅ+£{}A�6yS«�®z,����z-���)���I����~f�f�U��|;�����uáo|2�^����~����������-�f|2���K�����U|2�"� �	�,|������ �d¢{©ª�
~����f|;�¬��~��U|K�¡��|K�)�,�U�f|K���e�������8��z�|&Å+£+}p�6yS«,�i��|K®��¡���b�,� |S~I�U|;��������~��������|��,|K|2�f|;�"�����Z����| �f|KÝ��,|2�Z��|�o�;¢�6ÓªÒAÓ t���������� Ö��������! ��#"�$�% �'& �)(*��+,(*-.$/��(*�!"
ôö�,�����b����±u��~��b�:~��,|;�N�a~��{��z,|P}p�6yí���o��~I� �I|;� ���i~o~���z,��±���|;�¡�������������,�-�����,��������~�����~	����� �N��|K���M���g�����s��z,|K���:|K����~o�,� °;� �,�-� �;«
��zo���%����� ~�®���,�i�¦�)��~��U| |Kf�������,|;��� �N��~&��z,|¤��~��,��� |;����������{®�¦��z��b���,���b����|;�,��| |�ß4|;���;¢g©ª�"~���z,|;�)®¬~I�����K«f���,�,�:~I��|a�i���,���^��� ~I�0 �21¡�43�5 ì �76g�a���)��~Z�:|&���,���¦� ���i~o~���z,��±"� �N��~Z�,��|;��|2�K«4|2����z-~��¬®z,����z������¡���,�U~I�¡��|;�-~I������� �N��|;�������#8:9���®� ��zs�¡~I�i|&~���|;�������U��«
®z,|;��|<; 9>=@? 8 9BA 6+«p������8 9)C �����|S�,���\Úe~����N�;¢gã¥|�Ý��,| 0ED ��~��:|a����8�Ñ\÷�Á�½^¶\³2»�¶\²�ÁGFIµÆÁK´,¹^¶\³�´-~�� 0 3�5¬ì��78N�{������zZ��z����0 D �21¡�IHAKJ9>=@? 0 �L1NMPO/Q 8RQ �TS �VUM�
yp~Z����z�� |;��|S��z����¥��~N���d«Uê_����¨�|;��z�������|K��ìS� �N����~f�f���K|;����z�|¤��~I� ��~�®� ���-¹^Ãb³2³�µLWs³�½^µLW,³GXI³�´:¼�¿U÷�Á�½^¶\³2»�¶ZY2¼�µE¶\³�´�����~I�[5Ùì\Z]G^ �76J�¤���N��~8���8 9 ÑÆ�:|K��� ~f�f����|�o��|;���¡��~��"~��#5ÙìI�28 9 �^ñ _ Da`>0 �21¡� HA�bdcDa`)e Df`�g�Da`>0 �21¡�TS �7hI�
y{z,���C~��:|K������~I�C�K~��������e���p~��,��z���|;|+~I�U|;������~I���;ñ g�Da` �¡¸f´�¶·µª¼�½^¾gÂ�³�¿�»�¶·´iXb³�÷,ÁK½�¼�µª³�½���« e Df` ����|;�¡������������~��&~��:|K������~I�;«M�d¢ |I¢ « e Da`j0 �21¡� A 0 �L1¡�� ��1k3�8 9 « Aml ~���z,|;��®���¡|M�^«o����� b cDa` �·÷,ÁK½^¶\³2»�¶ZY2Á�»P¸f´2Â�³�¿ »�¶·´iXP³�÷,ÁK½�¼�µª³�½���¢ÙyA~i�f|�ÝU�,|)��z,|¥���,�¦������±i��~����f� ���¤~��:|K������~�� g�Da` ��~��¬��z�|

20 40 60 80 100 120
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Linear signal

20 40 60 80 100 120
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

T
I
 (linear signal)

nIo2pEqpÍMÉ esr y{z,|a�:~�����~��Û�,��~��%��z,~�®)�{��z,|¤�����,� ���K������~��"~��
_ Dut 9 ��~���z�|a� ���,|2������,�U�^����~�� 0 �L1¡� A 1+®z�����z-���)��z,~�®�"� �"��z,| ��~I�

�,��~��2¢�v)~������K| z,~�®ë��z,| �¡�����U���O����,����|K��±P��|;�¡����������|2�Z�������U|;����~f�f� °;|;�O¢
���I��|K�������/8 9 «�� |K�w8 9xA �7y 9)z y 9|{ è ��¢gy{z,|K�g D `>0 �L1¡�IHA g �2}>9 z y#9 zG~ 9�� g �2}>9T{ è z y#9T{ è zG~ 9|{ è � 0 �21¡� z �2�N�
®z,|;��| g �2} z y z�~ �+���%�&���,�¦������±���~����f���,�b~��:|K������~�������¡~f�K������|;�8®�¦��z"��z,|8¼I²�µd¶\³�´u½�ÁfX�¶\³�´�1,3s�7y�M ~>z y�� ~ �+����������f|�Ý���|;�"���

g �2} z y z�~ � 0 �L1¡� HA���� ��
}x�:�f������ 0 �L1¡�!�P}x�j���E���� 0 �*h@y�M�1¡� � �Ny�1,��y�� ~>z} � �.�s���� 0 �L1¡��M�} � �f�R���� 0 �*h@y�M�1¡� � �Ny�M ~ ��1,��y z0 �21¡� ~���z,|;��®���¡|�S �L�o�

y{z,|S���,�U�^����~���}f�21¡����:~���|S���)�K��� ��|;�"��½^¶�¹^¶·´iX"²�¸fµª³V��Â�¸f´:²KµE¶\³�´�«,®z,����z"���%���¡�b~o~���z��I|K���¡��~��s��|I¢ �U¢ «.}�3��x�N�26J� ®� ��z���3��6� ~��
��z�|B�)|;�M�o���¡���f| �¡��|K�Z���,��������~��	���������¡��±o� �,�i��z,|S��~���� ~�®���,�b��~I���f� ����~���ñQ }o�21¡�:Q ì ��Q }f��MI1¡�:Q ì A U ��~I�)������1k3�6 z ����� }f�21¡� A¡  l �¦�N1,¢�MxU zU �¦�N1,£�U@S �7¤I�



ôø�e±N�����;���4|�,���b�,��|%~��#�aè��76J�����Ù��z,|���~I� ��~�®� ���a�¦��|K������|;�8�����,|%�������^��� ~I�8®z,����z8®��� �4�:|¥|;�b�,� ~�±I|;�b��z,��~��,�Iz,~��f�¬��z,|���|K���������f|;�
~��C��z����{�����U|;�;ñ }o�21¡� A ��� ��

l z � �#1,¢KMxU z
����� ��� ù �VUk���¡��� � ì 1¡��� z � �IQ 1:Q)�KU zU � �#1,£KU@S ���N�

y{z,|�÷�Á�½^¶\³2»�¶ZY2Á�»Z¸f´;Â�³�¿ »�¶·´)XZ³�÷,ÁK½�¼�µª³�½ b cDf` ���-æÙÜN������� ~I�u�*h��+���)�f|�ÝU�,|;�"���;ñ
�	�
 `��������� ��� ���������������� �!�"������ ��� ��

� � �#�$&%' ` �!�"��(�")*� �  % ` $&#' ` �!�"�+ �-, + �/."0 )1�(� � � + ��2 � 2 + �3, � � z
���4 % `�5&6 $7#' ` �!�"���� , ���� #�$8% `9586' ` �!���+:� , +��/.�0:)*��� � � +:�/."0�);��� 2 � 2 +:�/."0 z
�"��(� �;ýeþIÿ�ü(< ���ªÿ �

�!=��

ô)�����i�:~��������N�+��|2�����,��|S~��
_ Da` ���+��z,|S�\�I�^�{��z�����¦�)�,��|;��|K����|2�g��z,| �¡�b~o~���z,�,|2���+~��6�b�¡�b~o~���z8���,�U�^����~��Aòf��z�������;«f�¦� 0 3��x�I�76g�^«

��z�|K�
_ Da` 0 ���%����8:9MÑÆ�U|;����~f�f���S|�o��|;���¡��~��"��z����S�����¡~��:|K��~����I���~�� � �26J�K¢¤�C� �I�,��|�U&�¡z,~�®)���z,|i���,�,�����K����� ~I�-~�� _ Da` ��~8�������,|;������,��������~�� 0 �21¡� A 1^¢�6Ó2�JÓuÔ "?> ��$:@ (f%*(7��A
�CBB�i� & ���#%7+ (f"� � �i�-D & >�>

E �,|i~��¬��z,|b�������u�f���M®���I��¨o�%~��¬��z,|�}A�6y$�,|K��� �I|;�¥����~I� ��z,|b�����¡������� ���¦�e±-~��Ù��z,|i��~����f� ���Z�,��~f��|2�f�,��|&~I��~��S�,|2���S�aÚe���i�����
��z�|i��� �I�����d¢Sã%�����K~��N�����o�,� ����|;�S���¥��~����f� ���Z��~f�K����� ~I�����K���U�¡|a���b�,��~��:|K���U~I�,���,����±-��~I���f� ����~�����®� ��z,���u�Z�¡�����¡�U����|I«4~��·��|;�	��� �b|;�
��|;���,�¦��� ���¤���Z��������|;�I�¡|2����|K�,��|;��|K�N��������~��P�K~I�¡�;¢J�,�,����z�|K���i~I��|I«I~I����|S�¤���,�������I��|)�\��� ���¬��~b����z,��|K�I|)��z,|¥����~I�U|;�¬�:~��,�U�,����±P��~I���f� Ñ
����~��U�K«���z,|�,��~���� |;�(��|K�:|;�����6�¦���¡|;�¦�O��|;�K�,��������|K��± ���P��z,� ���f��|K�b�¡�����¡�U����|2�K«���|2�¡�,� �����,� ���b� �b�,��~��:|K�g~I�J�,�,�,��|;�,����������� |�����¡���¦��� ~I�,���,�
�\��|K|)�C�����,��|wh���¢p©ª��~���z,|;�g®+~����,�K«��¦�Ù���6��z,|��~����f���,� ~��:|K������� ~I�&� ����|K� �e«N������z,|;�6��z����b��z,|)�,�����I�¡|K�;«���z����¬���6��z,|%�f~I�b� ���������,�S�\������~I�
������z,|���|;���,� �����,�-��������� ��������� ����~��������¡��|K���������s~���|;����� �6��|K�,��|;��|K�N��������~�����~N�e�2¢P©ª�¯���,�,�¦��� ~I��«C��������|b��z,|K��|P�f~o|;� ��~��a|�f���e�¤���
������������������|�«N���N�I|K�������,��|)��~����f���,�¤����~f��|2���g��~��¬��z,|¥��~I�8��|K�I|K�d«���z,|K�8��z,���+�,��~I�,��|K� ���¬�,��|;��|K�N�¬���8|;��|;��±b�¡�����¡�U����|������P|K��|;��±b��|K�I|K�d¢

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
1

2

3

4

5
Poorly periodized parent space

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
2

3

4

5

6
Poorly periodized children subspaces

nIo2pEqpÍMÉGF r ©Æ�C��z,| ������|;�N������I��|S���)�,~��)�,��~��:|K����±P�U|;����~f�f��°K|;�s�·��~���Ý��I�,��|M�^«f��z,|K����z,|a��z,�����f��|K�-���,���������K|;�+®��� ����~��)�,��~��:|K��� ±�:|K��� ~f�f��°K|����:~�����~I�ÄÝ��I�,��|2�^¢Jy{z,���|;����~��+�,��~������I����|;�+��|;��������� �I|K��±i��~���~�®¬|;�+��|K�I|K���{~��p��z,|a�f|2��~I�i�:~I��� ����~���¢

æg�o���f|K�U��|%~��A��z,���+�:|Kz��M�o��~��{�K���Z������~¤�:|S��|K|;�8®z,|;����®� ����z,���,�i�U|K�e®¬|;|K�Z�K~I��� ��|������8��� ��|¥�:~��������¦��� |2�S�\��|K|�ê_����¨I|K��z�������|K��ì
��~��+�f|����������¬~����:~�������� �e±f��¢-H%��� �,�a��z,|S�����b|%�,��������|��2«N�K~��b�,��|���|;� ±b�f� ß:|;��|;�N�¬���I�¡���g�����¡���¦��� ~I�P�����¡��|;���U�Ù�������¡|)®z�|K����z,|%�:~��������¦�e±
���)�¡®� ����z�|;�O¢Ù�C�����,��|x�b� �������e��������|2�+��z,���{�\�����;¢Ùy{z�| ��~����f���,�b~��:|K��������~��"��|K|K���{��~��U|S��z,|a�f|K��|K���b� ��� �,�b�\�I�^��~�����"��z,|a��z,~I���K|S~��
���I�¡��� ��~I���������� ����~��,���,�o�^«f������z�|K�{��zU���Z��z,| �,�U�f|K��� ±o���,���e�����U�^������|S���Z��z,| ���b����|I¢�6ÓJIgÓ � (�K�(*"k Ô "LB����)��$��i(7�#"$qMD.�i�C>�>sr��ON,"�+,$/�)( & >
ô)��~���z�|K�a�,��~���� |;�ï�������¡|2�S�U|2�K���U�¡|����f��~���������� ~I�s®� ��z�� �����,�������I��|;�S���S��~I���f|2�����K��~N���S�:~��,�U�,����� |2�Kòp��zU���¤���K«C���I�¡���S���,��������~����
z��M�I|g����~������N���,�,�:~����;¢Cô)� ��z,~I�,��z¤��z,���C�K���&�,��~o�,����|+�%�f|2�¡�������,��|g|�ß4|;���C®z,|;�¤��|;�K~����¡�������^��� ���%��~I�i����|2����|;� ��� �I�������p�N±S��|;�f�U�����,�
��z�|a�,��~o��¨o���,�b|�ß4|;���%�U|K�e®¬|;|K�-���,���������K| �U~I�,���,������|;�;«,� �%�����¡~P�;�����U|¤�,|��������i|;�N��������~��)��������~�������,�,�����;������~��U�)�¡�U��z"�I�+��|KN���,��|



SINE polarity COSINE polarity

nIo2pEqpÍMÉ � r £{�������Ù�����¡���¦��� ~I�8�����¡��|K�����Ù~�����z�|������b|�� �����I|%�������,�a��z,|¥��|;���U����� �,|2�P��~f�K���O��~��,��� |;�Ù���������¡��~�����¢6y{z,|���������|;���P~I���z�|a� |K�·�¥®{���)��z�~I��|K�"®z,|K�u�¡���,|a�:~��������¦�e±Z®+�I�����|;�O«:��������z,|¤�U���¡��|K���-~�����z�|¤��� �IzI�)®{���%��z,~I��|K�"®z,|;����~N�¡���,| �:~��������¦�e±Z®+�I�
����|;�O¢

20 40 60 80 100 120

2.2

2.4

2.6

2.8

Original signal

20 40 60 80 100 120

2.2

2.4

2.6

2.8

3

LFT periodization (level 1)

20 40 60 80 100 120
2

2.5

3

LFT periodization (level 5)

nIo2pEqpÍMÉ�� r }A�6y$�:|K��� ~f�f��°;������~��s�K���U�¡|2�)��z,|��¡z������u�,�,�b�s� �u��z,|b������|;�N�S�������K|¤��~"�U|b�b�¦f|2�����N��~��b���o±-� ~f�K������~�����~��Ù��z�|��z,�����,��|;�����,���������K|;�;¢

��|K���b|;�I������� ~I�8�����8�¡���������:��������±f�¡���;¢Cy{z,���¬�U|2��~��b|2�Ù�����¡�����K�,������� ±i�,��~��,��|K���������)��~��¬��z,|S}A�6yë�����8£{y_��� �U��|)��z,|K±���|;ÜN�,����|)��z�|
�����f�¦��� ~I���������U|;����~f�f��°K|;�Z�,�f��~I���,� �,���i~��:|K��������~��U� ��|;ÜN��������~����!=��¡�+®z,����z�����|S�,~��)�,|K|2�f|;�8��~��{��z,|a}CÅ+yS¢
ô%� �;���s�U|���|K|;�u�����p��������|'��«A�"�¡�������^���,��|b������z����¥��z�|P�¡z������u�,�,�b��®z,����zu��� ��~o�;����� °;|;�	��~"~��,|b��|K�I� ~I��~��¬��z,|��U����|K�N�

�������K|�«4���¥�b�¦f|2�	®� ��z,���u��� �6��z,�����f��|K�u�¡�,�U�¡���I��|2�)®z,|;������� ���Z}A�6yõ�:|K����~o�,� °2������~��A¢�£+±���z,|&�����b|¤��z����S�:~��¡��~�� ��|K��|;�p~��g��z�|
�f|2��~��b�:~I���¦��� ~I�a���p��|;�I��z,|;��«K��z,|¬���,�b�&���A�b� f|;� ��~¥|;��|;��±���|;����~�� ~��,��z,|{��� �I�����dò�� �&|;���¡|;����|I«������i~N�e�6�����o��|2��~��I�,��°;����� |Ù�¡�����������,��|
z��I�{�U|;|K�"� ~N�e�)�f��|S��~b��z�| �i� f� ���i~��C���f��~I��������� ~I���I����~I���¬���,�������I��|S�U~I�,���,������|;�;¢
©ª����|2�¡�:~�����|���~i��z�| �,��~I�,��|K����f|;���������U|2�Z���U~��I|�«,���"�����,��~N����zP®{����,|K�o����|;�8��~���|K�b|2�f±���z�|;��|S������~���z,|K�)��z,~������K~��b���,�I�;¢

©ª�"�������������������;«N��z�|a������~���� ��z,�Ä���������¡Ý�|2�Ù��z,|S��~�����~�®� �,���K~����¡���������N���;ñ

� ©Æ�{������o��|K�������,��|�«
� ©Æ�{~I�U|;������|2�{~��"�����A�¡�����¡�U����|2�+� ���K� �U�f� ���b��z,|S��~��"� |;��|;�E«
� ©Æ�{���)�¡�����,� |I«f�,��|;��|K���N���,�b��~I�I��� �o�,� �e±8�����z,|a���,���������K|S�U~I�,���,������|;�;«
� ©Æ�{���)�K~��b�,�f��������~��U����� ±P|KÞP����|K�N�;«
� ©Æ�{���)���Z���¡~I�b|�����±���~I����¡| ���Z��z,| �:|;�¡�)���������������~���� ��z,�"¢

E �,|S�:~I���¡���,��|a�¡~I� �f��� ~I�Z���{�,��|;��|K�N��|2�8������z,| ��|�o�%�¡|2�^��� ~I��¢



IJÓ v��� x	Ö Õ v Ô�Õ Ø�Ö	Ø�t<ruÖ	Ø Õ ×sqsw � �¤Ö�x�q�� �¤Ö	Ø�w Ô �bw v8w�q Õ t��aÖ	w��
y{z,���¤��|;������~��¯�f|2���K�����U|2�a~I�,|P��|;������~���~��{��z�|"Å+£{}A�6yS¢pô%�¦��z,~�����z���z�|K��|Z����|������o±��f�¦ß4|K��|K�N�¤������������� ~I��� ~��{��z,|Z��� �I~����¦��z,�"«
|;�I��zP®� ��z8� ���+~�®�8�¡����|K������zU�¬������®+|;��¨o�,|2����|;�;«�~I�,��±i~I�,|%®z�����zZ���¬������|;�8~��8�&��~I�I��� �o�,~I���¬�U|;����~f�f���%|�o��|;����� ~I�P���+�,��|;��|K�N��|;�
z,|;��| �f�,|S��~b�����I|������i� ��������~���¢gy{z�| ~���z�|K�{��~������{~��p��z,|&Å+£{}A�6yT����| �f|�������� |2�Z�����"������� ±o°K|2�P����¢ ù
IJÓªÒAÓ v�� & x��!"#��(f"-Nk�ON?> �'& �)(*��+,(!D����-D.$!%��k�ONk�i( & ��v��i$�"?>�B��!�i�
y{z,|P�U�������P���,�,��~I�I��zs��� ��~-��~�����|Z��~��N��� �o�,� �e±u���¤��z�|P�U~I�,���,����±s~��|2����z¯���,���������K|��N±��K��|2�������,�	���¯������� ÝU�������g|Ko��|K�U�¡��~�����~
�:|����¡|2�	��~I����~����f� ����¢�y{z,|b�������u�,��~���� |;�à������z����a���u���o��|K�������,��|i���������¡��~�����������~������S~��·��|K���f� ÞP���,� � ��~�Ý��U�O¢Páo~��b|��¡���b�,��|
���f|;�I�� �U�������f| |K�I|K�-���U�Z~f�,�"|Ko��|K�U�¡��~����;¢Ùy{z,|;±Z���fß4|K�����~��Û�bz,~I�¡�)~��6�,��~��,��|K���;«f��z,~I�,��zA«�®z,����z-����|S�,|;������� �:|;������¢ ù�y{z�|
��~�����~�®� �,�s����z�|K�b|8®{���i�f|K�o���¡|2����~s���������¡��±���z,|"���:~���|���~I���f� ����~����;«J®z,��� |"�����¡~s�¡~I� �o���,�	��z,|�� �f��~I����������~����b� f� �,�s�,��~��,��|K�
�f|2���K�����U|2�����8�¡|2�^��� ~I� hf¢ �,¢6y{z,|%���f|;�a���Ù��~a�U�¡|�� �U|;����~f�f���)|�o��|K����� ~I��~���|2����zP���,���������K|�«N®z,� ��|%������~ ��~��������,�¤�K~��N�����o�,� �e±i���Ù��z�|
�:~��,��������±�¢J�C� �I�,��|<¤&��� �����¡��������|;�+��z�|a���,�,��~I�I��z�¢6yA~��:|K�I� ��«,��z,| ��� �IzN�{zU�������¡���f| ~��A��z�|¤�¡�����U���4���)|�o��|;���f|;�����-�i�K~��N�����o�,~��U�

−0.5 0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3
Original

−0.5 0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3
Extend right hand side

−0.5 0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3
Fold right hand side

−0.5 0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3
Extend left left side and shift by appropriate amount

−0.5 0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3
Fold left hand side

−0.5 0 0.5 1 1.5
−1

0

1

2

3
Inverse shift appropriate amount

nIo2pEqpÍMÉ�� r ©e��~��b|�������� ��~I���,� �,�Z����� �,���8�K~��N�����o�,~����%�U|;����~f�f���a|�o��|K����� ~I��¢�v%~������K|¤��z������U~���z	��z,|i� |K�·�S�����-��� �IzI�¥z��������¡���f|;�����|S|�o��|;���f|2�8���-�i�K~��N�����o�,~��U�{�U|;����~f�f�����������,|K�2«f�,�f���z,| � |K�·�%z������Z�����f|S���{��|K�b�:~�������� ��±P�¡z��¦�·��|;�"�,��� ~I�+��~i��~����f���,��� ��~����f|;�
��~b�,��|;��|K����|¥��z�| ����~��b|�����±I¢

�:|K��� ~f�f���a�\�I�¡z�� ~I��«������	��~����f���,�"�����:|K����~����i|2�����¥��z,|b������zN�¥zU�����u�U~I�,���,����±I¢ay{z,|b|�o��|;����� ~I�������,�����K�����f|2�	���U�-��z�|i|;�,|K����±
~��C��z�| ��~����f|;����� �IzN�)z���� �C���)�K~��b�,�f��|;����~bÝU���"z,~�®ø�&����z"|K�,|;���I±Pz��I��U|;|K�-��~I�¡�)~���N�����,|;�O¢¬y{z,���)���{��z,|K�-��|K�:|;����|2�8��~I���z�|
~����U~N�¡� ��|i�¡���f|�«4�,�,��®� ��z��P��|;�i�:~�������±"�¡z,� �·�S� �u�U~���z-��z,|i�����������p���U�-|�o��|;����� ~I�	�,��� ~I�)��~8��~����f���,��¢Sy{z,|¤����� �,|i~��J��z,|&��z,� �·�;«
®z,����z¯�f|K�:|K�U�,�a~I�u��z,|8��� �I�����d«6�K�����:|P�,��|;�K~��b�,�f��|;�����������a�U�¡|2����~	�,��|;��|K����|i��z�|P����~��b|K����±�¢8©ª�b�b|;�,������|K��±����·��|;��®{�����,�;«
�:|K��� ~f�f��°K|2�Z���f��~����f���,�P����U|;�¡��~I���b|2�8��~P�:|K��� ~f�f��°K|S��z,|¤���,���������K|�«��I�®¬|;� �p����,�U�f~P���o±8�b� f� �,��®z�����z"~f�K�K�,����|;�"�f�������,�b��z�|
��~����f���,�b�,��~o�K|;�f����|I¢6�C�����,��| �b�¡z,~�®)�+��z,| ��|;���,�¦���{~��C��z,���{�:|K��� ~f�f��°;������~����,��~f�K|;���K¢v)~�������|���zU�����z�|a��~��N��� �o�,~I���{�U|;����~f�f���¥|Ko��|K�U�¡��~��"�¡�U�K��|2���¡���,��� ±8�U|;����~f�f� °;|;�{��z,|S�e®+~i��z,�����f��|;�-�¡�,�U�¡���I��|I«f®z,� ��| �����¡~b�b���,�¦Ñ
�b� °;� ���b��z,|a�b� f� �,��~��C���f��~I��������� ~I��¢g©Æ�¥��z,~I�,�����:|a�,~���|;�Z��z������z,���%�b|���z�~o�-�;�����U|¤���¡|2�Z��~��%���N±��¡�����¡�U����|I«f� �U�������f���,����z�|
��~I�8��|K�I|K�d¢6ô%���Z�U|2�K���U�¡|¥~�����z,|S����~��b|�����±I«I� �)�K���P�U| �;���¡�¬�����¤�U|2�e����I�¡���¬��|��������,�&��~i�U|;�¡��~I���§�&�e�����,��|��I�,���,������|¥��������±f�¡���¬~��
�b�¡�����U���d¢



−2 −1 0 1 2 3 4 5
2

2.5

3

Original

−2 −1 0 1 2 3 4 5
2

2.5

3

LFTR periodization

−2 −1 0 1 2 3 4 5
2

2.5

3

CBLFT periodization (even extension)

−2 −1 0 1 2 3 4 5
2

2.5

3

CBLFT periodization (cont per extension)

nIo2pEqpÍMÉ � r ô§�K~��b���������¡~I��~��{������� ~I���S�b|���z,~f�,�a~��+�:|K��� ~f�f��°;������~���¢Zy{z,|���~I�sÝ����,��|��¡z�~�®)�S��z,|�~I�������������6���,���^��� ~I��®�¦��z����z��������,�,�b�"���¬~I�,|%��~f�K������~���¢6y{z,|S�¡|2��~��U�iÝ����,��|¥��z,~�®)�g��z,|�|�ß4|;�����+~��A���,���¦�������,�¤��z,|S�¡���I��|)���N��~¤�e®¬~i��z,� ���f��|K�P�o��� ��z,|¥��~f�K���
�,~I�,��� |;� ���������¡��~����"¢	y{z,|���z,� ����Ý��I�,��|8�¡z�~�®)�a�¡��� � �¡��� �,�u�o���	����|K�I|K��|�o��|K����� ~I�ë�\�f|2���K�����:|;�����,ùM��¢	ô)���¯��z,|P��~��,����z�ÝU���,��|
��z,~�®)�¬��z,| ��|;���,� ���{~��J���,� � �¡��� ���b��z,|a�������K|S���¡���,�i��z�|a��~��N��� �o�,~I���{�U|;����~f�f���¥|Ko��|K�U�¡��~���¢

IJÓ2�JÓ x��#"#��(f"-N�� NL> �'& �i(*��+ (�D�� K�� & "?>�(*�!" $�"k+ �k�!%*+ (*"k 
�	����z,|;�b�������K��� ��±�«p��z,|����,����~N����zu��~�� ��~I���f���,�	��� ��~I���&�,������|2����� ��~I� ��~�®)�;¢�}A|�� 0�� �U|8�-���,���^��� ~I��~���� � U8�,��������|���|��U~I� �N���
�����f|�f|2������~�� l ��~���¢�}�|K� 0��
	A 0�� «p�d¢ |I¢ «p��z�|K��|P�-�f������~I�N�����N���¦�e±���� ��z,|8�U~I�,���,����±u�¦�+��z,|P���,���^��� ~I�����a�U|;����~f�f� °;|;�O¢��,~I�
��� �b�,�����K�¦�e±I«,��|��� A µLW,Á¤½�¼�»�¶·¸o¹&³eÂ µLW,Á¤½^¶�¹^¶·´iX"²K¸fµÆ³��¯Â�¸f´:²KµE¶\³�´P�¡�U��z8��z����� ¢ � { èì «�������� |K��� A�l.z S:SuS z �M�U ���-������~��C��z�|
��~�����~�®� �,�i��~I���&�,���I�K¢
y{z,|;�u~I�,|&�I|K���¡��~��u~��¬��z,|��f�����K��|K��|���~I�N�����N��~������:|K��� ~f�f���i|�o��|;���¡��~��s�K���u�:|P��~I���e�����U�^��|2���I�K��~I���,� �,�8��~-�C� �I�,��| =P����� ���

Ãi¶\»�÷�³�¶·´�µOÂ�³�¿ »�¶·´)XP�\��|K|2ì;��¢gê_�¦��z���z,���)���������,�I|K�b|K�N�;«N��z,| �������,|;�{~��A��z�| |�o��|;���¡��~��Z��~b��z,| ��|��·�)~�� 0 � ����|S�I� �I|K���N±

−4 −2 0 2 4 6 8 10

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

n

x n

nIo2pEqpÍMÉ�� r æJ,���b�,��|)~��A�a��~I�I��� �o�,~I���J�:|K��� ~f�f���)|Ko��|K�U�¡��~���~��A� � ���,|2���g�������^��� ~I�P®�¦��zP�b���,�U~I� �N�Ù��~I���,� �,�U¢ ì ©ª����z,���Ù|�,���b�,��|�«
� A =f¢

0 � � � è A 0 � � � � 0 � M 0 � ���N�
���U�P��z,| �������,|;�~��A��z,| |�o��|;����� ~I�8��~b��z,| ��� �IzN�{~�� 0�� ����|0 � { � { è A 0�� � 0 � M 0 � S ���N�



H%�����,��æÙÜN������� ~I�s�2�N��«f��~����f���,�������z�| � |K�·�)z�������|2�f��|S����f|�Ý���|;�"����0�� A } �)0�� �P} � � � è 0 � � � èA } �)0�� �P} � � � è � 0 � � � � 0 � M 0 � � ��U l �
���U�Z�����z,| ��� �IzN�{zU�����Z|;�f�I| ��� �0 � � � A } ��0 � � � M�} � � � è 0 � { � { èA } ��0 � � � M�} � � � è � 0�� � 0 � M 0 � �TS ��U�UM�v)~�® «���~��Ù��z,|¥����~��b|���������I|K���¡��~���«���z,|¥��|;�,|K������� °;|;�i���¡~I�i|K���������~����f� ���a��~����¤��������~I�Ù��z,|%��|��·�+z������8�¡���f|%�;�����:|)��~������������ ���
æÙÜN��������~����VU l �+�����������,� ±o���,�i��z,|a��z,� �·�%~��:|K������� ~I�8®� ��z-��z,�¦�·�2« � A � � 0 � �^«f��~b��|���0��Gt � A } � � 0�� � � ��� } � � � è � 0 � � � è � � �NM �A } ��0�� � } � � � è 0 � � � è � � �L} � � } � � � è M�U2�A } � 0 � � } � � � è � 0�� � � � 0�� M 0�� �� ��� �	
�� � � �L} � �P} � � � è M�UM�� ��� � � S ��U>hI�
®z,|;��| �0��Gt � �e�������,�)��~����z,| ��~I���f|2�"��|2�¡���¦�)®� ��z	��z,� �·�;¢y{zo���K«,��z,���)���JÚe���¡�)��z,|¤�¡�����U�,�����Z��~����f� ����~��:|K��������~��A«,®�¦��z"��z,|&���,�f|2�
��|;���"« ����� ¢
ê_� ��z8����~��b|����������~I���f���,�&®¬|;� �O�f|KÝ��,|;��«o�a��~����¤�,��� ��~I�ÙÝU���f���,�i���P|�f�,������� �{��z,� �·�+�������,|I« � «f�K���P�:|�|2����� ��±b�f|K��� �I|;���o±b����� ���

��z�|a���:~���|��,~���������~��"����~����i®� ��z���z,|a�f|�ÝU�,�¦��� ~I�"~��C���"����~��b|�����±b��~���|K�l A � � èJ
��� � � � �0�� � ����� � ì � �0 ì� � ��� M � � èJ

��� � � 0 ì� � 0 ì� � � �� l A � � èJ
��� � � �0 ì� �h � �0������ � � ì � ì� � �0 ì� � � M 0 ì� M 0 ì� � � �� l A � ì � � èJ
��� � � ì� ��h � � � èJ

��� � �0������ � � � èJ
��� � � �0 ì� � �0 ì� � � M 0 ì� M 0 ì� � � �

� � A M�� � � è��� � �0���������� � � � � è��� � �0������! ì M"� � � è��� � � ì�$# � � � è��� � � �0 ì� � �0 ì� � � M 0 ì� M 0 ì� � � �� � � è�%� � � ì� S ��Uu�N�
©Æ� �¡z,~I�,���	�:|&�,~���|2�-��zU���S�i~N�e�S~��Ù��z,|i�������,|;�����uæÙÜN��������~����*h�¤I�)����|&�K~����¡�����N���%��z����S�;�����:|i�,��|2��~I�i���f��|2�	~���� ±-~I����|Iò

z,|;����|I«f��z,|;��|S����,~���i��~��)~��C��~I�b�,�f��������~������O~���|;��z,|2���8� �o��~I� �I|;�8®�¦��zZ��z,�������~��b|K��������~��:|K������~��2¢
IJÓJIgÓ x��#"#��(f"-N�� NL> �'& �i(*��+ (�D�� K�� & "?>�(*�!" $�"k+íØ "?B��#%*+,(f"k '& Ô ")( & �8>�(*�!"
áo~I� �o���,�i��~�� 0 ���"æ¬ÜN������� ~I���S�VU l �{�����s�VU�U2�¬±o� |;�����{��z,|S��~I� ��~�®���,�¤��~I���&�,���¤��~I�� �o�I|K���¡|¥��~����f���,�������z�| � |K�·�)z������"�����,|0�� A � �0�� M�} � � � è � 0 � � � � 0 � M 0 � ����*j} � ��U:�o�
���U�Z�����z,| ��� �IzN�{zU�������¡���f| 0 � � � A � �0 � � � � } � � � è � 0�� � 0 � M 0 � ����*j} � S ��U>¤I�v)~�® «������i�������6��~S�����o±a~�����z,|{�i|K��z,~f�,�Ù�f|;������� �:|;�&����« ù���z����g���,�,��~I�I��za±o� |;���,�6���b�,�����K�¦�g���o��|K����� ~I�a��~����¤�����I�K¢CÇ|K�,��|;��|K�N��|;�
����i��� ��|;���)��±f�e��|K�"«f� �%�K���"�:| ®��� �¡��|K�"���+,,,,,,,,,,-

} � � } � è l l l l l l l} � ì } è l l l l } � ì MI} � ì. l / l l 0 l .} �21 5863 l l } 154 63 } �61 5863 l l MI} �71 5&63} � 1 5863 l l MI} 1 5&63 } 154 63 l l MI} � 1 5&63. l 0 l l / l .} � ì MI} � ì l l l l } è MI} � ìl l l l l l l } � M�} � è

8:9999999999;
0 A �0 S ��U �N�



©ª����z,���)��±f�e��|K�"«f�¦�)���)�I�����,�b|;�8��z����� A � { èì «,���¦��z,~��,�Iz8��z,������)�,~���,|2��|;��������±�¢
©ª� ~����f|K�i��~�� �o��|;�¡�b��z,���;«�¡�U�����¡|"��������� ���~��f��� �,|2�P�K�����:|-|K�b�,��~�±�|2�O«+�,�f�P��~I�P��~��b�,�,������� ~I�����)���:|K|;� � �P�����U|K�¡��|K����~

|�f�,��~�� �{��z,|a�¡�����������,��|S~��A��z,|a�������M±b�����ZÝ��������"|�f�,������� ���~����f��� ~I��¢gyA~��f~i��z,���;«,� �)���{��|;��|2��������±b��~b��|;�K~���|K� 0 � ����� 0 � �E�¡|;|
æÙÜN��������~����S��U l �{�����s�VU�UM�¡��¢gy{z,|K±8����|S|2����� ��±���~������Z����~I�ö��z,|SÝU���¡�)�����������¡�{��~�®)�+~��JæÙÜN��������~��u��U �N�¬��~b�U|0 � A �0 �} � �P} � è ��U =��
���U� 0�� A �0 �} � M�} � è S ��U �N�
H%�����,����z�|;��|¤��|;���,�¦���K«:�����	|�f�,��~�� �����,����z�|&��±N�b�b|�����±�����æÙÜN��������~����VU��I�^«:��|;�,|K��������°K|;�����o��|K����� ~I�Z��~I���&�,�����{��~I� 0 è z SuS:S z 0 � � è����|a��~I�,�����N±-��� �&�,� ������|K~��U�¡��±���~����o� ���Z�8��±f�e��|K� ~��g|;ÜN������� ~I�����f|K��� �I|;�"����~�� ��~�®)�����������[M
�¯��~�� � A U z SuS:S z KMh����
æÙÜN��������~����VU��I��¢gy{z,|2�¡|��e®+~b|;ÜN������� ~I���{z��M�I|%�e®+~b�,�,¨o�,~�®���;«,�����"��~i��z,| �,����ÜN�,| ��~����f����~��"���+��~��,���Z��~i�:|0 � A � �0 � M�} � � � è � 0�� � � � 0�� M 0�� �(� * } �A � �0 � M�} � � � è �8� �0�� � � �P} � � � è � 0 � � 0�� M 0�� ��� *j} � � 0�� M 0���� � * } �A � } � �0 � M�} � � � è �0�� � � �P} � � � è �L} � � � è M�} � �K� 0�� M 0�� ��� *{�L} ì� � } ì � � � è �� � � �� è ��U �N�
���U� 0�� � � A � �0�� � � �P} � � � è � 0 � � 0�� M 0�� ��� *j} �A � �0�� � � �P} � � � è �8� �0 � M�} � � � è � 0�� � � � 0�� M 0�� �(� * } � � 0�� M 0���� � *j} �A � } � �0�� � � � } � � � è �0 � M�} � � � è �2} � � � è �P} � ��� 0�� M 0�� ��� *{�L} ì� �P} ì � � � è �� � � �� è S �*h l �
�,~I�)��z,|¤���¡~I�b|�����±�«U��z�|¤��|;�,|K��������°K|;�����¡~I�b|�������� � �o�I|K���¡��~��"��~I���&�,���i��~I�%��z,|¤��|��·��z����U�	�¡���f|&���)��~��,��������� �,�ZæÙÜN������� ~I�¯�VUjh��+��~
�:| 0 � A � �0 �Gt � M�} � � � è � 0�� � � � 0�� M 0�� ����*j} � M ��� � * } � S �*h�UM�
ô%���f� ���b��z,���{��~�æ¬ÜI�U������~��U� �VU =��¥«A�VU �I�+�����s�7h l �+±o��|K���,�+��z,|S��~I� ��~�®���,�&����~��b|���������� �o��|;������~��P��~I���&�,�����

0�� A �0 �Gt �} � �P} � è� ��� ����
M � � �} � � } � è� � � �� � �*h�hI�

��� � �	��
���� � )*� $ � $ 0 
���� � $ � , � $ � $ 0 �� $ � $ 0 ) �	� ��� 
� �� �
� � , � $ 0

) 
� �� �
� � )1� $ 0��� ��� �� � )����8�	����� , � $ � $ 0 �� $ � $ 0 )1�	�8� � �

� � , � $ 0��� ��� �
% � �*h@�N�

���U�

��� $ �O� �	� 
���� � $ � , � $ � $ 0 
���� � ) � $ � $ 0 �� $ � $ 0 , �	� ��� 
� �� �
� � , � $ 0

) 
� �� �
� � )*� $ 0!�� ��� �� 154 � )��#" � $ � $ 0 �$��� , �� $ � $ 0 ) �	� � � �

� � , � $ 0���%� ��� �& � �*h �o�
��~�� � A U z S:SuS z �M�U�¢�v%~�������|¥��zU���{���pÚe���¡�¬��z,| �e�������������b� �o��|;������~��P~I�U|;��������~���~��CæÙÜN������� ~I�����VU �N�g�������*h l �¬�����,� ��|;�P��~ �0 �Gt � «
®� ��z���z,|a�I�,�f|2�8��|K�����Iy � �����(' � �\������~b�,~���|���z����)' � Aml �^¢v)~�®���z����S��z,|b� �o��|;������~��-��~I���&�,���I�¥����|&®¬|;� �J�f|KÝ��,|2�O«O��z�|K±"��~o~"�,|;|;�-��~Z�:|b����|;�	�����P��~I���&�,���P��~���Ý����,� �,�-����|�f�,������� �
��z,�¦�·�)����� �,|I« � ¢ H%��� ���&��z,|a���:~���|��,~�������� ~I����� ~I�,�b®�¦��z���z,|a�f|KÝ��,� ����~��"~��6���"���¡~I�i|K����±�±o� |;���,�

*,+.-0/ $ 0�213�5476 �98��9:<;!�=8 � $ �9>@?BA C -D/ $ 0�E1��54F6 ��8G�9:<;!��8 � $ ��>@H2IKJ -0/ $ 0�E1��3476 I� :<; I� >ML -D/ $ 0�E1�� C 8 I� :N8 I� $ � JBOP I�� � JBOP I�� � $ � H-,/ $ 0�213� 4F6 I� :<; I� > Q �*h�¤I�
ô%�{�¡������|;�Z���:~���|I«I�b~I�¡�¬~�����z�|¥�������,|2�¬���Zæ¬ÜN������� ~I���7h�¤��g����|���~I���e�����N���Ù��zU����K���Z�U|��,��|;�K~��b�,�f��|;�P~I�,��±i~I����|Iòoz,|K���K|�«N��z�|K��|
���{�,~��%�i��~��)~��6��~I�i���f��������~������O~���|K��z,|2���P���o��~I� �I|;�P®� ��z���z,���)����~��b|���������~��:|K������~��2¢



IJÓ��ÙÓ � K�(!> � & "LD & �CB $ëw & $�%�� $�%�N & +Ät��k(!BV�
©ª��������zN� ~��¬æ¬ÜI�U������~����VUu�N�^«O� � �������i�:~��������N�¥��~Z¨o�,~�®õ®z,|K��z,|;� �8��|;���C����� �,|2�	���¡~I�b|��������¤��z,�¦�·�a��� ®{�M±f�%|Ko���¡���;¢ay{z,|�������®¬|;�
���%�,~U«U|;��|;�-��~��¥�,~��,��|K�I��������| �������^��� ~I���K¢�ô(��� �b�,��|&�K~��,�N��|K��|�,���b�,��|a��� 0 A ��U zGl.z SuS:S zGl �{®z�|K��| � A U>¤������� A �,¢¥y{z�|
�,��~��,��|K� �������¡|2�)�:|;�K������| ��z,|&������zN�%zU�����-|Ko��|K�U�¡��~��-���%��~��,�:~I���¦��� �I|�«:�K���U�¡���,����z,|¤|;�,|K����±�~��J��z,|a��~I���f|2�-��� �IzI�¥z��������¡���f| ��~
¶·´:²K½�Á�¼M¹KÁKòo��z����¬���K« � � � è��� � � �0 ì� � � M 0 ì� � � � £ l ¢p©ª�Z��|2�¡�:~��U�¡|��~a��z,���¬��|;���,�¦�2«o�¦�+���¬�������,�����U��~¤®+~��U�f|K�¬®z,|���z,|K�+�¦�+���¬�:~I���¡���,��|��~������I��| ����~I���f� ����~��"~�� 0 ��~P�;������| æÙÜN��������~����VUu�N�¬��~P��� ®{�M±f�¬�:|¤���������¡Ý�|;�Z®� ��z	�i��|2���O�������,|2� � ¢+y{z,|S��~���� ~�®���,�i��z�|K~���|K�
���U�¡®+|K���¬��z,���)ÜN�,|;�¡����~��A¢
�����
	�������������� �¡ÀA³�½8¼�¿·¿g½�Á�¼�¿��M¼�¿é¸�Á�»aÂ�¸f´4²�µd¶\³�´�¹ 0 3 � l z U���¼�´4»"½^¶�¹^¶·´iXs²�¸fµª³V� Â�¸�²KµE¶\³�´,¹����N���%µLW,ÁK½�ÁZÁ�FI¶�¹^µ\¹�¼���¼�¿é¸�Á'� 36
¹^¸�²GWZµLW,¼�µ,Â�³�½�� A 0 ��� ¼�´:»B� £ l �6µ W�Á�½�Á ÁGFI¶�¹^µ\¹ ¼i½�Á�¼�¿��M¼�¿é¸�Á�»&¹�Wo¶ Â�µ�� � A � � �f�!��"!Wo¶\² W�¶�¹¥µLW,Á�¹K³�¿é¸fµE¶\³�´-µÆ³$#&%�¸�¼�µE¶\³�´��VU>�I�('

)+½�³2³eÂ�¢��+*e� � ���� � � ì� 	A l ò{�E¢ |�¢�«¬��z,|-�f|;�,~��b��������~��b~��SæÙÜN������� ~I�mUu�u���b�,~��,°;|K��~�¢���~��b��z,���i��~��U|������,|I«g��z�|Z��~I� ��~�®���,�
|;ÜN�,��������|K�N���|;��������~�����z,�����{�,|;|;�Z��~b�:|a���������eÝ�|2�O¢� � � è��� � � ì� 	A l� ��� 	A l ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��� } � � } � � � 	A U ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��� } � �-, UIM�} ì� 	A U ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��� , UIM�} ì� 	A UIM�} � ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��� UIM�} ì� 	A UIMPh } � �} ì� ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��� h@}Mì� M�h@} � 	A l ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��� } � �2} � M�UM� 	A l ��~��)��~��b| ��3 � l.z �M�U��Æ��.f�v)~�® «f�U�¡���,�i��z,|S�\�I�^���z���� è/ ì ��} � �KU10 ��3 � l z  M�U��Æ«f��z�|K��} � �2} � M�U2�,� l 0 ��3 � l.z mM�U��A�������2.f�¬���)���������¡Ý�|;�Oò

�+*3*e� � � � � è�%� � �� �����  ì M � � � è��� � � ì� # � � � è�%� � � �� ì� � �� ì� � � M4� ì� M5� ì� � � � £ l �76��^òf�d¢ |I¢ «,��z,| �f|K��|K���b� �U���N�� �"æÙÜN��������~��u��Uu�N����{�,~��,��|K�I��������|I¢
yp~��:|K�I� �A«��¦�g���g�K� |2���C��z����%�76��A®����������®+�M±f�C�:|{�����,|���6��~��,� ��� � � � è��� � � ��fì� � ��oì� � � M5�fì� M4�oì� � � � ¢ l ¢6áo~ �¦�J���J�,|2��|;��������±��~&�,���f|;���¡�������b®z,|;����z,���¬~o�;���,���;¢Cyp~¤�f~ ��z,���K«f��~I�������f|;�g��z,|%��|��·�{�����b��� �IzN�Ù���������¬�¡|;����������|K��±�¢JáN�����¡��� ���a®�¦��z���z�|%��� �IzI�+�¡���f|�«

�,~�������|)��z���� � � � è�%� � � ��oì� � � M5�fì� � � � ®��� �4�:|%����f���b� °;|;��®z,|;�8�fì� � � ���+�a�b� ��� �&�,�"«o�����b��z,|¥������zN�Ùz�������|�o��|K����� ~I�P���¬������~�b� ��� �b��°K|;��¢%y{z,���)~f�K�K�,���)®z,|K�9� � A �m��U z � � A �í��~I��� A U z S:SuS z �M�U�«:������� � � � A �(��~���� AKl.z S:S:S z KM�U�¢ H%��� ���
��z����±o��|K���,�

l A � � èJ
��� � � �� ì� � � M5� ì� � � �� l A � � èJ
��� � � } � � � � � M�} � � � è �+� � �:� � M4� � ��� ì M � � èJ

��� � � ì� � �
� l A � ì �L} � M�} � è � ì � � � èJ

��� è � } � M �7��M�U2�V} � � � è � ì MP� ì � l A � ì � � èJ
�%� �$; �L} � M�} � � � è � ì M�U(<���h�� � � èJ

��� è � } � � � è �2} � M�} � � � è ����� � � èJ
��� è } ì � � � è�>= A J -0/ $ 0�21 0�? $ � $ 0 4 ? � J ? $ � $ 0 >@?BA @ -0/ $ 0�E1 0�? $ � $ 0 4 ? � J ? $ � $ 0 >�A I J -0/ $ 0�213�
B 4 ? � J ? $ � $ 0 > I J�CED L -,/ $ 0�21 0F? I$ � $ 0-0/ $ 0�E1��GB 4 ? � J ? $ � $ 0 > I J�CED S �*h��N�

áo~I�i|S�������,|2�¬~��N�í��~I�i���f��|2�P����~��Äæ¬ÜN������� ~I�u�7h4�I�¬����|���z,~�®��� �"�C� �I�,��| ��¢gô%��K���8�:|a�¡|;|K��«,�I� õ� �U����|;����|;�;«��(�K~��o��|;���I|;�
��~&� �o�,�¤�:|K�+����~I��|��~ l S � l U �,¢Ay{zo���;«���~I�¬���N± 0 3 � l z U��Æ«I�����i��~��+�������������,|2�g~����IH l S � l U �,« � � � è��� � � ��fì� � � M4�oì� � � � � l ¢C©ª��i�¡���b� �����+�����,�,|;�;«N��z,| ���:~���|¥�����I�,�b|K�N�+�;���Z�U|���|;�U|2����|;����~I�+��z,|�� |K�·�z������������f|I«o�,�f������ �,�&��z�|%���,�U�^����~��Z��zU�������f� �b��°K|2�� � � è��� � � �� ì� M5� ì� � «O�����i|;� ±�� � A ����U¤��~I��� A l.z SuS:S z KM U�«�� � � � A ����Ua��~�� � A U z S:SuS z �M UI«O�����J� � A �i¢ay{z�|
��|;���,�¦�������|

= + J -,/ $ 0�E1 0F? $ � $ 0 4 ? �9: ? $ � $ 0 > ? A @ -,/ $ 0�21 0F? $ � $ 0 4 ? ��: ? $ � $ 0 > A I	J -0/ $ 0�E1��KB 4 ? �9: ? $ � $ 0 > I J�CED L -,/ $ 0�21 0F? I$ � $ 0-0/ $ 0�E1�� B 4 ? �9: ? $ � $ 0 > I J�CED L n S �*h =��



0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

C

log
2
(R)nIo2pEqAÍ�É � r�� �����,|;�{~����$��~��,�U�Z�U�¡���,��æÙÜN��������~����7h��N�¬®�¦��z�h � ¢ d¢�hNè���¢

ô§��� ~��&~����������~����¤�M��� ��|;�a~���� ��~��,�U������� �,�uæÙÜN������� ~I�ë�7h8=��S���&��z,~�®�������C� �I�,��| �,¢�ô¥� Û��������|;�I�¡|2�K«�� ��|;���,�¤��~�®{�����,�MxU�S U � �.UI¢�ê_z����+��z����¬�b|;���U�Ù���g��z����+��z�|¥��|��·�{z����U�P�¡���f|��K���Z����®+�M±f�J�:|���z,� �·��|2�8��~ ��z����+� ���¬|K��|K����±i�U|K��~���|¥���U�P���·��|K�¬��~����f� ���
�K���Z�:|S��z�|a�����i|I¢

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
−1.2

−1.18

−1.16

−1.14

−1.12

−1.1

−1.08

−1.06

−1.04

−1.02

−1

log
2
(R)

C

nIo2pEqAÍ�É�� r�� �����,|;�{~����$��~��,�U�Z�U�¡���,��æÙÜN��������~����7h =��¬®�¦��z�h � ¢ d¢�hNè���¢
y{zo���;«4�I�%��~����Z��� � H l S � l U ��«,��z,|K�s�8��z,�¦�·�2« � �+�,�^«O®��� �J��� ®{�M±f�|�f���e�2¢Sô%���-��z,|i� ~�®+|;�¡�¥�������,|¤��z����¥��z,|&��|��·� z������	�����,|

®��� ��|;��|;�+�:|a��z,�¦�·��|;�"���4MxU�S U � �.U�¢
�gÓ w��Zt6ØP�Jv	t

Ç|2�¡�,� ���;«������������,������~I�í��|K���b|;�I������� ~I�&��~ ��|;�,��|;��|K�N��������~��b��~I�¡�Ù���U�i�K~��b�,��|;���¡��~��b����|{�,��|;��|K�N��|2�&z�|K��|�¢6�p�����e�2«�����¨�|)�C�����,��|xU l «
®z,����z	�¡z�~�®)�)�P��~I�b����������~����:|��e®+|K|K�"��z,|¤�¡�������,�����"}A�6yõ���U�8��z,|bÅ+å¬}A�6y<®z,|K��¹d÷�¼�½�¹^¶·µd¾Z���b~I�,�b��z,|a���������¡��~����b|;�"��~o|��·Ñ
ÝU�K� |;�I���K«��0 «4����~��,�����i��°K|2�O¢S©Æ�S��z,~I�,���	�U|i�,~���|;�"��z����S��� �
	�� � A Q Q�0 Q Q 		 A ��� �
	�� � ��� Q��0 � Q 	 A QZQ�0 QZQ � A�� � *)ñ��0 � 	Adl � ¢4�)|K�U��|�«��z�|8�¡�U�����¡� �e±��b|;�I�¡����|�� 	 ®�¦��z l ���m¢ UP��� |K�b�,��~�±�|2�����¤�-�¡�����,��|8���,����~Mf���b������~��s~��{�����,|8�����������¦�e±I¢u�dáo|K|���� �b��~I�¤�b~���|
���:~��,�S������zu�����������¦�e±��b|;�I�¡�,��|;���^¢ ô¥���;���u�U|b�¡|;|K�u� �u�,� ~����b�\�N�%�������\�U�^«pÅ+£{}p�Cy(�¡|;���b|K�N���%��z�|b�����������p���N��~8��|K�I� ~I���%��z����
��������z-��z,|b�¡�������^���,��|i~��J��z,|i�,���f|;����±o� �,���¡�����U���d«:®z�|K��|;���)��z,|b}A�6y$�,~N|2�%��~��;¢S©ª����|K������~��Ù��~N�e�2«:��z,|b�¡�U�����¡� �e±"�i|2�����,��|a���
� ��� è A �.U�S �8=¤��~I��}p�6yS«:������� ��� è A =3�.S ���i��~I� Å+£{}p�CyS¢4y{z,���¥��ß:|2�^�����z�|i�K~��b�,��|;���¡��~��"��|;���,�¦���¥�I�%�;���-�:|i��|K|;�	� ���,� ~����i�\�2�
���U���\����«:®z�����z	��z,~�®T��z,|¤��|2��~��U�e����������|2�-�¡�����������%���·��|;�)��z,��|2�¡z�~����f� ����z���� �g~��6��z�|a�������U�e��~I���Û��~o|�ÞP����|K�N���K¢)ô¥�¥�;���"�U|i�¡|;|K��«
}A�6yõ����~f�f���K|;�S��~��b|&�����f|;���������,� |i~I����������������~����¥�,|;���%��z,|��¡�����¡�U����|&�U~I�,���,������|;�;¢¤y{z,���S������� �\�����������,~��a���¥�,��|K������|K�N�S� �u��z�|
Å+£{}A�6yë��|;�K~����¡������������~���¢



20 40 60 80 100 120

2.2

2.4

2.6

2.8

(a)

20 40 60 80 100 120

2.2

2.4

2.6

2.8

(b)

−2 0 2 4
2

2.2

2.4

2.6

2.8

3
(c)

−2 0 2 4

2.2

2.4

2.6

2.8

(d)

nIo2pEqpÍMÉ e � r áo��������|;�¡�S�U������� �U������� ����~��s��������|K��������� �����E�I� }p�6y(®� ��z � ��� èM«6����� �\�U�¤Å+£{}A�6yS¢CÅ¬~I�i����|2����� ~I�u��|;���,� ���;«#h,ñZUI«����� ���"�E�;�{}p�CyS«U�������\�U�)Å+£+}p�6yS¢

ô)��~���z�|K�����b�U~I�¡�����N�A�,��~��:|K���e±)~��UÅ+£{}A�6ys���4��z,|+�e�����,�����¦�e±¥~��f��������� ����~��S�����¡��|K�������,�U�f|K����������~����A��~��U�f�¦��� ~I���;¢A�,~I��|�,���b�,��|�«
�C� �I�,��|<U�U��¡z�~�®)�g��z,|¥��|;���,� ���¬~��A�U�¡���,�b�f�¦ß4|K��|K�N�{�¡��������� �e±i�b|2�����,��|2�K« � 	 «o�I�Ù®+|K���O���+�¡z��¦�·��� �,�b���Z� ������|�¢6ô%�{�;���P�:| �¡|;|K��«N��z�|
�����¡���¦��� ~I�Z�����¡��|K�����+��|;���Z��~��:| �i~I��| �¡�����,� |���~I�¥Å+£+}p�6yS¢�y{z,���{�����~��{��z,|a�;����|S®z,|K�"����� ���b}p�6yS«�}CÅ+yø~��)£{yS¢
�C� �I�,��|�Ujh���z,~�®)�&��z,|"|Kß:|2�^����zU����� ������|���~�������� ~I��z��I�i~�����z,|"���I�¡���b��������� ����~�����������|;����¢�v)~�������|���zU���b��z,|-�U������� ����~��

�����¡��|;���P��|K�U�,�g��~¤��~�������|¥����~��,�a®� ��zP��z,|���~���������~��b~��O��z,|¥�������I|�¢Nv)~���|%~��O��z,|;��|%��|;���,� ���Ù®¬|;��|)®� ����|;���¡|2��®z,|K�P��z,|¥��|2�e�+®+�I�
��|K�:|;����|;�Z����� �,��}p�CyS«U}CÅ+y<~��£{yS¢

�JÓ x	Ö Õ x��¥Ø�t Ô Ö Õ
ô)� ��z�~��,�IzS��z,|;��|g���A�)� ~��A�b~���|6��~)�:|Ù��|;�����,|2�S���:~��f����z,���p���,�,��~I����zA«K�,��|K��� �b��������±%��|;���,� ������|K|;�<����~I�i����� �,�U¢Ay{z,|g~��I|K�����������,�����¦�e±
��~��b� ��� �b��°K|i��z,|i�b�¦f���,��~��Ù���f��~���������� ~I�	®�¦��z,���s���,���������K|;�¥®z,��� |b�e��� ���J��|;�f���K� ���8|;�,��|i|�ß4|;�^�S��|K���,��� ����|K� �¬�,����|;� ±"��~������������
���U�Z�������I|S��������±f�¡���;¢6y{z�|a�e�����,��� � �e±P~��p��z,|a������~I��� ��z,�Ä�,���f|;�)������� ~I���{�¡��������� �e±P�b|;�����,��|;�;«f���®+|K�������+��z,| ��~I�,���¡���,|2���{�����f|K�
��z,�¦�·���a���U�u��~�������� ~I��� �¡z�~�®)�S�,��~I�b����|i��~��¤�K|K�������������,�,�����K����� ~I��� ������z�������|Ko���,��|;����|K���b|;�I������� ~I��¢�©ª�¯���,�,�¦��� ~I��«A�o�,�b|K��~��U�
��������������~����+~��p��z,���)���f|2�iz��M��|��U|;|K�"�,��~��:~I��|;�����������U����±N°;|;�Z� �-�f|;�f��z-�����8®�������U| ����|2�¡|;�I��|;�Z� �����f���,��| �����:|K���K¢

w����B�bw�� Õ x��ZtU�¢��b¢�áf�M±�~o~f�O«��^´UµE½�³2»�¸�²Kµd¶\³�´�µª³��&¼�µÆ¼	�g³�Ã%÷:½�Á^¹�¹^¶\³�´U« �-~I���N���
� ���f�������uåÙ�,�,������z,|;���;«4©ª����¢�«páf���u�,�����U�������K~�«AÅ+ôa«�h����	|2�O¢ «h l�l�l ¢hf¢ ��¢ � ¢oê_����¨I|K��z����U�¡|;�;«��¥»�¼�÷:µªÁ�»	"¼ �MÁK¿ ÁKµ��¥´:¼�¿é¾M¹^¶�¹CÂ�½�³�Ã��RW,Á�³�½^¾bµª³��O³eÂ�µ7"Ù¼�½�ÁK«,ô��õå6|K��|;���;«I}����O¢�«oêu|;� ��|;��� |;±�« �	ôa«RU � �@�U¢®�¦��z-�f����¨�|K�¡��|�¢�,¢�+¢fçi¢ �-|;±�|K�+�����8Ç ¢NÇa¢,Å¬~I�¦��������« ��£+������z,��|����Kñ6�S��~o~I����~I�+�f����|;�^��� ~I�����U� ������|%��������±f�¡���Ù���������b����|%�K~��b�,��|;���¡��~��A« ���+÷�÷4¿ '
�g³�Ã%÷:¸fµE'��¤¼�½^Ãb³�´�¶\²��¥´:¼�¿ ' �p«,�,��¢�U:�&=��EU �8=o«sU � �8=o¢��¢£�¢�}A������~���«��RW,Á��g³�´UµE¶·´U¸�³�¸o¹��%³�¸f´:»I¼�½^¾��p³;²�¼�¿NÀA³�¸f½^¶\Á�½��f½�¼�´,¹�Â�³�½^Ãi¢�åÙz�ã ��z�|;�����;«4H)��� �I|K���¡� �e± ~���Å+�����¦��~I���,���,«�ã��M�o���;«�h l�l UI¢¤f¢Iva¢�áf���¦��~�«O£�¢ �¯¢4}p�����¡~I��«4�����u£¥¢4£ �|K������z,~I��« ��áo��������� �e±"�����	�¡���������e�����;���C� ���,|K�:|K���f|;����|i����~�� �Z�U|2�e��Ñd���I�¡���¥�N��|K®�:~����N�;« �
� �!"¼ �MÁK¿ ÁKµ"�+÷�÷4¿é¶\²�¼�µd¶\³�´,¹i¶·´
�:¶ X�´4¼�¿J¼�´4»#��Ãb¼uXIÁ$){½�³;²�Á�¹�¹�¶·´)X%$&�'�(�^«:ôa¢4ô)���f��~I�,�,�d«Uô¤¢:�+¢U}p�����,|�«:����� �¯¢Uôa¢"H)�U�¡|;�;«U|;�,�;¢ «
��~I�E¢,åÙ��~f��¢,áfåÙ©eæ�� U�U �,«o�,��¢ �&=j�)�i� �4�,«)h l�l�l ¢C©ª�o�o�¦��|;�������:|K�2¢

�,¢£�¢N£*�|;�,����z�~�������� va¢fáf��� ��~U« ��áo���������¦�e±i�f�K¢N�e���������¡�����K���:�����f|K�:|K�U�f|K���K|%���8�������f��� �I|%�¡�����U������|K����|2�¡|;�I������� ~I���KñCôø�;����|%�e�����f±
~��C��z,|a���,��¨�|S�,��~f��|;���;« ���¥´�´�'&��´,¹^µE'��:µÆ¼�µE¶�¹^µE'�+�¼�µLW�'p« h l�l U�¢6���,�,�b�¦����|2�O¢



p=0.1 p=0.01

p=0.1 p=0.01

Shift Invariance and Lp Invariance (CBLFTM, cont per bdry, cos polarity) 
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Rotation Invariance (CBLFTM, cont per bdry, cos polarity, p = 0.1) 
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