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Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple simplement connexe sur C et U
un sous groupe unipotent maximal. Il est connu que toute représentation
irréductible de G s’injecte naturellement dans C[U] ’algébre des fonctions
régulieres sur U, C[U] pouvant étre vue comme la limite inductive de ces
représentations. Un probléme naturel important a été de savoir s’il existait
des bases, appelées bonnes bases, de C[U], compatibles avec ces représenta-
tions.

La réponse la plus satisfaisante & ce probléme a été donnée indépendam-
ment par Lusztig [26] et Kashiwara [21] en 1990 avec la construction des bases
dites canoniques ou globales. Les constructions de Lusztig et de Kashiwara
procurent toutes deux des modéles combinatoires intéressants. Ces modéles
reposent sur des décompositions réduites de wy, 1’élément de longueur maxi-
male dans le groupe de Weyl associé & G. Dans ’approche de Lusztig, chaque
décomposition de wy, symbolisée par une suite d’'indices de longueur N et
notée i, donne lieu & une paramétrisation des éléments de la base par l’en-
semble ngo. Dans 'approche de Kashiwara, ce sont les actions successives
d’opérateurs sur un élément de la base (correspondant a des actions modi-
fices des générateurs de Chevalley) suivant une décomposition réduite i, qui
fournissent une paramétrisation par un N-uplet d’entiers. Cette derniére pa-
ramétrisation est connue sous le nom de paramétrisation en cordes (string
parametrization).

Lusztig a fait une observation originale, concernant une analogie entre des
formules de changement de mot réduit dans les paramétrisations de la base
canonique et celles de changement de paramétrisations dans des sous-variétés
de G : les premiéres se déduisent des secondes en remplacant les opérations
+, X, + par les opérations min, +, — respectivement. Cette substitution a été
formulée par Berenstein-Fomin-Zelevinsky en termes d’homomorphisme de
semi-corps entre les ensembles Ry et Z, et a amené deux transformations :
la tropicalisation (décrite ci-dessus) et sa réciproque a droite, le relevé géo-
métriqgue (pouvant étre vu comme un inverse a droite), [2].

Berenstein et Zelevinsky ont par la suite précisé le lien entre les para-
métrisations de la base canonique et les paramétrisations de sous-variétés
totalement positives du groupe G, [5]. Ce lien est appelé relévement géomé-
trique de la base canonique. Dans le groupe G, les éléments positifs sont définis
a l'aide des sous-groupes a un paramétre associés aux générateurs de Cheval-
ley restreints a R~g. Certaines sous-variétés d’éléments positifs peuvent étre
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paramétrées en suivant des décompositions réduites d’éléments du groupe de
Weyl. Les changements de mots réduits dans ces paramétrisations coincident
avec les changements de mots réduits dans les paramétrisations de la base
canonique via la tropicalisation et le relevé géométrique. La méthode du re-
léevement géométrique consiste a faire des calculs sur les paramétrisations des
sous-variétés pour en déduire des formules sur les paramétrisations de la base
canonique. Cette méthode a notamment permis d’obtenir le lien entre les
paramétrisations de Lusztig et les paramétrisations en cordes, ainsi que les
formules de changement de décomposition réduite de wy dans les paramétri-
sations de la base canonique, [5].

La combinatoire des bases canoniques permet de généraliser la combi-
natoire classique donnée par les tableaux de Young semi-standard. Ces ta-
bleaux sont utilisés dans 1’étude des représentations du groupe SL,(C). Ils
permettent notamment d’exprimer combinatoirement des formules de carac-
téres, ou des formules de décomposition de produit tensoriel de deux repré-
sentations. La paramétrisation de Lusztig et la paramétrisation en cordes
associées & une "bonne" décomposition de wy redonnent exactement la com-
binatoire des tableaux de Young.

L’élément wq est au coeur de ces combinatoires via ses décompositions ré-
duites. Indépendamment de cela, il joue un roéle important de par son action
apreés relévement en un élément de G. Cette action permet d’établir des "dua-
lités" entre différents objets. Le relevé de wy agit par automorphisme sur G et
tord ainsi les G-modules simples. Il est donc intéressant de comprendre com-
ment il agit sur un élément de la base canonique. Lusztig a montré que cette
action permute les éléments de la base canonique des G-modules simples de
dimension finie, [29]. Berenstein et Zelevinsky ont alors exprimé cette action
en termes de paramétrisation dans le cas du groupe SL,(C), pour le choix de
la décomposition réduite de wy associée aux tableaux de Young. Dans ce cas
ils ont montré que cette action coincide avec ’involution de Schiitzenberger
définie sur les tableaux, [4].

Dans ce mémoire, nous étudions ce probléme généralisé d’une part & tout
groupe de Lie semi-simple G, et d’autre part & toute décomposition réduite.
Nous obtenons des formules explicites en terme des paramétrisations de la
base canonique pour l'involution de Schiitzenberger généralisée. Pour cela,
nous utilisons la méthode du relevé géométrique. Il s’agit de définir l'analogue
de cette involution dans les sous-variétés positives de G, dans lesquelles les
calculs se simplifient, puis d’utiliser la tropicalisation. Il est remarquable que
pour un bon choix des paramétrisations la formule explicite de ’involution de
Schiitzenberger généralisée est linéaire. Ces résultats sont publiés dans [32].

Nous donnons par la suite deux applications de ce résultat. La premiére
concerne le probléeme de dégénérescence toriques des variétés de Richardson.
Ces variétés sont des sous-variétés classiques de la variété de drapeaux associée
au groupe (i, obtenues en intersectant une sous-variété de Schubert et une
sous-variété de Schubert opposée. La variété opposée est I'image par wg d'une
variété de Schubert classique. Les algébres de coordonnées associées a ces
variétés ont pour base des sous-parties de la base canonique, qui se déduisent
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I'une de 'autre par 'involution de Schiitzenberger généralisée. Connaissant
alors la formule explicite sur les paramétrisations des éléments de la base,
nous pouvons faire des calculs concrets sur les dégénérescences toriques. Ces
résultats sont l'objet de [33].

La deuxiéme application concerne les cones de Lusztig. Ces cones ont été
introduits par Lusztig afin de construire des expressions simples d’éléments de
la base canonique. Par ailleurs, Caldero a introduit des algébres dites adap-
tées, engendrées par des parties de la base canonique. Nous réalisons un coéne
de Lusztig comme des paramétrisations en cordes d’éléments de base d'une
algébre adaptée tordue par l'involution de Schiitzenberger. Nous calculons ex-
plicitement les générateurs de ces cones. Ces résultats sont publiés dans [10].

Le mémoire est organisé comme suit :

Au chapitre 1, nous fixons les notations usuelles relatives a 1’étude des
représentations d’un groupe de Lie semi-simple simplement connexe et de
I’algébre de Lie associée. On y trouve les notations relatives au systéme de
racines, au groupe de Weyl, aux algébres enveloppantes universelles, au mo-
dules simples, ainsi que les définitions des variétés de Schubert et des variétés
de Richardson.

Au chapitre 2, nous rappelons la construction de Lusztig de la base ca-
nonique. Nous donnons également les définitions de la paramétrisation de
Lusztig et de la paramétrisation en cordes et rappelons les propriétés de com-
patibilité de la base canonique avec les modules de Weyl et les modules de
Demazure.

Au chapitre 3, nous présentons les transformations de tropicalisation et de
relévement géométrique de Berenstein-Fomin-Zelevinsky. Nous présentons les
sous-variétés positives et leurs paramétrisations ainsi que les formules reliées
aux paramétrisations de la base canonique. Enfin, nous rappelons la défini-
tion de l'involution de Schiitzenberger généralisée et introduisons au §3.4 son
analogue géométrique qui nous permet d’obtenir des formules explicites sur
les paramétres des éléments de la base canonique.

Au chapitre 4, nous rappelons les définitions et les constructions des va-
riétés toriques. Nous nous intéressons ensuite au probléme de dégénérescence
torique des variétés de Richardson. Pour construire la variété dégénérée nous
utilisons une méthode algébrique qui consiste & munir ’algebre de coordonnées
homogénes associée a la variété de départ de bonne filtration. Nous utilisons
les formules du §3.4 dans les calculs concrets sur des exemples.

Au chapitre 5, nous faisons un large résumé de [10]. Nous rappelons la
définition des cones de Lusztig, ainsi que la définition des algébres adaptées
de Caldero. Aprés torsion d’une algébre adaptée par l'involution de Schiit-
zenberger, nous en calculons les paramétrisations en cordes des éléments de
base grace aux formules obtenue au §3.4. Nous montrons que l’ensemble de
ces paramétres est un cone de Lusztig. Nous obtenons alors des générateurs
pour ces cones et la propriété de simplicialité des cones.
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Chapitre 1

Notations

Ce chapitre a pour but de fixer les notations pour les données usuelles
concernant les représentations des algébres de Lie semi-simples. Pour plus de
définitions et pour les preuves des résultats énoncés, on renvoie aux ouvrages
de référence, [6], [13], [18], [19].

1.1 Données usuelles

Soit g une algébre de Lie complexe semi-simple dans laquelle on fixe une
sous algébre de Cartan h. La dimension de h est appelée rang de g, et on
désigne par n cette dimension.

On rappelle qu’il existe sur g une forme bilinéaire symétrique K appelée
forme de Killing qui est non dégénérée sur g et dont la restriction & h est
également non dégénérée sur h). Cette forme induit un isomorphisme entre h
et le dual h* des formes linéaires sur b, par I'application h — K(h,?). La
forme de Killing se transporte naturellement sur h*, on notera :

(.,.): b*xbh*—=C, forme de Killing sur h*
(., y: b*xbh—C, le couplage naturel
La théorie des représentations des algébres de Lie semi-simples de dimen-
sion finie, donne ’existence d’ensembles que 1’on désigne par :
A : un sous ensemble fini de bh*, racines de g,
AT : un sous ensemble de A, racines positives,
IT = {a@;}1<i<n : un sous ensemble de A, racines simples,
IV = {o; }1<i<n : un sous ensemble de b, coracines simples,
{wi}ti<i<n : base de b*, poids fondamentauz,
P = @1§i§n Zw; : un Z-module libre, réseau des poids,
Pt = D1<i<n Z>0wi, poids dominants,

et qui sont uniquement déterminés (au choix de II pres) par les conditions
suivantes :
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e Pour tout @ € h*, o € A si et seulement si o # 0 et le sous espace
go :={x€g/Vhebh h-x=ah)z} est non trivial.

e II C A est une base de h* telle que I’on peut écrire A = AT LI (—A™)
avec AT = AN NII

e Pour toute racine @ € A la coracine oV est définie comme ’unique

2a

élément de h vérifiant : K(aV,h) = (——

(o, @)

e Les coracines {oz;/}lgign forment une base de h dont la base duale as-

sociée est {wi}lgign, i.e. <wi, Ck;/> = 5@']’7 1 < i,j <n.

En outre, on sait que g = @ ca 9o © b et on pose :

, h) pour tout h € h.

n = Daea+ o sous algébre nilpotente supérieure
n = @acar 9-a, sous algébre nilpotente inférieure
b = han, sous algeébre de Borel

b- = hodnT, sous algébre de Borel opposée

La décomposition g = n~ @ b & n est appelée décomposition triangulaire
de g.

Soit av € AT, on note aussi parfois h, I’élément . On sait qu’on peut
choisir des éléments :

€ € M
fa € n7, générateurs de Chevalley

vérifiant :
( Ja = Ce,
J—a = (cfa
[has€al = 264 (1.1)
[hom foz] = _Qfa
[eom fa] = ha

Ainsi, ce choix étant fait on établit naturellement des isomorphismes d’al-
gébres de Lie :
o B Chy ® g_o ~ sl5(C)

Pour une racine simple «; on note plus simplement :
ei = eaiafi = faiah’i = hai
L’ensemble {e;, fi, hi, 1 <1i < n} engendre ’algébre de Lie g.
Pour toutes racines «,(3, rappelons que (o, ) est un entier relatif et
(v, ) un entier positif et pair. On note :
a; = (aj,0f), 1<i,j<n
C = (ai)i<ij<n € Mn(Z), matrice de Cartan de g

Rappelons aussi que a;; = 2 et a;; <0, pour tout 1 <4 # j < n, et qu'en
pOS&Ilt dz = (Oél',()éi)/2, 1< < n, on a diaij = djaji.
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1.2 Théoréme de classification

Les données du paragraphe précédent permettent de classifier en diffé-
rents types toutes les algébres de Lie semi-simples complexes. Pour plus de
précisions, voir [6].

e Typed,: g= 5[n((C),

e TypeB,: g=502,11(C),

d Type Cp : g= 5]32”(@),

e TypeD, : g=s509,(C),

o Types exceptionnels : Eg, E7, Eg, Fy, Go.

L’indice dans le type est un entier naturel correspondant au rang de ’algébre.

1.3 Groupe de Weyl

Soit g une algébre de Lie semi-simple dans laquelle on fixe une sous al-
gebre de Cartan b et un choix de racines simples. On utilise les notations du
paragraphe précédent.

A toute racine o € AT on associe un éléments de End(h*) qui est une
réflexion orthogonale, en posant :

5a(A) =X = (N, a")a, YA € b*, réflexion simple associée a o

On note plus simplement s; pour sg,.
Ces réflexions engendrent un groupe, noté :

W =<s;,1<i<n>CEnd(h*), groupe de Weyl de g
On fait agir W sur b en identifiant un s; avec son adjoint. On a alors :
si(h) = h — {a;,h)a) ,Vh €}
On vérifie aisément que la forme (., .) est W-invariante.

Mots réduits :

11 existe une fonction longueur ¢ sur W qui compte le nombre minimal de
réflexions s; nécéssaires a 1’écriture d'un élément. Il est connu qu’il existe un
unique élément de longueur maximale; on le note wy et on note N := £(wq)
(N est également le nombre de racines positives).

On appelle mot réduit pour w, toute suite d’indices i = (i1, 2, ...,1%p) telle
que s;,5;, - -+ 5, = w, est une décomposition réduite pour w (i.e. p = £(p)).
Lorsqu’il sagit d’'un mot réduit pour wg, on parle de mot réduit tout court.

Soit w € W, on dit que le mot réduit (pour wy) i = (i1,42,...,in) est
adapté & w si 54,54, -+~ 5, = w ol p = {L(w).
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Mouvements de tresse :
Soit d 'ordre du produit s;s; dans W, alors on a :

Sl-sj... f Sjsi...
~——

d facteurs  d facteurs

On appelle d-mouvement, ou d-tresse, la substitution dans un mot réduit,
d’une séquence i, j,i--- (de longueur d) en la séquence j,i,7, .

Il est bien connu que deux mots réduits se déduisent 'un de l'autre par
une succession de mouvements de tresses.

On rappelle également que 'ordre d du produit s;s;, peut étre déterminé
par la matrice de Cartan : si a;jaj; = 0, 1, 2 ou 3, alors respectivement d = 2,
3, 4 ou 6.

Ordre de Bruhat :

Soit w,7 € W, et 3 € AT. On note w Borsir= sgw et £(1) = £(w) + 1.
L’ordre de Bruhat est défini par :

il existe une suite (01,32, -+ ,8s) € (AT)® telle que :
W TS B1 B2 Bs
W= Sg W — - —> T

Involution * :

L’élément wy induit une involution ¢ +— ¢* sur ’ensemble des indices
{1,2,--- ,n}, définie par la relation :

wo(vi) = —a
Sii= (i1,%2,...,in) est un mot réduit pour wp, on note :
o ex "
= (11?225'-- a’LN)

Il n’est pas difficile de voir que i* est encore un mot réduit.

On note également \* := —wp(\), pour tout A € h*.

1.4 Algébres enveloppantes

Soit g une une algébre de Lie complexe semi-simple pour laquelle on choisit
un systéme de générateurs {e;, fi, h;, 1 < i < n} comme au paragraphe (1.1),
et on note (a;j)1<i<n la matrice de Cartan associée.
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On note U(g) l'algebre associative engendrée par F;, F;, H;,1 < i < n,
satisfaisant les relations suivantes :

[Hi,H;] = 0
[Ei, 5] = 6y Hi
[Hi, Ej] = aijE;
[H;, Fj] = —a;jF; (Relations de Weyl)
P I—ay\ 1-aj—s C
Z(—1)8< . ]>Ei VTUEES =0, 0 #
5=0
P 1 —aij \ 1-ay-s o .
Z (—1)* < . ”) F, "V "F;F7 =0,1i#j (Relations de Serre)
5=0

U(g) est Valgébre enveloppante (universelle) de g.

11 existe un morphisme injectif de g dans U(g), qui envoie e;, f;, h; respec-
tivement sur F;, F;, H;,1 <1 <n.

Les algebres enveloppantes U(n),U(n~),U(h) sont les sous algebres de
U(g) engendrées par les E;, resp. Fj, resp. H;,1 < i < n. On a un isomor-
phisme d’espaces vectoriels U(g) ~U(n~) @ U(H) @ U(n).

Tout U(g)-module est un g-module et réciproquement.

1.5 Modules de Weyl et modules de Demazure

Soit g une une algébre de Lie complexe semi-simple pour laquelle on fixe
une décomposition triangulaire, g=n" G h  n.

Soit M un g-module (ou de maniére équivalente un U(g)-module) de di-
mension finie. Alors :

M:@Mﬂ, ot M, :={veM/hv=pu(h)v, Vh €h}
neP

Les M, non triviaux sont appelés sous-espaces de poids de M, et leurs
éléments non nuls vecteurs de poids p.

Un wvecteur de plus haut poids, resp. de plus bas poids, dans M est un
vecteur de poids satisfaisant : Veen, ev =0, resp. V f €n™, fo=0.

Dans un module simple il y a (& scalaire prés) un unique vecteur de plus
haut poids et un unique vecteur de plus bas poids.

Modules de Weyl :
Le théoréme suivant est classique :

Théoreme 1.5.1 (de Weyl). I existe une bijection entre P est l’ensemble
des classes d’isomorphismes des modules simples de dimension finie.
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Une construction classique permet d’associer & tout A € P, un module
simple de dimension finie et tel que le vecteur de plus haut poids soit de poids
A. On note alors ce module V() et on 'appelle module de Weyl de poids A.

On notera vy, resp. vg\m", un vecteur de plus haut poids, resp. de plus bas

poids, dans V().
Modules de Demazure :

Soit V(A) un module de Weyl. Pour tout élément w de W, il existe un
unique (& scalaire prés) vecteur de poids w(A). Notons v, un tel vecteur.
Le module de Demazure V,,(\) est le sous U(b)-module de V(\), défini
par :
Vw()\) = U(b)?}w)\

1.6 Groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple et simplement connexe.
On note :

e T :un tore maximal,

e B : un sous-groupe de Borel contenant T,

e U : radical unipotent de B (B =UT),

e B~ : sous-groupe de Borel opposé,

e U~ :radical unipotent de B~.

Ces données sont équivalentes & la donnée d’une algébre de Lie complexe
semi-simple g, avec une décomposition triangulaire g = n~ @ h@Hn. Dans cette

correspondance on associe & G les notions inhérentes & g, comme ’ensemble
des racines, la matrice de Cartan, le groupe de Weyl...

Le groupe de Weyl W associé a G peut étre identifié comme :
W = Norm(T)/T

ou Norm(7') désigne le normalisateur du sous-groupe 7.
Dual de Langlands :

Dans les cas que nous considérerons, c’est & dire dans le cas des groupes de
Lie complexes semi-simples et simplement connexes, le dual de Langlands GV
d’un groupe G peut étre simplement défini comme le groupe de Lie complexe
semi-simple et simplement connexe correspondant & la matrice de Cartan
transposée de celle de G.

On peut alors identifier les racines de GV avec les coracines de G, et vice
versa. Les groupes de Weyl sont donc naturellement identifiés.

On utilisera la notation ( . )V pour désigner l'objet dans GV analogue &
celui de G (par exemple si o est une racine de G son analogue dans G est
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noté (a)¥ = aV).

Variété de drapeaux :

La variété de drapeaux de G est la variété G/B, ou B est un sous-groupe
de Borel. Les décompositions suivantes sont connues sous le nom de décom-
positions cellulaires de Bruhat :

G/B= | ) BuB/B= | B rB/B
weW TeW

Les adhérences dans G/ B des cellules définissent des sous-variétés :
e Variétés de Schubert : X, := BwB/B, we W,
e Variétés de Schubert opposées : X7 := W, TeW,
e Variétés de Richardson : X[ := X, N X".

Il est connu que :

BwB/B= || BvB/B, B 1B/B=||B vB/B

v<w v>T

dim(X,) = {(w), dim(X7) = 4(7), dim(X}) = l(w) + 4(1) — N
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Chapitre 2

Bases Canoniques

En 1990, Lusztig a construit une base du C-espace vectoriel U(n~) cons-
tituée d’éléments homogenes et compatible avec les idéaux de type U (tf)Ff‘C
et FFU(n™). La construction de Lusztig se fait dans la déformation quantique
Uy(n™) de U(n™) en modifiant des bases de type Poincaré-Birkhoff-Witt. La
base obtenue en "faisant tendre" le paramétre ¢ vers zéro, coincide avec la
base dite cristalline, introduite par Kashiwara.

Les deux approches de la base canonique procurent des modéles combi-
natoires riches et trés utiles dans ’étude des représentations de U(g).

Les références pour ce chapitre sont essentiellement les travaux de Lusztig,
[26], [27], [29] et de Kashiwara [20].

Dans ce chapitre nous commencons par rappeler la construction de Lusz-
tig de la base canonique de U,(n~) et présentons sa spécialisation dans U(n™).
Cette construction permet de définir la paramétrisation de Lusztig de la base
canonique. Nous présentons ensuite dans le deuxiéme sous-chapitre, les opé-
rateurs de Kashiwara et la paramétrisation en cordes de la base canonique. Le
troisiéme sous-chapitre est consacré aux bases canoniques dans les modules
simples et & la structure de cristal de ces modules. Au quatriéme sous-chapitre
nous illustrons ces données en calculant la base canonique en type A,. Enfin,
nous présentons une algébre compatible avec la base canonique.

2.1 Construction de la base canonique de (n")

Dans cette partie on fixe une algébre de Lie complexe semi-simple g et on
utilise les notations du chapitre 1.

2.1.1 L’algébre U, (n")

Soit ¢ une indéterminée. On va définir la déformation quantique, notée
Uy(g), de I'algebre enveloppante U(g).
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Tout d’abord on introduit les notations suivantes, pour tout k,l,d € N,

gt — gk
[k]d = 7qd 7 - qd(kfl) 4 qd(k*3) Lt q*d(kfl)
(k]! = [Klglk—1]g-- 24 [y, [0l =1 (2.1)
[kH] .: [k + 1], _ k+Uglk+1-1];---[I+1],
M la (k]! (14! k]!

L’algebre U,(g) est la C(g)-algebre engendrée par :
E, F, K, K;',1<i<n
satisfaisant :
KK '=K'K; =1, K,K; = KK,

KiEjKl-_l — qdiaijEj, KiFjKl'_l _ q*dz’ai]‘ Fj

—1
1—a;j; 1— ;s l—a,:—s . .
2)(—1)8[ . ]LE@' VUEE; =0,i# ]
S= 7
1—a;j; 1— ;s l1—a;:i—s . .
S [ R =0
S= (3

ou (ai;)i,; est la matrice de Cartan et (d;); des entiers naturels vérifiant
dz‘ai]‘ = djaji.
Les relations sont appelées relations de Serre quantiques.

On munit 1’algeébre U,(g) d’une Q-graduation, ou ) est le Z-réseau engen-
dré par les racines simples, en posant :

deg(EZ) = Qy,
deg(F;) = -,
deg(K;) = 0

pour tout 1 <1 <n.
Pour tout élément homogéne X dans U,(g) de degré (3, on définit ses
puissances divisées par :
X8 = X ot k] = [y
(k]!

L’algébre Uy (n™) est la sous-algeébre de U, (g), engendrée par les éléments
F,1<i<n.
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On note A := Z[q,q '], et Ua(n™) la sous-A-algebre de U,(g) engendrée
par les éléments Fl.(k), 1<i<n,keN.

G.Lusztig a défini des automorphismes T;, 1 < i < n de U,(g) par :

T,(K;) = KjK, ", 1<j<n
Ti(E) = -FK;, T|(F)=-KE,
T(E) = Shiag (D EOBES 1<jpisn O
T(F) = Yo, DM EVERED 1< ji<n
2.1.2 Base Poincaré-Birkhoff-Witt
On fixe i = (41,...,4ix) un mot réduit pour wy. On définit une suite dans

I’ensemble des racines en posant :

Bir = iy, Bia =i (i), ooy Bin = Siy - Siy_y (Qiy)
Il est connu que :
Propriété 2.1.1. [34]
(i) L’ensemble {Bi, 1 <k < N} est l’ensemble des racines positives AT,
(ii) L’ordre i1 < Bi2 < ... < fin définit un ordre conveze sur AT,

(On rappelle qu’un ordre est conveze sur AT, s’il a la propriété suivante :
pour tout o, € AT tels que a+ B € AT, a<fB=a<a+p<f.)

De maniére similaire on fait agir les automorphismes 7; sur les F;, en
posant :

Fﬁi,l = iy Fﬁi,2 - Til(Fi2)7 < Fﬁi,N =1; "'TiNﬂ(Fi )
Les propriétés suivantes sont également bien connues :
Propriété 2.1.2. [27]
(i) Sisi Siy...s;, €t Sit S .- Syt SONE deux expressions réduites d’un méme
élément dans W alors,
Ty .. . Ty =Ty Ty, ... Ty
(it) Si si, ...si,_, (0, ) est une racine simple o alors,

T, .. T, (F,)=F

Ig—1
(%) V1 <k < N, Fp,, est un élément de Uy(n™) homogéne de degré (— ;)
On considére les mondmes ordonnés :

F(t) = F{V L FSY) = (1, ty) e NV

i1 T BN

L'ensemble {Fi(t),t € NV} est connu pour étre une base de U,(n™),
dite base de Poincaré-Birkhoff-Witt (abrégé en base PBW) associée au mot
réduit i.
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Proposition 2.1.3. [27/,/29/

(i) Le sous Z|q]-module de Uy(n~) engendré par les éléments Fi(t), t € NV,
est indépendant du choiz de i; on le note L.

(i) L’image de {Fi(t),t € NV} dans le Z-module L/qL est une base de
L/qL indépendante du choiz de i; on la note A.

Remarque 2.1.4. La preuve de cette proposition peut se faire par des calculs
directs (pénibles) en rang 2. Le cas général s’en déduit en utilisant le fait que
deux mots réduits sont liés par une suite de mouvements de tresses. Ainsi on
peut montrer que, si i et i’ sont deux mots réduits, pour tout ¢ € NV, il existe
un unique ¢ € NV tel que :

Rt) = Fo(t)+ Y dsFuls), o € qZlg (2.3)

De plus, si i et i’ commencent avec le méme indice alors t; = | = s
pour tous les s apparaissant dans la somme de (2.3) et les autres parameétres
th,...th, S2,...sN ... ne dépendent pas de t;.

2.1.3 Base canonique de Lusztig
On introduit I'automorphisme "bar" de U, (g) sur C, noté ~ et défini par :
Ei=E, K=K '\ F,=F,q=q ',1<i<n

Théoreme 2.1.5. [29/

) ot 1 un mot reautt. our tou € , U exrisie un unique elemen
) Soit i t réduit. Pour tout t € Z%, il exist ique élément
bi(t) dans Uy(n™) tel que :

bi(t) = bi(t)
{ bi(t) = Fy(t) mod qL (2.4)

(ii) L’ensemble B := {b;(t),t € Z]ZVO} ne dépend pas du mot réduit choisi i
et :
B est une Z[q]-base de L

B est une A-base de Ua(n™),
B est une C(q)-base de Uy(n™).

B est appelé base canonique.

2.1.4 Spécialisation en ¢ =1

On peut remarquer qu’en posant ¢ = 1 dans la présentation de U, (n™), on
obtient la présentation de U(n~). Plus précisément, si on considére C comme
un A-module & droite pour l'action triviale 1-¢ = 1, on montre que :
Proposition 2.1.6. [29] Les C-algébres C4 @ Ua(n") et U(n") sont iso-
morphes, par Uapplication 1 ® Fi(k) — Ff/k"

On note encore B 'image de {1 ® b,b € B} dans U(n~) par l'application
ci-dessus, et on appelle B la base canonique de U(n™).
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2.2 Paramétrisations de la base canonique

2.2.1 Paramétrisation de Lusztig

Pour un mot réduit i fixé, application ¢ +— b;(t) de ZJZVO dans B est
bijective, et donne ainsi une paramétrisation de la base canonique, dite para-
métrisation de Lusztig.

2.2.2 Opérateurs de Kashiwara

Soit i € {1...n}, on définit des applications C(g)-linéaires E;, F; : Uy (n™) —
U,(n™) par leur action sur une base PBW {Fj(t), t € NV} ou i est un mot
réduit commencant par @ :

Fl(Fl(t1?>tN)) = E(t1+1at25"'>tN) (25)
Ei(Fi(t1,...,ty)) = Fi(ti—1,ta,...,tx)ou0sit; =0 '

En vertu de la remarque 2.1.4 ces applications sont bien définies (ne dé-
pendent pas du choix de i).

D’aprés la Proposition 2.1.3 il est clair que les opérateurs E;, Fj, 1 < i < n,
stabilisent £, et que leurs actions induites & £/qL stabilisent U{0}. De plus :
Proposition 2.2.1. Pour tout b € A, il existe une suite (i1,i2, - ,is) d’in-
dices tels que :

b= FhFiQ "'Fis(l +qﬁ)

On reléve naturellement les actions des E;,F;, 1 < i < nsur %, en des
actions é;, f;, 1 <7 < n sur B. De sorte que I'on a la caractérisation suivante :
Propriété 2.2.2. Soiti € {1...n} eti un mot réduit commencant par i :

bt tn) = it + s, ty)

N . (2.6)
ei(bi(tl,. .. ,tN)) = bi(tl — 1,t2,. .. ,tN) ou 0 st tl =0

Les opérateurs E;, F}, é;, fi, 1 < i < n sont appelés opérateurs de Kashi-
wara.

Remarque 2.2.3. Les opérateurs é; et f, sont (quasi)inverses I'un de ’autre :
&(fih)) = b
fi@®) = b, sié(b) #0

2.2.3 Paramétrisation en cordes

Pour b € B, on pose ¢;(b) := max{k/ é¥(b) # 0}.

La paramétrisation en cordes d’un élément b de la base canonique, suivant
le mot réduit i = (i1, - ,in), est le N-uplet ¢;(b) := (t1,t2--- ,tn) défini
récursivement par :

. N -
t; = Eiq (b), to = Eio (62 (b)), e ,tN = Ein (eixi ces 62 (b))

Au regard des définitions et de la Proposition 2.2.1 on a :



14 CHAPITRE 2 : Bases Canoniques

Proposition 2.2.4. Soiti= (i1, -+ ,in) un mot réduit, et soit b € B tel que
¢i(b) = (t1,ta- -+ ,tn) alors on a,

(Z) Ci(fl'l (b)) = (tl + 1, t2 e ,tN))
(ii) fi' .. fiN(1)=b
Par conséquent 'application ¢; : B — ZJZVO est injective. On note C; I'image

dans Zgo de I'application ¢;.

Théoreme 2.2.5. [25] L’ensemble C; est l’ensemble des points a coordonnées
entiéres d’un cone rationel convexe polyédrique de RY.

De plus on en connait certaines équations, cf. [25], [5].

2.2.4 Applications de changement de paramétrisation

Pour i et i’ deux mots réduits, on introduit les applications de changement
de paramétrisation suivantes :

RY = (by)tob; : NV NV
Rj/ = cpo(a)!: G —Cy,

R', = (by)lo(a)' : G — NV,
RV = cyoby : NV — Gy,

On expliquera plus loin comment calculer explicitement ces applications.
La connaissance des formules explicites de R;’ et Rj/ en rang 2 (c’est-a-dire
quand i et i’ se déduisent 'un de 'autre par une relation de tresse) permet
de déduire les formules en rang quelconque (car i et i’ sont toujours reliés par
une suite de mouvements de tresses).

2.3 Base canonique dans les modules

2.3.1 Théorémes de compatibilité

Le premier théoréme de compatibilité concerne les modules de Weyl V().
On rappelle que vy est un vecteur de plus haut poids dans V(\) et que les
surjections naturelles :

™ UMT) — V(A

U Uvy
ont pour noyau :

ker y = Z Z/I(l‘f)]:’i)‘hLl
i

ou les A; sont les coordonnées de A\ dans la base des poids fondamentaux, i.e.
A= AN+ Xwa + -+ Aoy,
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On pose :
B(A\) =B\ (BN U )N

Théoreme 2.3.1. [29] B(\)vy est une base de V(X), dont les éléments sont
des vecteurs de poids.

Le deuxiéme théoréme concerne les modules de Demazure V,,(\).

Théoreme 2.3.2. [20] Pour tout w € W, il existe un sous-ensemble B,, C B
tel que pour tout A\ € PT, l’ensemble (Bw N B()\))U)\ est une base de Vi,(\).

On note By, (\) := By, N B(A). Pour alléger les notations on écrit parfois
B(X) pour B(A)vy et By, (A) pour By,(A)vy.

On désigne par v,y 'unique élément de B,,(\) de poids w(A). Remarquer
que cet élément est unique et plus unique & scalaire prés une fois que vy est

choisi. L’élément v{®” = vy, est I'élément de plus bas poids dans B()).

2.3.2 Paramétrisations de B(\)

Les paramétrisations de la base canonique se comportent bien avec les
ensembles B()\) et B,,. C’est ce que nous allons développer dans cette section.

Fixons i un mot réduit, A un poids dominant, et b un élément de B(\).
Notons (t1,--- ,tn) = ci(b) ses paramétres en cordes, (t},--- ,t)) = b; '(b)
les parametres de Lusztig de b, et wt(b) son poids. Alors (cf. notations du
paragraphe 2.1.2) :

wt(b) = A — (troy, +tocy, + - +ivaiy)
A= (B + 562+ +tNGiN)

La paramétrisation en cordes des éléments de la base canonique a des
propriétés "géométriques" remarquables. Soit i mot réduit, on note :

G = ¢(B)

G(A) = aBOW)

v = (B 27)
C'(N) = a(Buw(N)

Théoreme 2.3.3. [25/

(i) L’ensemble C;(\) est l’ensemble des points G coordonnées entiéres d’un
polytope rationnel conveze de RY.

(i) Sii est adapté a w, alors C* = C; NNNU") est une face du cone C; et
C{"(X) est une face du polytope Ci(X).

De plus, on connait les paramétrisations en cordes des éléments extrémaux
U lorsqu’on choisit un mot réduit adapté a w :
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Proposition 2.3.4. [29] Soit 5,5, - - - 54, une décomposition réduite pour un
w € W etiun mot réduit adapté o w, alors l’élément v,y a pour paramétres
en cordes ci(vy)) = (t1,t2, -+ ,1p,0,---,0) og,
t = (s w(\), o)), ta = (sipsiw(N), ), ooy tp = <)\,al-vp>

Enfin, il est intéressant de connaitre les paramétrisations de 1’élément de
plus bas poids vf\ow de B(\). Les paramétres en cordes s’obtiennent comme
un cas particulier de la proposition ci-dessus. Les paramétres de Lusztig ont
été calculés dans [9] :

Proposition 2.3.5. Soit i = (i1,i2,--- ,in) un mot réduit de wy, et vf\ow
l’élément de plus bas poids de B(X), alors :

G(vhr) = (<)‘*?Si15i2'”Sikfl(a;z»)lngN (2.8)
b;l(vé\ow) = ((A*,a;;>)1§k§N ‘

2.3.3 Graphes cristallins

Soit A un poids dominant. On définit les opérateurs de Kashiwara f;, é;,
1 <4 <nsur B(\) par :

fi: B(\) — B(\)uU{o}, & :B(\) — B U{0}

bv)\ — fi(b)v)\ b?))\ = éi(b)?})\

Le graphe cristallin 4y de V(\) est le graphe coloré par {1,2,--- ,n}
définit par :
— sommets : les éléments b € B(\)

— fleches : b= b’ si et seulement si b’ = f;(b).
Remarque 2.3.6. D’aprés la Proposition 2.2.4(ii), ce graphe est connexe.
On note :
ei(b) == max{k/ & (b) # 0}, @i(b) = max{k/ [} (b) #0}  (29)

Soit A et p deux poids dominants. On définit les opérateurs fi, 6,1 <1<
n, sur B(\) ® B(u) par :

Vb, ® by € B(\) @ B(p) :

R fl(bl) ® b2 S1 gDi(bl) > 6¢(b2)
filbr®b2) =93y o Fibe)  sipilbr) < es(bo)

éi(b1 ®@by) = {éi(bl)~® b2 3’: @i(b1) = €i(b2)
b1 ®éi(ba) i pi(br) < i(b2)

On peut construire de maniére analogue le graphe cristallin %,g, de
V(A) @ V().
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Considérons la décomposition en composantes irréductibles :

v evm = @ v

vED(Ap)

ol ’ensemble D(\, i) peut contenir des répétitions.

La description suivante est diie & Kashiwara :
Théoreme 2.3.7. [20]
() Gen= || %
veED(A, 1)
(ii) DOV i) = {7+ wi(b), b€ B(u) /e:(b) < (A,a)),V1 < i < n}

Remarque 2.3.8. Le graphe cristallin ¢, se déduit des graphes ¥) et ¥,,.
C’est la composante connexe de 1 ® 1 dans le graphe %\g,,-.

Remarque 2.3.9. Connaissant le graphe ¥, on peut déterminer aisément
Pensemble D(A, ), pour tout A et ainsi en déduire les composantes irréduc-
tibles de V(\) ® V().

2.3.4 Tableaux de Young

Dans ce paragraphe on fixe g = sl,,11(C). Dans ce cas la théorie des re-
présentations peut s’appuyer sur la combinatoire des tableaux de Young. On
donne ici le lien entre la combinatoire des tableaux de Young et celle basée
sur les paramétrisations de la base canonique.

Définition 2.3.10. Soit A = My + \awo + -+ - A\, un élément de P,
on appelle tableau de Young de forme A le tableau obtenu en mettant cote
a cote en partant de la gauche A\, colonnes & n lignes, puis A,_1 colonnes &
n — 1 lignes, etc... jusqu’a A; colonnes & 1 ligne.

Définition 2.3.11. Un tableau de Young de forme X est dit semi-standard
s'il est rempli avec les entiers de 1 & n + 1 de sorte que ce soit strictement
croissant sur les colonnes et croissant sur les lignes.

Exemple 2.3.12. Soit n > 3, le tableau suivant est un tableau de Young
semi-standard de forme 2w + 2wy + w3 :

2[213]4]
314

‘»-lkl\.')»—t

On note Y'(\) ’ensemble des tableaux de Young semi-standards de forme
A. Kashiwara a montré, [20], comment identifier les ensembles Y'(\) et B(\).
Notons :
Y(A) — B(\)
— bT
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La combinatoire des tableaux de Young est un cas particulier de celle
donnée par les paramétrisations de la base canonique. En effet, dans le cas
A, 'élément wgy a une décomposition réduite remarquable selon le mot :

i=(1,2,1,-,nn—1,---,21)
On appelera ce mot mot réduit standard.
Soit T € Y()), notons :
(t11,t12, toa, t13, o3, b33 -+ s b1, -+ s tun) = by *(b7)
les paramétres de Lusztig de ’élément br selon le mot standard i, et,
(c11, €22, €12, €33, €23, €13+ 5 Cany*++ 5 C1n) = €i(b7)
ses paramétres en cordes selon le mot standard i
Proposition 2.3.13. [}/ Avec les notations ci-dessus :

tij = (le nombre de j+ 1 dans la i-éme ligne de T), i < j

cij = (le nombre de j + 1 dans les i premiéres lignes de T), i < j
En corollaire on peut donner les applications R, U et Rii :
Corollaire 2.3.14. Awec les notations ci-dessus :

tij = ¢j—c¢-15,1<i1<j<n
Cij = t1j+t2j+---+tij,1§i§j§n

2.4 Exemple : base canonique pour sl3(C)

Cette base a été calculée dans [29]. On donne ici le détail des calculs. Pour
d’autres exemples en d’autre type, voir par exemple [39], [40].

2.4.1 Base canonique dans U, (n")

Dans cette section g = s(3(C). En suivant la construction donnée dans la
section précédente on calcule la base canonique de Uy (n™).

On rappelle que U, (n™) est une algébre associative engendrée par deux
éléments F et Fy satisfaisant les relations de Serre quantiques suivantes :

(2.10)

FF — (q+ ¢ YR REF + R FE =
F}F — (q+ ¢ YRR R+ R F =

Choisissons le mot réduit standard i = (1,2,1). Ceci nous donne une
énumération des racines positives :

B =0, P2=s1(a2) =1 +ag, B3 =s15(01) =00
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Les éléments Iz correspondant se calculent par :

Fg, = Fi, Fg, =T\(F,), Fs, = T\To(F)

ou 17 et Ty sont les automorphismes de tresses définis par (2.2). On sait
d’ores et déja que Fp, = T1T>(F1) = F5 car 33 est la racine simple . Reste
a calculer T7(F3), on obtient :

T1(Fy) = o Fy — qF By =: Fig
On remarque facilement des relations de g-commutation suivantes :
FiFyy = q 'FiaFy, FoFig = qFF (2.11)

Les mondmes Fl(gib’c) = fa)Fl(g)FQ(c), (a,b,c) € N3, forment une base PBW
de Uy(n™) assocée au mot réduit (1,2,1).

Le but est maintenant de trouver pour tout (a,b,c) € N un élément
b121(a, b, c) tel que :

{ biai(a,b,c) = bin(a,b,c) (2.12)
, )
bi21(a,b,c) = F1(;1 <) 4 s CSFS%, avec ¢s € qZ[q]

On va montrer :

Proposition 2.4.1. V(a,b,c) € N3 :
FOFPIRE®  gia<c

bi21(a, b, c) =
FORTIEE  gia>c

Preuve — L'idée est de décomposer les monomes F\* F{"™ F() et 7" po) p()
dans la base PBW ci-dessus. Pour ce faire on commence par établir la décom-
position suivante :

Formule 2.13. Vs € N, Vr € N,

F2(7’) Fl(S) _ Z q(r—n)(s—n)Fl(S—n) Fl(;L)F2(T‘—n)

0<n<min(r,s)

La formule est claire si 7s = 0. On procéde par récurrence sur s :
es = 1 : on veut montrer que pour tout > 1 on a :

FQ(T)FI = qule(r) + F12F2(T71)

On raisonne alors par récurrence sur r. Cela se fait sans difficultés en utilisant
la définition de Fio et les relations de g-commutation (2.11).
evraie au rang s : montrons la formule au rang s+ 1. On note m = min(r, s).

FZ(T‘)Fl(S-Fl) — [S + 1]71F2(7’) Fl(S)Fl
= [S + 1]71 Z q(T*n)(sfn)Fl(S—n)Fl(;l)FQ(T—n)F1

0<n<m

=:tn
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On utilise le fait que la formule est vraie pour tout » quand s = 1, pour ré-
écrire la queue du terme général ¢,, dans la somme ci dessus, puis on développe
et on réarrange :

R BT R
= FTUED @ R ETY + RaE )
S Y R 4 F R Frar
= [s+1—n)gr g BT RO R 4y FET FGH pirn
On multiplie par ¢"~™ (=) pour avoir ty,, et on réorganise les puissances de
q:
th=1[s+1— n]q"q(”*")(s“*”)Fl(s+17n)F1(g)F2(r7")+

[’I’L + 1]q(sfn)q(rf(n+1))(s+17(n+1))F1(5+1*(”+1))F1(£L+1)F2(7’*(”+1))

En posant a,, = ¢~ (s+1=m) pHm) g pr=m) - on remarque ce terme
est de la forme :

tn =[s +1—n]¢"an + [n+ 1]¢® ans

En faisant la somme de ces termes de 0 & m, on obtient :

=[s+1lao+ > (s+1-nlg"+ g )an +[m+1)g" ™amp
1<n<m

[s+1]

= Y s+ Han + [m+1¢" ™ami

0<n<m

Sis<r ona[m+1¢®¥ a1 =[s+ ame, et m+1=min(r,s +1);
Sinon r > s+ 1, et on a [m + 1]¢®* ™ a,, 11 = 0 et m = min(r, s + 1).
Dans tous les cas on peut intégrer le dernier terme sous le signe somme, de

sorte que :
S ot= Y b+
0<n<m 0<n<min(r,s+1)
Et donc, finalement :
F2(r)F1(s+1) _ [S + 1]71 Z [S + 1](111

0<n<min(r,s+1)

- Y

0<n<min(r,s+1)

_ Z q(r—n)(s—l—l—n)Fl(S-f'l—n) Fl(;z)Fz(r—n)

0<n<min(r,s+1)
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Ce qui établit la formule 2.13 au rang s + 1.

On peut facilement déduire de la formule 2.13, les deux formules suivantes :

Formule 2.14. Vt e N, Vs € N, Vr € N,

r s ren)(s—n) |T— N+t s—n n r—n+t
FOFORD = 30 g | g e
0<n<min(r,s)
Formule 2.15. Vt € N, Vs € N, Vr € N,
r s —n)(s—n r+t—n r+t—n n s—n
FORPRO = 30 gt [T R e

0<n<min(s,t)

s . . A T s t
On s’intéresse maintenant aux coordonnées des mondmes FQ( )F1( )FQ( ) et

Fl(r)FQ(S)F 1(t) dans la base PBW. On utilise un résultat préliminaire concernant
les coefficients bindmiaux quantiques :

Lemme 2.4.2. Va € N,k € N,
ok |@+ K
qk[ . ]=1+QZM (2.16)

On va montrer ce résultat par une récurrence sur (a,k). La formule est
triviale si a ou k est nul.
osi k =1, alors

a+1 _ _ _
qa|: ) ]:q“[a—i—l] — qa(qa+q2 a_i_”._i_qa 2+qa)

————
€qZlg]

La formule est vraie pour tous les couples de la forme (a,1), a € N.

esi ¢ = 1, on montre de méme que la formule est vraie pour tous les couples
de la forme (1,k), k € N.

esoient a € N et k € N, on suppose la formule vraie pour les couples (a,k —1)
et (a — 1, k). Montrons qu’elle est vraie pour (a, k). Un calcul direct donne
un analogue quantique de la formule du binéme :

a+k o |lo+ k-1 a+k—-1
Y R i ey

a a—1

On obtient en utilisant I’hypothése :

ok |@+E ak_n o+ E—=1 ae a+k—1

pe [t < e | et e | |
a a a—1
€l+qZ(q) €1+49Z(q)

= 1+ qZ[q]
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Le lemme est démontré.
Considérons un monéme Fl(r)FQ(S)F 1(t) avec s > r+t. On a alors min(s,t) =
t, la formule 2.15 s’écrit :

FORIRO = FORYES™ 4 3 e (PR e

7,8,
0<n<t

ot 'on a posé ¢, ,(q) := glt=m)(s—n) {T;rj;n]
Compte tenu du fait que s > r+tet 1 <n <t, et par le lemme 2.4.2 on

en déduit :

n —n)(s—n—r) r(t—n r+t—n
cr,s,t(Q) = q(t A )q (t=n) |: :|

t—n

€1+qZq]
€ qZlq|

De plus, il est clair que Fl(T)FQ(S)Fl(t) est stable par l'automorphisme bar.
C’est donc un élément de la base canonique! Avec les notations de 2.12,
FI(T)FQ(S)FI(t) = b121 (’I“, t, S — t).

En réindexant, on obtient que by21(a,b,c) = Fl(a)FQ(bJrc)Fl(b) sia<c Ce
qui est le premier cas de la proposition 2.4.1.

De méme, en considérant le monéme F\”FVF" avec s > r +t, on
trouve grace a la formule 2.14 et au lemme 2.4.2 que c’est 1’élément de la base
canonique byo1(s — r,7,t).

En réindexant, on obtient by9;(a,b,c) = Fz(b)Fl(a+b)F2(c), sia>c.Cequi
termine la démonstration de la proposition 2.4.1.

O
On peut remarquer en utilisant les relations de Serre que si a = ¢,

Fl(a) F2(b+c) Fl(b) _ F2(b)F1(a+b) F2(c)
Conclusion : La base canonique de U, (n™) dans le cas sl3(C) est :

B= {Fl(“)Fz(b+c)F1(b),a < c} U {Fz(b)Fl(a+b)F2(C),a > c} (2.17)

2.4.2 Base canonique dans U (n")

En spécialisant le résultat ci-dessus & ¢ = 1, on obtient :
B= {Ff‘F2l’+ch,a < c} U {FQbFf‘LbFf,a > c}

Rappelons que les relations de Serre sont les suivantes :

(2.18)

FiFy — 2P o Fy + FoFR =
FiF — 2R Fy+ F1F? = 0

Si bien que 'on a encore F{FY™F) = FYFIPES sia = c.
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2.4.3 Bases dans V()\)

En général, si A = Aoy + Ao + - - - + Ay, est un poids dominant, alors
la base canonique B(A) du module V() est :

BO\) =B\ (BN> um )FM)

Ici, dans le cas sl3(C), si A = Ay + Agwog, on a :
BO) =B\ U ) + U™ Rt
Exemple 2.4.3. Prenons A\ = wy + wa,
B(\) = {1, Fi, BF, F3F, I\ F5Fy, Py, [, FEF}

On voit facilement que ces éléments sont bien dans B(\), on montre qu’il
n’y en a pas d’autres, soit en utilisant les relations de Serre, soit en se souve-
nant que dim V/(\) = 8.

On peut donner leurs paramétres de Lusztig selon i = (1,2, 1), en utilisant
la Proposition 2.4.1. On a :

1 = b121(0,0,0)

Fi = b121(1,0,0)
FFi = b121(0,1,0)
FiF, = b121(0,1,1)
FIFZF, = bioi(1,1,1)
Fy, = b121(0,0,1)
FiFy, = by(1,0,1)
F2F, = b121(2,0,1)

2.4.4 Changement de mot réduit

Dans les sections précédentes on a fait le choix de i = (1,2,1). On peut
regarder ce qui se passe pour i = (2, 1,2). L’énumeération des racines positives
devient :

br=oag, Br=s2(1) =1+ Bz=a

Les éléments Iz associés sont :
Fﬁl = F27 F52 = F1F2 — qF2F1 =: Fgl, FﬁS = F1

On travaille avec la base PBW {FQ(G)FQ(If)Fl(C)7 (a,b,c) € N3}. On remarque
que toutes les relations et formules qu’on obtient sont analogues aux précé-
dentes par la permutation 1 < 2. On obtient ainsi les formules analogues aux
Formules 2.14 et 2.15 :

r s t ren)(s—n) | T — M+ s—n n r—n-+t
T s N 7 —n)(s—n) | T 3 n r+t—n n s—n
FORORD = 3 gt [ . } F{Hm ) pls=n)

0<n<min(s,t)
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Et par les mémes arguments que précédemment, on en déduit :

oty [FEORORD, <o
a,o,c)= / Ny /
22 FORCI RO o> ¢

On peut alors déduire les formules de changement de paramétres :
Sia<c,

big1(a,b,c) = F1(a)F2(b+c)F1(b)
_ p pire-arta) po)

= boa(b+c—a, a,bd)
Sia>c,

b121(a,b,0) = F2(b)F1(a+b)F2(C)
_ Fz(b) Fl(c—l—(a-i-b—c)) FZ(C)

= boia(b, ¢, a+b—c)
Ce qui se résume en :
bi21(a, b, ¢) = ba12(b + ¢ — min(a, ¢), min(a,c), a + b — min(a,c)) (2.19)
Exemple 2.4.4.

1 = b212(0,0,0)

Fi = b12(0,0,1)
FF = bp(1,0,1)
F2F, = b12(2,0,1)
FIF2F, = byp(1,1,1)
Fy = by12(1,0,0)
FiFy = by2(0,1,0)
FXFy = by12(0,1,1)

La connaissance de ’application de reparamétrisation (2.19) permet de
tracer le graphe cristallin des bases B(\).

Exemple 2.4.5. Graphe cristallin de V(@ + w2).

Pour tracer ce graphe on fait agir les opérateurs fi et fo sur les éléments :
1, Fy, LF, FiF,, i F3F, Fy, Py, F2T
Par exemple,
fi(FIFy) = ?bmu,o, 1) = b121(0,0,1)
2

fo(FoF1) = fab121(0,1,0) = fabai2(1,0,1) = ba12(0,0,1)
- B

On obtient le graphe Figure 2.1.
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1]2] (0,1,0) [1]1]
2] (0,0,1) [3]
1]3] (1,1,0) [1]2]
2] (1,0,1) [3]
1]3] (2,1,0) [2]2]
3] (2,0,1) [3]

(1,2,1) [2]3]

(17 71) i

F1a. 2.1 — Graphe cristallin de B(w; + w2), paramétrisations des éléments de
B(wi 4+ ws) pour i = (1,2,1).

2.4.5 Paramétrisations en cordes

Pour calculer les paramétres en cordes d’un élément de la base canonique,
on utilise la définition donnée en 2.2.3 et le calcul obtenu en 2.19;

Posons (d/, V', ¢

Vo=

/) = C121 (5121 (a, b, C)) On obtient :

€1 (5121 (a, b, C))
19 (5121 (0, b, C))
&1 (5212(0, 0, b))

a
€9 (bglg(b—l—c, 0, b)) =b+c (2.20)
€1 (5121 (b, 0, 0)) =0
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ou encore :
a = d
b= ¢ (2.21)
c = b—-¢

Exemple 2.4.6. Les paramétres en cordes des éléments de B(w +ww2) sont :

1 = ¢(0,0,0)

Fi = ¢3,(1,0,0)
BF = c(0,1,1)
FIF = ¢5(0,2,1)
FFiF = o5 (1,2,1)
Fy = ¢3,(0,1,0)
FF = c(1,1,0)
(2,1,0)

2 1
FiFy, = ¢y

On peut également calculer des formules explicites pour les changements
(a”, 0", ") = cara(cppy (a0, ¢)) = ca2(b121(a, b, c)), en utilisant les formules
(2.19) (et son inverse), (2.20) et (2.21).

;) = e2(bizi(a, b, c))

b+ ¢ — min(a, ¢), min(a,c), a + b — min(a,c))

( " 1
a’ = eacy

(d,
e2(b212(
b+ ¢ — min(a,c)

= b —min(a,V/ = ) =V 4+ —min(d' + ¢, V)

b" = &1 (b212(0, min(a,c), a + b — min(a,c)))
e1(b121(a + b, 0, min(a, c)) (2.22)
a+b
= d+/
" = &9(b121(0, 0, min(a,c))
g9 (b212(min(a, ¢),0,0))
min(a, c)

/

= min(d, ¥ — ) =min(a' +, V) — ¢

2.5 Base canonique duale de 'algébre @V (\)*

On considére I'espace @ycp+ V(N)*. Cet espace est naturellement muni
d’une structure de U(g)-module, mais aussi d’une structure de C-algébre com-
patible avec la base canonique (duale). C’est ce que nous allons préciser dans
la suite.



2.5 Base canonique duale de I’algébre @V (\)* 27

Produit sur @, p+ V(A)* :

Soit A et p deux poids dominants. Il suffit de définir le produit de deux
éléments homogenes & et £’ avec £ € V(N)*, & € V(u)*.

On rappelle que la structure de ¢(g)-module sur V(\) ® V() est donnée
par le coproduit A sur U(g). Autrement dit, pour tout g € U(g), si on écrit
A(g) = ga) @ g(2) (notations de Sweedler), on a :

g-v@w=A(g)v®w=gqv® gaw
On considére maintenant le morphisme de U/(g)-modules suivant :

p:VA+p) — V)@ V()
Untp —— ARy,

On pose £ = p* (€ ® £), ou p* est le morphisme adjoint :

p* V)@V (n)* — V(N + p)*

Base canonique de @, p+ V(\)" :

On considére U(n~)* le dual fini de U(n~) et on note B* C U(n™)* la
base duale de B. Pour tout b € B, on désigne par b* ’élément de B* vérifiant
(b*,0') = dp 1y pour tout b’ € B.

On fixe un poids dominant .
On considére la projection canonique :

™ UMT) = V()

U Uy
Le morphisme adjoint donne une injection :
VA — Um)*
Si b € B(X), on désigne par £(b*) l’élément de V(A)* dual de buy, i.e.
<£)\(b*), b’v>\> = 5b,b’ pour tout b € B.
On vérifie aisément que :
Vb e BO), m(6 b)) = b

En effet, pour tout ¢/ € B :

(X (6 (7)), V)

(Ex(b"), maA())
(EA(07), b'uy)
Obby

— <b* , b/>
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En posant \(b*) = 0si b € B\ B()), et en prolongeant par linéarité
& :UMT)* — V(A)*, on obtient un inverse & droite pour =3.

L’ensemble {&,(b*),b € B(A), A € P} est une base de @P,cp+ V(A)* ap-
pelée base canonique.

Produit sur les éléments de base :

Le produit de @,cp+ V(N)* est compatible avec les bases canoniques
(duales). Plus précisément, pour tout b,b',b” € B on définit les coefficients
dlg:/b/ par la décomposition du produit b*b"* dans la base B* :

b* bl* db” bl/*
E b,b’
v'eB

Rappelons que le produit sur U(n~)* est donné par le coproduit de U(n~),
autrement dit, les coefficients dl%, satisfont également :

AWy =D dybeb
bbeB

Avec ces notations, on a :
Proposition 2.5.1. Pour tout b € B(\),b € B(u) :
gk(b*)gu(b/*) = §A+u(b*bl*)

Preuve — Fixons b,b’ € B. Pour montrer I’égalité ci-dessus, il suffit d’évaluer
chacun des membres sur un élément b"vy,, de la base de V(A + p).

D’une part,

EO)ELD™), Voagp) = (PHED") @ &™), VM oriy)
= (&) @ &™), p(bvr+p))
= (G0 ®&0"), V'p(vatn))
= <£>\(b*) ® &), AQD")(vy @ Uu)>
= (L0, (X Blubob)m o)

b1,b2€B
= (L) @&O™), > dp ,b1vx @ bovy,)
b1,b2€B

= D di (607), broa) (&) | bavy)

b1,b2€8B
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D’autre part, on a aussi :

(Eru@707), V0rgy) = <Z dg?b/§A+M(b3*)7 V" xgp) = dlé:;,
bzeB
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Chapitre 3

Relevés géométriques et
involution de Schiitzenberger

Les paramétrisations de la base canonique sont étroitement liées avec les
paramétrisations de sous-variétés positives. Ce lien a été remarqué par Lusztig
et explicitement formulé par Berenstein et Zelevinsky, via une transformation
de tropicalisation. Le relévement géométrique consiste & calculer des formules
sur la base canonique en considérant leurs analogues dans les sous-variétés
positives dans lesquelles les calculs sont plus simples & effectuer. On applique
cette méthode au calcul de 'involution de Schiitzenberger généralisée.

Au premier sous-chapitre, nous définissons ’application de tropicalisation
d’aprés [2]. Le deuxiéme sous-chapitre introduit les sous-variétés positives
et leurs paramétrisations, d’aprés [5]. Le troisiéme concerne involution de
Schiitzenberger et sa généralisation. Enfin, nous donnons un analogue géomé-
trique de l'involution de Schiitzenberger et en déduisons des formules expli-
cites en termes de paramétrisations de la base canonique.

3.1 Tropicalisation

Définition 3.1.1. Un semi-corps est un ensemble & muni de deux lois in-
ternes, une addition et une multiplication, telles que :
(1) laddition est commutative et associative
(2) la multiplication fait de & un groupe commutatif
(3) la multiplication est distributive sur I’addition : a(b+¢) = ab+ ac, pour
tout a,b,c € &

Les principaux semi-corps que nous considérerons sont les suivants :

Exemple 3.1.2. L’ensemble des entiers Z est muni d’une structure de semi-
corps, dite semi-corps tropical, avec les opérations suivantes :

a ® b := min(a,b), a®b:=a+b, Va,beZ

31
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On remarque que la propriété d’associativité provient de l'identité :
min(a, min(b, ¢)) = min(min(a, b), ¢) = min(a, b, ¢) (3.1)
Et la propriété de distributivité provient de l'identité :
a + min(b, ¢) = min(a + b,a + ¢) (3.2)

En appliquant deux fois cette propriété et en utilisant la commutativité on a
également :

min(a, b) + min(c,d) = min(a+ ¢, a+d, b+ ¢, b+ d) (3.3)

Exemple 3.1.3. La structure tropicale de Z induit également une structure
de semi-corps sur F(Z",Z) I’ensemble des applications de Z" dans Z par :

fog: (i, tn) = flt, tn) + gt tN),
fEBg: (tl,--- ,tN) b—>min(f(t1,--- ,tN),g(tl,--- ,tN))

pour tout f,g € F(ZN,Z).
On pourra également noter f + g pour f ® g et min(f,g) pour f @ g.
On introduit les projections p; € F(ZN,Z), 1 < i < N, définies par
pi(t1, -+ tn) =t
Exemple 3.1.4. Les ensembles R+ et Q¢ munis de leur addition et multi-
plication usuelle, sont des semi-corps.

Exemple 3.1.5. Enfin, un exemple capital pour la suite est celui de l’en-

semble Q¢(t1,--- ,tn) appelé ensemble des ezpressions rationnelles sans
signe moins en les indéterminées tq,--- ,tn. Un élément f de Q(t1, -+ ,tnN)
est dans Qs(t1, -+ ,tn), s'il peut s’écrire sous la forme :
P
f:é, avec P,QGZZO [tl,--- ,tN]\{O} (34)
C’est un semi-corps (en fait, le plus petit contenant les indéterminées
t1,-+- ,tn) pour les lois usuelles + et X.
Si f(t1,--- ,tn) est une expression rationnelle sans soustraction, on définit
Pexpression tropicalisée [f]1y (¢1,- - ,tn) comme l'expression obtenue & partir
de f(t1,- - ,tn) en remplacant les + par des min, les x par des +, et les + par

des - (voir I’exemple 3.1.8 ci-desous tiré de [2]). Plus précisément ce procédé
s’exprime en termes d’homomorphisme de semi-corps :

Théoreme 3.1.6. [2] Il eriste un unique homomorphisme de semi-corps,
0 Qsolts, - tn) — F(ZN,Z), tel que :

@:Q>0(tla"' ,tN) - f(ZN?Z)7
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Preuve — Montrons que la connaissance des ¢(t;), 1 < i < N détermine
uniquement ’homomorphisme ¢.

Tout d’abord un homomorphisme de semi-corps est en particulier un ho-
momorphisme de groupes multiplicatifs, donc ¢(1) = 0. Et par induction
¢(n) = 0 pour tout n € Z>g. On introduit la notation k£ pour des multi-

indices, i.e. k = (k1,ko, -+ ,kn), ki € Z>o et la notation £ pour le monéme
k1 kn
tl e tN A

Si P est un polynéme non nul de Z>g [t1,--- ,tx], on peut écrire :

P = Z aktﬁ, ag € Z>o, K partie finie de ZJZVO
keK

alors p(P) est parfaitement déterminée :
©(P) = min(SY kips, (k1,--- ,ky) € K)
Si S est un autre polynéme non nul de Zx>g [t1,-- ,tn], que 'on écrit :

S=> bt', b €Zso, L partie finie de Z%,
lel
alors en vertu de (3.1) on a bien :
(SN kipi, SN Lipi, ke K, 1€ L)
= min(min(XY kipi, k € K), min(SY,lp;, L € L))
= min(p(P), ¢(5))

et en vertu de (3.3) on a bien :

e(P+S) = min

o(PS) = min(ZN, (ki +Li)pi, kx1l€ K x L)
= min(SY kipi, k € K) +min(XY ,Lip;, L€ L) (3.5)
= @(P)+(5)
Si f € Qso(ty, -+ ,tn), on peut écrire :
P
f = 67 avec P7Q € ZZO [t17“' 7tN]\{O}
Et alors o(f) est parfaitement déterminée :
P
o(f) = @(6) =¢(P) —¢(Q)

En effet, ceci ne dépend pas des représentants choisis, si g = % alors on a
PS = RQ dans Z>q [t1,--- ,tn] et par (3.5) on a alors :

P(P) +¢(5) = p(R) + ¢(Q)

Dans le semi-corps F(Z",7Z) on peut soustraire car I’addition est une loi de
groupe. D’o1,
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Définition 3.1.7. L’unique morphisme ¢ déterminé par le Théoréme 3.1.6,
est appelé tropicalisation et est noté [. |7y .

Exemple 3.1.8. Considérons I'expression f(t1,t2) := t? — t1to + t2. On re-
marque que f est une expression rationnelle sans signe moins, car :

3+ 3

t1 + 1t

f(tht?) =

alors,
[f]Tr (tl, tz) = min(3t1, 3t2) — min(tl, tg) = min(2t1, 2t2)

L’élément f est appelé relevé géometrique de I'expression [f]y . Un relevé

géométrique n’est pas défini de maniére unique, comme on peut le constater
3443

2442 .
, 7o et t7 415 sont tous les deux des relevés

dans I’exemple ci-dessus. En effet
géométriques de min(2¢y, 2t3).

Sifi,fo, ,fn€ Q>0( 1,"+ ,tn), par abus de notations, on note égale-

ment [(f1, f2, -, fo)]mr ([f1]Tr Jf2lme s [fule ), que Pon voit comme
un élément de F(ZV, ZN).

Proposition 3.1.9. Icit désigne un élément de 7.

(i) Si (fi,fas++ . fn) € Qsolts, - ,tn)Y et g € Qso(ts, -+ ,tn) alors
g(fi, fa,---, fn) est dans Qso(t1,--- ,tn) et

lg(fr, fa, s fN)]me (8) = [glme ([filme (8), - [fv]me ()
(i) Si on a F,G € Qso(ty, - ,tn)Y alors
[Go Flny (1) = ([Glmx o [F]x ) (2)

(iii) En particulier, si F € Qsq(t1,--- ,tn)" est inversible pour la loi de
composition, [F|ry Uest aussi et :

Preuve — Pour (i), on procéde par étapes sur g :
- Si g=ac Q>0 :
alors, [g]Tr (t) =0et g(fl’f2’ tee afN) =9, d’ou

lg(fr, 2, )l () = [glme ([fi)e (8), -+ [f]me (8)) = O
~ Sig=thh. .. t];VN est un monodme :

alors, d’une part : g(fi1, fo, -, fn) = f1 52---f]]f,N et donc

lg(f1, f2, -+ s V) (8) = k[ filme (8) + -+ + AN [fn]Te (1)

car [.]mr est un morphisme.
D’autre part, [g]Ty (t) = kit1 + -+ - + kntn, et donc

(gl ([filme (), [fnde () = Ralfilme () + - + AN [fn]m (2)
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— Si g est un polynéme de Z~[t1,- - ,tn] : on procéde par récurrence sur
le nombre de mon6émes dans g.
On écrit g = P + Q. Alors, d'une part :
9(f1, fos s fn) = P(f1, f2, s [N) + Q(f1, for ey fv) d'0t
[g(f17f27"'7fN)]TI' (t)
= min([P(fl,f% afN)]TY (t)? [Q(flaf?, afN)]Tr (t)) =

= min ([Plre ((filze (), [fn]ze (1)), [Qre (LA)ze (8), o) [z (1))

car [.|ry est un morphisme et par hypothése de récurrence.
D’autre part, [g]ty (¢) = min([P]1y (¢), [Q]mx (¢)), d’ou :

(gl ([fi]me (), [fn]e (B) =
min ([Plre ([fi)me (8), o, [fn]me (8), (@l (i) (8), ooy [fN ] ()))

- Sig=P/Q ou P et @ sont des polynomes :
alors, d’une part . g(fl,fg,...,fN) = P(fl,fg, ...,fN)/Q(fl,fz, ---ny)

donc,

[9(f1s f2r s [T (2)
= [P(f1, f2; s [Nl (1) = [Q(f1, f2, e [N (8) =
= [Pl ([fiJre (8), -, [fn]me (8) = (@ ([fi]we (@), -y [fv]ar (2))
Et d’autre part, [g]n (1) = [Plmr (1) — [Q]rx (t), dour :
[l ([fi]e (8), s [fv]me (8) =
[Pl (il @), vl (1) = Qe (Sl (), - [fn]me (£))

Ce qui démontre le point (7). Les points (i7) et (ii7) en sont des conséquences
directes. 0

3.2 Relévement géométrique de la base canonique

3.2.1 Notations

Pour tout 1 < i < n, on note y; : SLy — G l'injection canonique corres-
pondant & la racine simple «;. Pour 1 < i < n, on considére les sous-groupes
& un parameétre de G définis par

xi(t):%’<(1) §>7 yi(t):%(i (1)>7 teC

v t 0
tal :(PZ<0 t_1>, tec*
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Les x;(t), (resp. yi(t), %) engendrent U, (resp. U, T). On a les relations
de commutation suivantes :
10 25 () = @ttt () =y, (%t ) (3.6)

On définit deux antiautomorphismes involutifs de G, x — 2T, appelé trans-
position, et z — z*, appelé inversion, par :

()T = wit), ()T = i(t), ()T =

wi(t) = mi(t), wi(t) =wi(t), () =t
Notons Gg := U~TU l’ensemble des éléments de G qui admettent une
décomposition (unique) gaussienne; on écrira x = [z]_[z]o[z]+ pour = € Gy.

Pour toute suite d’'indices i = (i1, -+ ,4,,) et tout m-uplet t = (t1,- -+ ,tm)
de C;ZO, on note :

zi(t) = wi(f) - @i (tn)
70{;/ —aY (37)
ri(t) =y (@)t " i (b )t
On choisit Wy € Norm(7') un représentant de wg, en posant Wy := S;; Sy - * Sip
oui= (i1, - ,in) est un mot réduit de wy et

Il est connu que que wy ne dépend pas du mot réduit choisi. Un calcul facile
donne 5,7 =57 et 5;* = 5;, ainsi on a aussi,

Wy~ = Wp ,  Wo' =Wy (3.8)

L’élément wy n’est pas nécéssairement involutif dans G, on a seulement
wo? € T.

3.2.2 Sous-variétés totalement positives de G

On désigne par G le sous monoide multiplicatif de G engendré par x;(t),
yi(1), ', pour ¢ > 0.

Suivant [5] on introduit les doubles cellules de Bruhat réduites particu-
liéres suivantes :

L :=UNB wgB~ e LY°:=UwyUNB~ (3.9)
On considére leur partie positive :

LS =L NGso, et LYY :=L""°NGso

Les applications x; et x_; définies en (3.7), paramétrisent ces sous variétés
de G, lorsque 1 est un mot réduit de wy :

Théoreme 3.2.1. [5] Pour tout i mot réduit de wy, Uapplication xi, resp.

r_;, est un isomorphisme birégulier entre (CQO et un ouvert dense de L®"°,
wo,e

wo,e . .. . N e,wo
resp. L0¢, et se restreint en une bijection de R, sur L resp. Loy .

>0
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3.2.3 Relevé géométrique des applications Rﬂ/

On note R:/ = CC;,lOCCi et R:;l = ﬂ::il/ox_i les applications de changement
de parameétrisation. Un résultat important de [5] donne que ces applications
relévent géométriquement les applications Rg/ et le de changement de para-
métrisation de la base canonique. Plus précisément,

Théoreme 3.2.2. [5] Les composantes de (RY)Y et (R:;l)v sont des expres-
sions rationnelles sans soustraction, et

@) [(B)VIw () =RE(), (i) [(R=)VIn (t) = R (t)

La notation (.)V signifie que I’on considére les formules analogues dans le
dual de Langlands de G (voir §1.6).

Exemple 3.2.3. Formules pour R?}? dans le cas A :
1 ¢t 0 1 00
561(75) = 010 5 Cﬂg(t) = 01 ¢ 5
0 0 1 0 01
1 t1+t3 tits
z121(t1,t2,t3) = x1(t)za(ta)zi(ts) = 0 1 to )
0 0 1
1ty thth
To12(th, 5, 15) = wa(t))z1(ty)za(ty) = | 0 1 ) +1;
0 0 1

D’ou, en identifiant x1(t1)za(t2)z1(ts) = za(t))z1(th)z2(ts) on obtient :

tot3 t1to

2 4 ty, ———) = RA2(ty,to,t
+ ts 1+1t3 t1+t3) 121 (t1, 2, t3)

(t/lat/Q’tg) = (
On en déduit :
(), t5,t5)]Te = (t2 + t3 — min(ty,t3), min(ty,t3), t1 + t3 — min(ty,t3))

Ce qui correspond bien aux formules (2.19) du changement de paramétrisation
R312 calculées au chapitre précédent. Rappelons qu’un groupe en type A est
son propre dual de Langlands.

Exemple 3.2.4. Formules pour R_2}% dans le cas A :

0 1
0 ) y?(t) = 0
1 0

+~ = O
— o O

= o O
7
o)
[ V]
I
o O
~
o |
—
~+ O O
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—aV vV AV
y1(t)t, T ya(ta)ty "2 yr (ta)ty

x_121(t1,t2,13)

—-1,-1
= | ' +ut 22 0 |,
to
1 ts
-1
' 0 0
4t
/ / / _ tlll /—2/
T_212(t1,t5,t3) = t1t3
/

ty
1 ot th thth
3
En identifiant, x_121(t1,%2,t3) = z_212(t}, t}, t5) on trouve :

tats to + 13
to+tity i3

)

(th, ty,t5) = (
On en déduit :
[(t],th,t5)]e = (ta+t3 —min(te,t1 +t3), t1 + t3, min(ta, tg + t3) — t3)

Ce qui correspond bien aux formules (2.22) du changement de paramétrisation

:%5% calculées au chapitre précédent.

On peut également donner un relevé géométrique des applications de chan-
gement de paramétrisation Ri_,i. Pour cela on choisit wg € Norm(7') un repré-
sentant de wy. Par exemple prenons Wy := §;; Si, - - - Siy, avec i = (i1, ,inN)
un mot réduit de wg et

5= @i ( (1) _01 > =z;(—Dyi(Dx;(=1), 1<i<n

On peut montrer que wy ne dépend pas du mot réduit choisi. Un calcul facile
donne 57 =571 et s; = s, ainsi on a aussi,

Wo! =Wy | =Wy =Wp | (3.10)
Soit « € GG, on pose, quand cela a un sens :

70 (z) = [(@or”) Ty, no 0 (a) = ([wo ‘e lolwg  2T]-)7!

Théoreme 3.2.5. [5/

(i) L’application n"¢ est un isomorphisme birégulier entre L"0¢ et L™,
qui se restreint en une bijection de LIY° sur LI°. Son inverse est
Uapplication n®*°.
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(ii) Les composantes de (v_j on™¢oxy)V sont des expressions rationnelles
sans soustraction, et

s/

RY(t) = [(2Zf o™ 0 2y)"]mv (1)

Exemple 3.2.6. Calculons R'%},; dans le cas A, :

0 0 1 gt (N
wo=| 0 =1 0 |, zoam(ti,te,t3) = | t3' +taty" taty 'ty 0
1 0 0 1 t3  ty

1 (ta+tata)tyt tits
(Wor—_121(t1, ta,t3) )P = | =71 —tot M5! 0
ty? 0 0

= y1(—toty "5 ya(—sty 't yr (—tas™ )ar (t1)xa(ts) 2 (tats )

ou s = tg + tits3.

7 (2 1o (b, 83)) = [(Wow 121 (t1, b, t3)") ']y

= z1(t)wa(ts)m1(taty )
En identifiant 191 (8], t5, t5) = n"¢(x_121(¢1, t2, t3)) on obtient :
(1.t t5) = (b1, ts, tat3 ™)
Par tropicalisation :
(11, ta, 1) = (t1, t3, t2 — t3)

(’est précisément la formule (2.21) pour R'2L, calculée au chapitre précédent.

Remarque 3.2.7. Une conséquence importante du fait que les formules des
applications Ri; s’obtiennent comme tropicalisées d’expressions rationnelles

. . . H « L, .
sans soustraction, est que les applications Ri; sont linéaires par morceaux.

o/
Autrement dit ’espace de définition de Ri; peut étre découpé en cones
sur chacun desquels "application a une expression linéaire.
En particulier on a la propriété suivante :

Vm € Zg, Vt € ZYy, REY (mt) = mRE (1) (3.11)

. ) X -
Par exemple concernant R; , il existe un nombre fini de cones (5;’1 de Z]>V0
tels que :

R§/| 4 est une application linéaire (3.12)
;

{ Z]>V0 = U] Céji’i/a
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Les formules répertoriées en annexe A.2 permettent de déterminer ces cones
pour le rang 2.

Dans le cas Ay, ’application R%% fait apparaitre I’expression min(ti,t3).
Ainsi, les régions de linéarité de R?1?, sont les deux cones de Z3, délimités
par I'hyperplan d’équation :

t —t3=0

Dans le cas Cs, 'application R212! contient les expressions min(t; + t9, t1 +
, L app. 1212

ty, t3 + t4) et min(2t1 + to, 2t1 + tg, t1 + to + t3, 2t3 + t4). Ainsi, les
régions de linéarité de R332 sont les cones de Z‘;O délimités par les hyperplans
d’équation :
t) —t3=0
to—ty =0
t1+ta—tg—t4 =0
20+t —2t3—t4, =0

(3.13)

Le cas Gy est plus pénible a écrire.
Avec les notations ci-dessus, on a :

Proposition 3.2.8. Soit A\ un poids dominant, et (I1,--- ,n) =: b; Lw lm”)
les paramétres de Lusztig de l’élément de plus bas poids de B(\), alors

(ll’... ,N) c ﬂ(g;v‘
J
Preuve — Il suffit de vérifier que c’est vrai en rang 2. Rappelons que :

(L, on) = (N ag) )1§k§N

Ainsi dans le cas Ay, d’apres les formules (3.12) :

ﬂ%“ = {(t1,t2,t3)/t; = t3}

Donc b1_21( g\ow) = (A2, A1, A2) est dans ﬂj Cﬁ;’i/.
De méme, dans le cas Co, d’aprés les équations 3.13, on a :

ﬂ%“ = {(t1,t2,t3,t4)/t1 = 13,12 = t4}

Donc by, (v4%) = (A1, A2, A1, A2) est dans N; ngi’i/.

Le cas Gy est toujours pénible & écrire. Les équations des cones sont déter-
minés en tropicalisant les expressions 7; dans les formules A.1. On constate
une homogénéité dans les mondmes qui apparaissent dans ces expressions (la
somme des exposants des ¢; & indice ¢ impair est constante, tout comme la
somme des exposants des t; & indice ¢ pair). Par exemple, si (t1, - ,t6) =

()\1,)\2,)\1,)\2,)\1,)\2), Oon aura mp; = 5)\?)\% et donc :

[T1]Te (A1, A2, A1, A2, A1, A2) = min(3A + 2X2) = 31 + 2X9
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Ainsi on peut se convaincre que la propriété est encore vraie en type Go.
O

En corollaire on obtient la propriété suivante :

Corollaire 3.2.9. Soit i et i’, deuz mots réduits de wy. Soit X un poids
dominant, et | =: bi_l(vg\m”) les paramétres de Lusztig de ’élément de plus bas

poids de B()\). Alors :
vt ez, RI(t+1) = R (t)+ Ri (1)

Preuve — Quelque soit t € Z]>VO, on peBt choisir un coéne qui contient ¢ et [,
et donc aussi ¢t + [. Comme la formule R; est linéaire sur ce cone le corollaire
est immeédiat.

O

3.3 Involution de Schiitzenberger

3.3.1 Deéfinition sur les tableaux de Young

On se place dans le cas ou G = SL,, et on fixe un poids dominant A.
Rappelons que Y (\) désigne I'ensemble des tableaux de Young semi-standard
de forme A (voir §2.3.4).

L’involution de Schiitzenberger sur Y (\) peut étre décrite de plusieurs
maniéres.

Tout d’abord Schiitzenberger 1’a introduite, [38], comme un algorithme
d’évacuation utilisant le jeu de taquin (e.g. [15]). Elle peut également étre
décrite avec la correspondance de Robinson-Schensted, ainsi qu’avec les op-
érateurs de Bender-Knuth.

Pour une présentation simple, nous préfererons la description suivante
(voir par exemple [24]). La transformation S(7") d’un tableau 7" se réalise en
trois étapes :

(1) Opération de renversement (REVERSE) : on retourne le tableau en

faisant une rotation de 180°.

(2) Passage au complémentaire (COMPLEMENT) : on remplace chaque
entrée ¢ du tableau par n +1 — i.

(3) Glissement (SLIDE) : on considére le coin inférieur gauche du nouveau
tableau; on pousse dans ce trou soit la case voisine de droite, soit la
case voisine inférieure, en utilisant la régle du jeu de taquin (i.e. on
pousse la case de droite si et seulement si sa valeur est strictement plus
petite que celle de la case inférieure) ; on génére un nouveau trou que
I’'on comble en utilisant & nouveau cette régle. On recommence cette
étape jusqu’a ce que le tableau soit remis en forme.

Exemple 3.3.1. Comme souvent un dessin vaut mieux qu’un long discours.
La figure 3.3.1 est une illustration empruntée & [24]; elle représente l'involu-
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tion de Schiitzenberger sur un tableau de Young semi-standard dans le cas ol
G =SLs.

111]2]3 54
2[3]3| _REVERSE _ 3/3[2
415 32111
COMPLEMENT
""" 1]2 12
3/3/3/4 <X 1334
455 3455
SLIDE
""" 1121]4 112314
3/3/ 3] _supe 335
455 4|5

Fi1G. 3.1 — Involution de Schiitzenberger

Cette transformation stablise 'ensemble Y (), et de plus est involutive
(comme son nom l'indique). On sait que cet ensemble Y () est une paramé-
trisation particuliére de la base canonique B()), d’ou deux problémes :

(1) Donner des formules explicites pour I'involution de Schiitzenberger en

termes des paramétrisations b; et ¢;.

(2) Geénéraliser cette involution aux autres cas (i.e. G quelconque), et

donner des formules explicites.

Dans [4], Berenstein et Zelevinsky ont traité le point (1) dans le cas par-
ticulier ol i est le mot réduit standard du cas A,,, et ont défini I’involution de
Schiitzenberger généralisée, ce qui traite partiellement le point (2).

Exemple 3.3.2. La figure 3.2 représente 'involution de Schiitzenberger sur
la base du sly-module V (w; + ws).

3.3.2 Geénéralisation a V()

On considére les automorphismes de U(g) définis sur les générateurs par :

o(E;) =F;, o(F;)=E;, ¢H;)=-H;
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bil QA
(1,0,0) [1]2] (0,1,0) [1]1]
(1,0,0) |2] (0,0,1) |3]
1,1) [1]3] (1,1,0) [1]2]
(07 ? ) l (17 ? ) i
,2,1) [1]3] (2,1,0) [2]2]
(0,1,1) 3] (2,0,1) 3]
(1,2,1) [2]3]
(17 71) i

F1G. 3.2 — Action de wy sur les éléments de B(w; + wo).

0(E;) = Ep,  O0(F;) =Fp, 6(H;) = H;»

On remarque qu’a une constante multiplicative prés, ’automorphisme 7 coin-
cide avec 'action de wy.

Pour la suite on fixe un poids dominant A € P*.

Pour tout automorphisme x de U(g), on peut considérer le module tordu
V(A)X isomorphe en tant qu’espace au module V' (A) et muni de l’action uxv =
x(u).v, u € U(g), v € V(A). Le module V(X)X est encore simple, donc on a
V(AN)X >~ V(AX), pour un certain \X € P*. L’automorphisme x induit alors
un isomorphisme d’espaces vectoriels (unique & constante multiplicative prés
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d’aprés le lemme de Schur) x) entre les modules V() et V(A\X), vérifiant

Xa(uv) = x(u)xa(v).
Décrivons ces isomorphismes dans les cas ou x =1, § et ¢. Puisque 'iso-
morphisme 7y : V(A) — V(A7) satisfait n)(u.v) = n(u)ny(v), on a :

Eima(va) = n(Ei)na(va) = ma(Epvy) =0, V1 <i<n
Le vecteur 1) (vy) est donc un vecteur de plus bas poids dans le module tordu
V(A"). Déterminons le poids de ) (vy). Pour tout 1 <i <mn, on a:
Hima(vy) = m(=Hpva) = ma(=(\ ol )on) = =(X, o )na(vx)
= (wo(A), & )na(v2)

D’ow 1y (vy) est un vecteur de plus bas poids, de poids wg(A). On en déduit

low

que V(A7) ~ V(X) et que n)(vy) est proportionnel & vy

On normalise en posant 7y (vy) = v, En résumé on a :
P n A

m V(A = V(A) avee ny(uvy) = n(u)v¥™, Vu € U(g)

De maniére analogue on montre que les automorphismes ¢ et ¢ induisent
les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants (que I’on normalise par le choix
de 'image de vy) :

Pr: VA = V() avec ¢r(uvy) = d(u)vld?, Yu € U(g)

(3.14)
on: V(A) = V(X)) avec dy(uvy) = 0(u)vye, Yu € U(g)

L’isomorphisme ¢, est compatible avec la base canonique dans le sens
suivant :

Proposition 3.3.3. [29, §21] On a :
(i) oA(B(N)vx) = B(A vy
(i) V1 <i<n, vbeB(\), &pr(b) = ¢rfi(b)

Il est clair de par les définitions que d(b;(t)) = by=(t), et que 7\ = OrsPx-
D’ot, on a aussi :

(5)\(8()\)1))\) = B()\*)U)\*
m(BA\)vy) = B(A)vy

Le fait important ici est que l'isomorphisme 7)), stabilise la base B(\).
Dans le cas ou G = SL(n) l'isomorphisme 7, coincide avec 'involution de
Schiitzenberger S : Y (\) — Y () définie sur les tableaux de Young. En effet,
ona:

Proposition 3.3.4. [4] Soit T € Y () et soit by € B()\) associé a T,
na(br) = bs(r)

On appellera donc 7, involution de Schiitzenberger (généralisée).
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3.4 Analogue géométrique de 'involution de Schiit-
zenberger
Dans la suite de cette section on cherche & expliciter I’isomorphisme 7))

en termes de paramétrisations de la base canonique.
C’est a dire, trouver l'application " 7" du diagramme ci-dessous :

B(\) M B(\)
b v
b;l,cil lb;l,ci/

?
(tlv"' 7tN) - (tllv"' 7t§V)

On va voir que cette application s’exprime simplement lorsque 1’on choisit
d’exprimer la paramétrisation de Lusztig ¢’ = (¢}, - ,t)y) de I’élément V' =
N (b) en fonction de la paramétrisation en corde t = (¢1,- - ,ty) de I’élément
b.

Le calcul consiste & définir un analogue géométrique de 7y, noté &, et
d’utiliser la tropicalisation. Ce que ’on résume par le diagramme suivant :

B\ 2 B

¢ bi_,1
?
(tla"',tN) - (tllaatg\f)
[~}Tr [~}Tr (315)
77
(tla"',tN) - (tllaatg\f)
T_3 T3
Lwo,e 5 Le,wo
>0 >0

On va d’abord résoudre ce probléme en considérant l'isomorphisme ¢;,
au lieu de 7y, puis on effectue la composition 7y = dy=@y.

3.4.1 Relevé géométrique de ’involution ¢,

Soit ¢ : LYY — LG° définie par ((z) := [2*T];. En utilisant le théo-

réme 3.2.1 et les relations de commutation (3.6), on obtient aisément que
I’application ( est bien définie et plus précisément,

Proposition 3.4.1. Soiti = (i1,--- ,in) un mot réduit de wo, et (t},--- ,ty) =
(xi_l oCox_j)(t1, - ,tn). On a alors
_ —Qq .4
te=t" Tt " (3.16)

i>k
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Preuve — Par définition :
ay ay
C@—i)(tr, - s tn) = [ay ()t - @iy (EN)ENT 1+
oV aY

Pour décomposer z;, (t1)t;" - - - iy (tn)ty" dans Go = U~ TU, on utilise les
relations de commutation z;(#')t% = ¢ z;(t~%t') et 14 % = 1'%’ On
obtient dans un premier temps :

ay ay

Liy (tl)tl b * Ly (tN)tNN =
iv —Giniy o) TUNIN-1 o1 —GiNiy
tnN i (ty bt wiy (ty EN-1)ENDT iy (y tn)

Et ainsi de suite, on peut faire passer tous les o a gauche, jusqu’a obtenir :

a;/l Oé;/N ;/N aiv1 / ! /
Ty (tl)tl Ty (tN)tN = tN ety Xy (tl) o Tin_g (tN—l)xiN (tN)

141 ~%ijiy,
avec ty =t [[;ort; .

Doy,
O‘z\‘/l O‘z\‘/N / ’ /
(2o, (#1)t " - iy AN)ENN ]+ = 20y (81) - Ty, (En1) iy ()
avec t), =t ' [T-x t;aiji’“. O

L’expression (3.16) permet d’affirmer que mi_l o ( o x_; est bijective, et
avec le théoréme 3.2.1 on a alors :

Corollaire 3.4.2. L’application ¢ est bijective de LI} sur LYy°.

On fixe un poids A dans PT. On peut maintenant donner la formule du
relevement géométrique de ¢, :

Théoreme 3.4.3. Soit i et i’ deuzr mots réduits de wy. Les composantes
(xfl oCox_y)V sont des expressions rationnelles sans soustraction, et

b toney (1) = (27 o Cox_y) ] (1) + by ' da(va)

Preuve — La formule explicite pour (z; ' o ( o x_;)Y s’obtient & partir de
la proposition 3.4.1 en transposant la matrice de Cartan :
— — Q4
(; Lo (o x_i)v(tl, ceetN) = (tk ! H tj * " )i<k<nN (3.17)
>k

On constate que les composantes de (x; Lo ¢ox_;)Y sont des expressions

rationnelles sans soustraction en t1,--- ,ty. Par conséquent, en composant
a droite avec (x:ilx_i/)v qui est aussi rationnelles sans soustraction, on en
déduit que les composantes (z; loco x_y)V sont des expressions rationnelles
sans soustraction.

Pour montrer la deuxiéme partie du théoréme, on introduit une famille
d’applications ®;y : Cj(A) — Z" indexée par deux mots réduits de wy, véri-
fiant les trois conditions suivantes :
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(1) @;3(0,---,0) = b; '¢a(vn)

(2) (bij’ = Rgn o (I)i”,i’ = (I)i,i" o R:i:l

(3) Pour ®;;(t1,--- ,tn) = (1}, ,t)y), les éléments t| +1; et ¢}, k # 1, ne
dépendent pas de 7.

Le théoréme est une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 3.4.4. On a,
(i) Si (®;y) est une famille vérifiant les conditions (1), (2), (3), alors

Oy = b "oacy !
(i) La famille (®;y) définie par
@iy (t) = (a7 0 Coay)]me (1) + b7 'oa(vn)

vérifie les conditions (1), (2), (3).

Commencons par prouver ’assertion (ii).

En remarquant que pour toute expression rationnelle sans soustraction @,
on a [Q]rr (0,...,0) = 0, le point (1) est clair.

Pour vérifier le point (2), on fait un calcul direct. On utilise tout d’abord
le corollaire 3.2.9.

Ry (@ 3(1) = Rb([(ap" o Com_y)Vne (1) + b ox(0n)
= Ri (6! o Com_) I (1) + R (bt or(0n)
Puis en utilisant le Théoréme 3.2.2, et la Proposition 3.1.9, on obtient :
Ry (@pr5(t) = [(Bh) I (103! 0 Comy)Iar (1)) + Rhibptoa(vn)
= [(R oz, oCom y)V]m () + Rinby ' da(v2)
= [(a; ' oxpoay oCom y) ] (£) + bbby da(va)

= [(z;'oCox y) ] () + b "pa(va)

La deuxiéme égalité du point (2) s’obtient par un calcul tout a fait similaire :

—i”

Gy (R} (1) = @y ([(R2))]m (1)

= [(xl_l ofox_smo x:il,, ox_;y)V]m () + bi_lqb\(v)\)

= [z oCoz ) ]m () + b "Pava)
= P;y(t)
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La condition (3) s’obtient facilement en observant la formule explicite de
®; (). Cette formule se déduit de la formule (3.17) par tropicalisation. En

notant (¢, ,thy) = @3y (t1,-+- ,tn) et (li,-+,In) = by '¢x(v)), on a :

o= h—ti— ) ayit
Jj>1

t;, = lk_tk_zaik’ijtja
j>k

On constate effectivement que t} + ¢ et ¢}, k # 1, ne dépendent pas de t;.
Reste & montrer le point (i) de la proposition.
Soit (®; ;) une famille vérifiant les conditions (1), (2), (3). On peut définir
des applications F} : B(\) — ZY, par :

F;(b) = @3y 0 cy(b), b€ B(A)

En effet ces applications ne dépendent pas de i’ par la condition (2).
Montrons par induction sur le poids de b, que pour tout mot i, Fj(b) =
5 (0x0).
Si b = vy, c’est clair d’apres (1). Si b = fi(b’), on peut choisir un mot
réduit i’ commencant par i, notons i’ = (4,4, - iy ). D’aprés 2.2.4, on a :

Ci’(.fi(b,)) = Ci’(b,) + (17 0,--- 70)

Donc f;(t') et b’ ont mémes coordonnées en cordes a ’exception de la premiére

composante. D’aprés la condition (3) vérifiée par ®y y/, on obtient :

Oy yocy(fiM) = ®yy(ey(®)+(1,0,--,0))
= (I)i’,i’ 0 Ci’(b/) —(1,0,---,0)

D’o1,

La derniére égalité ci-dessus provient de I'hypothese de récurrence.

En utilisant 2.2.4, on en déduit que Fy (b) = by (€;¢x(b')). Utilisant 2.2.4
puis 3.3.3(ii), on obtient Fy (b) = by, (&;0r(V)) = by (da(fil)) = by ' (A (D))-
Enfin, avec (2) on en déduit F(b) = b; *(4x(b)) pour tout mot réduit i.

O

On obtient alors la formule suivante :
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Corollaire 3.4.5. Pour (), ,th) = by ‘oaci Htr, -+, tn),
t/ = lk — tk - Zaikijtj (318)
i>k

otu (ll,"' alN) = b;lqu(vA) = (<>"O‘x€> )1§k§N'

3.4.2 Relevé géométrique de l’involution 7,

Soit 1 un mot réduit de wyp, alors on sait que i* est aussi un mot ré-
duit de wy. II est clair que I'isomorphisme §y+ induit par § sur V(\*) vérifie

= (bi(t)) = b= (¢).
Nous pouvons donc maintenant donner la formule explicite de 7, :

Corollaire 3.4.6. Soit (t|,- - ,th) = bz m(c; ' (t1, -+ ,tn)), alors

t% = lk — tk — Zaikijtj

>k
ot (I, -+ ,In) = bty (vy) = ((A,a}i) )1§k§N
Preuve — On utilise le fait que b;l(s)\* by = id et que 1\ = dx+P). Ainsi :

bitmae; ' () = (b 0x-bi) (b "oy ) (t) = by Toacy L (t)

La formule est donnée en (3.18). De plus on remarque que b; '¢y(vy) =
—1
bi* ?7)\(?))\).

U

Il est remarquable que cette application bi_*lmci_ L soit affine, et que sa
partie linéaire ne dépende pas de A.

Par ailleurs, on rappelle que si A = Ay +- - -+ A\, ona l = (A, 0%\'@ =
Ai,,- Ainsi, pour tout mot réduit i, on définit une application linéaire €); en
posant, pour tout (\,t) = (A1, , Ap,t1,- - ,tn) € RPN,

Qi()\,t) = ()\1,--- ,)\n,tll,--- ,t?v), avec t;g = )‘ik — L — Zaikijtj
Jj>k

Autrement dit, si b est un élément de B()) alors Qi()\, ci(b)) = (A, b'na(b)).

Déterminons maintenant le relevé géométrique de ), c’est a dire 'applica-
tion ¢ dans le diagramme (3.15).

Etant donné € G, on pose &(x) := [@ () wy '+
Proposition 3.4.7.

wo,e e,wo

(i) L’application & definit une bijection de L_y" sur LJy°,

\

(i) Les composantes de (xl_l ofox_y )Y sont des erpressions rationnelles sans

soustraction.
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(ii) On a :

by tmaey () = (@7 o Eow_y)Y]m (8) + by Tma(vn)-
Preuve — On remarque que woy;(t)wo ! = x;«(—t) et Wot™ wo ! = t~%*.
Ainsi, on a £(z_i(t1, <+ ,tn)) = (i (t1, -+, tn)).
On sait par le théoréme 3.2.1 que pour tout i I’application z_; est une
bijection de Révo sur LY%¢ et on sait par le corollaire 3.4.2 que ( est bijective

>0

de Lg%,e sur L§$°- Le point (i) est clair.

Ona (z;'olox_y)V = (27 'oCox_y+)V. On sait par le théoréme 3.2.2 que

(2 YoCox_y+)Y est donnée par des expressions rationnelles sans soustraction,
d’oi (ii).

Enfin, on a déja vu (voir corollaire 3.4.6) que : b;lnAcfl(t) = b, Lore; H(b).
D’o, en invertissant les roles de i et i* et en utilisant le théoréme 3.4.3 :

by e (t) = brloaes (t)
(a3t o Comw i) (1) + by da(va)
On remarque que xi_*log or_jx = Ty YoCox_; car on connait les formules d’aprés
3.16 et on sait que les coefficients de la matrice de Cartan vérifient a;«j« = a;;.
On a déja remarqué (voir corollaire 3.4.6) que by ¢ (vy) = by "7y (vy). Donc
finalement :
by ' (t) = (2! o Com_y)Y]m () + b "ma(va)
= [(a; o &ow ) ] (1) + by ' (va)

Enfin on peut faire un changement de mot réduit en substituant c¢; ci_,l(t) =
[(z—f2_y)V)1 (t) & t dans la formule ci-dessus et on obtient :

by 'maey (1) = [(z;7 o Eom_y)VIme (1) + by 'ma(va)

O

Exemple 3.4.8. Dans le cas Ay, soit b un élément de B(\jww; + A2w2), notons
(t1,t2,t3) = c121(b) et nx(b) = ba12(t], t5, t) alors,

tll = AN —t1 +ty — 213
tIQ = Ay —tg+t3
té = A\ —t3

Et si (tl,tg,tg) = C121 (b) et 77)\(6) = 1)121 (t/ll,tg,tg) alors,

th = Ay +t1 —ty+ 2t3 — min (1 + t3,t2)
th = A\ —t1 — 2ts + min (t; + t3,t2)
tg — )\2 +t3 — min (tl +t3at2)
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Exemple 3.4.9. Dans le cas By, soit b un élément de B(A;ww; + A2w2), notons
(t1,t2,t3,t4) = c1212(b) et nA(D) = bia12(t), th, 4, 1)) alors,

Al —t1 -ty — 2tz + 1y
Ao — tg + 2t3 — 2ty

Al —t3+ 1t
Ao —ty

3.4.3 Formules des applications inverses

On s’intéresse ici aux applications inverses cjprb; et (~!. Les formules
explicites de la proposition suivante ont été calculées dans [10] :

Proposition 3.4.10. Soit i un mot réduit et A\ un poids dominant. On a :

(i) Si(t1, - ,tn) = :C:ilc_lxi(tll,"- ,thy), alors

ot aj ;= (Bik, B;)-

(ii) Si(t1,-- ,tn) = cipabi(t), -

ou a’

Qi

/
/=1 1~ Yigig
=t []#; 7

j>k

,thy) alors

=t Y

j>k

= (Bik, B;) et U, = (A By)-

(Les éléments ; j, ont été définis en 2.1.2).

Preuve — On sait par (3.16), que :

1<kE<N

1<k<N

=t J[t,""" 1<k<N
J>k

(3.19)

(3.20)

Il suffit alors de vérifier qu’en substituant ces expressions dans le membre de
droite de 3.19 on obtient ¢;. On remarque en utilisant l'invariance de (, ) par
W, quepour tout 1 <k <j<n:

/
ijig

. . . . DY . \/
<5Z1 C St Qg Siy Slj—laij>

(8i;_, - --sikaik,am.

Il s’agit donc de calculer :

(

—1 — Q4 i,
1t

>k

:

II

j>k

1 *ail,z’j
t; [T

I>j

. . 4
7<sij*1 ---slkalk 7al]>
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11 est clair que 'exposant de ¢, dans cette expression est 1, et que sil < k,
alors ’exposant de t; est zero. Montrons que dans le cas | > k 'exposant de
t; est aussi zero. L’exposant de ¢; est donné par :

. . . . . .« o o . . \/ . ... . . v
iy i, + Z au,lj <$Zj—1 Sip iy, » O‘ij> + <3n—1 Slkalk7ail>-
I>j>k

1 . vy _ AV 4 AV : . s .
Puisque s;; (o)) = oy — ai,i;q;), ceci est égal & :

<aik7 O‘;Q + Z <3ij—1 © 8y Oy O‘;Q - <3ij—1 S Qi Sija;;>
I>j>k

, RPN
+ <3n—1 T80 Qg O‘i;>-
Les termes de la somme se simplifient deux & deux pour donner :
v v v vy
<O‘ik7 O‘il> + <sikaikv O‘il> - <Siz—1 8 Qg O‘il> + <Siz—1 S Qg O‘il> =0,

et c’est ce qu’on voulait.

Pour le point [(ii)], il s’agit d’inverser ’application affine (3.18). La cons-
tante de ’application affine inverse est ¢;(v%%). On rappelle (voir 2.3.5) que
cette constante vaut ((\,3;))1<k<n. Pour inverser la partie linéaire c’est
un calcul par substitution tout & fait similaire & celui ci-dessus qui meéne au
résultat énoncé.

O

Proposition 3.4.11. L’application inverse (! : Lig’o — L;"%’e est donnée
par :

(M) = wo e o

Preuve — Vérifions que I’application ci-dessus est bien définie en utilisant les
définitions (3.9) et les relations (3.6). Soit z € Lg", notons y := [woz! Joz'T
et montrons que y € L;"%’e. Puisque x € U N B~ wgB~ N Gsq, on peut écrire

x sous la forme :
x = nihiwghsans, avec ni,ng € U ,hi,hy €T
En utilisant le fait que Wy normalise T et que Wy2 € T, on peut simplifier
hiwohe = hwg !, heT
Désormais,
T = nlhw_oflng, avec ni,ne €U ,heT

Ainsi,

w2 =wo (@ )ThTnT = w_oflngw_o\h// nT

~—
cU- SN
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d’ott h = [wo 'xT] et donc
v = w5 o™ = bt KT () g
€T ¢y

On fait commuter les deux éléments de T" et U ci-dessus, et compte tenu
du fait que h'T = h~! et que (wp!)*Y = Wp, on obtient :

y = n'i wny
~—

cU cU
Par ailleurs z € U, donc y = [woz!]pz'’ € B, et donc y € LYo =
UwoU N B~. Il reste & vérifier la positivité de y. Fixons i un mot réduit de wy,
et utilisons le théoréme 3.2.1 pour z et y. On peut écrire y = x_;(t1,- -+ ,tn) =

—aY —aY

vi, (t1)ty i ---yiN(tN)tNalN avec (t1,---,ty) € (Cgo. En utilisant les rela-
tions de commutation (3.6) on écrit y = hy;, (t]) - yiy(ty) avec h € T
et t, = tx[[;=p t;hjlk. Mais il existe aussi (#],---,t%) € RY, tel que z =
zi(t], - ,t%). Donc y = [woxT]ozt = [wozT oy, () - - yin (%) En identi-

fiant les deux écritures on en déduit que (¢1, -+ ,ty) € RJ>VO et donc finalement
y = [wozT)oz*T € LYY*. L’application donnée dans I’énoncé est donc bien dé-
finie. De plus on voit facilement que (([@Wox”]ox'’) = = donc c’est bien la
réciproque de (.

O
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Chapitre 4

Dégénérescences toriques des
variétés de Richardson

La dégénérescence torique de variétés est un probléme traité dans de nom-
breux articles ces derniéres années. Le cas des dégénérescences des variétés
de drapeaux et des variétés de Schubert a été abordé par différents auteurs,
a commencer par Gonciulea et Lakshmibai, [17], citons également les tra-
vaux de [11], [7]. Le cas d’une classe plus large de variétés, les variétés dites
sphériques, a été traité recemment dans [1].

Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme de dégénérescence torique des
variétés de Richardson. Ces variétés ont été introduites dans [36]. Ce sont
des sous-variétés de la variété de drapeaux G/B ou G est un groupe de Lie
semi-simple et B un sous groupe de Borel, définies comme l'intersection d’une
variété de Schubert BwB/B et d’une Schubert opposée B~7B/B. Le chapitre
est organisé comme suit :

Le premier sous-chapitre concerne les variétés toriques. Le premier para-
graphe reprend en grande partie les définitions et les notations de [16]. On
y présente la construction usuelle & partir d’éventail de cones. Le deuxiéme
paragraphe présente une construction d’une variété torique a partir d’un po-
lytope; & un polytope P on associe une algebre Ap telle que Proj(Ap) soit
une variété torique. Enfin, on donne des exemples en reconstituant 1’éventail
associé a des variétés toriques.

Au deuxiéme sous-chapitre on commence par présenter le probléme de
dégénérescence ainsi que la méthode de résolution que I'on utilise. Cette mé-
thode est basée sur une approche algébrique, et consiste & munir ’algébre de
coordonnées associée a la variété, d’une filtration telle que le gradué associé
soit de type Ap pour un certain polytope. On traite successivement les cas
des variétés de drapeaux, variétés de Schubert et variétés de Richardson. Une
variété de Schubert opposée est I'image par wg d'une variété de Schubert, les
algébres associées se déduisent par ’involution de Schiitzenberger généralisée.
On est alors amené 3 utiliser les résultats du chapitre 3.

55
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4.1 Variétés toriques

4.1.1 Définition

Une variété torique est une variété normale qui contient un tore 7' comme
un sous-ensemble ouvert dense et sur laquelle le tore agit en prolongeant
I’action naturelle de 7" sur lui-méme.

Le premier exemple que ’on peut donner est celui des espaces projectifs
P™(C) avec le tore T' = (C*)™.

La construction classique d’une variété torique se fait a partir d’'un ré-
seau IV, isomorphe & Z™, et d’un ensemble A de cones supposés stricte-
ment convexes, rationnels et polyédriques, vivant dans 1’espace vectoriel réel
Nr = N ®z R. L’ensemble A forme un éventail complet, c’est & dire que
chaque face d’'un cone de A ainsi que toute intersection de deux cones de
A, est encore un cone de A et tout point de Ng appartient & un céne. Nous
allons construire la variété torique X (A) associée & A.

F1G. 4.1 — Eventail de 'exemple 4.1.1

Exemple 4.1.1. Par exemple, la figure 4.1 est la donnée de départ pour
construire une variété torique. Le réseau N est le réseau Z2 et ’éventail A
est 'ensemble de sept cones {01, 02, 03, 01 No9, 01 No3, oo Nos, {0}}.

Définition des ouverts affines qui recouvrent X (A) :

A chaque coéne o de A on associe un ouvert affine U, défini de la maniére
suivante.

On considére d’abord le réseau M = Hom(N,Z) dual de N, et on note
(, ) le couplage naturel sur N x M. A tout o € A on associe son cone dual
oV dans Mr = M @z R :

o’ :={u€ Mg, / (v,u) >0,Yveo}
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A
Y

Fi1G. 4.2 — Cones duaux dans 'exemple 4.1.1

Et on pose :
Sy =0'NM
L’ensemble S, est un semi-groupe finiment engendré. On définit son al-
geébre de semi-groupe :
CSy = P Ce"

u€Ss
Ici, ’exponentielle est juste une notation pour les éléments de la base. Le
produit sur CS, est donné par :

!
!/
ele" =t oy, €S,

L’algébre CS, est commutative et de type fini, on lui associe une variété
affine :

U, := SpecCS,,

Remarque 4.1.2. Le cone {0} est toujours dans I’éventail, et Iouvert qui
lui est associé est :

Ugoy = Spec C [XT™, -+, X;F!] ~ (C*)"

Exemple 4.1.3. Dans l’exemple 4.1.1, on note {ej, e2} la base canonique de
N et {e}, e} la base canonique de M. On décrit les semi-groupes Sy, , S,
S, en termes de générateurs :

* * * * * * * *
Soy =< €], e3>, Soy =< —€], e5—€] >, S5 =< —€y, €] —€5>

On pose X :=¢€1,Y :=¢%. On a :

SQ'
Il

Spec C[X,Y] ~ C?
Uy, = Spec(C[X_l,X_lY] ~ (2
Uy, = SpecC[Y L XY 1 ~ C?
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» [ ] [ ) [ )
® > [ ] ® ®
Soy
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g2
. o>
€1
.
. L )
Seos
> [ ] ®

FiG. 4.3 — Semi-groupes dans 1’exemple 4.1.1

Recollement des ouverts U, :

Soit o, 7 € A, on utilise parfois la notation 7 < ¢ pour signifier que 7 est
une face de o.

Proposition 4.1.4. [16] Si T est une face de o, alors :
(i) oV N1t est une face de oV,

(i3) pour tout u dans Uintérieur relatif de o¥ N7+
ST = So' + Zzo(—u) (41)
L’égalité (4.1) donne une identité au niveau des algébres :

CS; = (CS,),. = lelocalisé de CS,; en e* (4.2)

eu

qui se traduit comme une inclusion en tant qu’ouvert principal de U, dans U, .

Remarque 4.1.5. Tout cone o contient en tant que face le cone {0}. Ainsi
tous les ouverts U, contiennent une copie du tore (voir remarque 4.1.2).

SiT=0No',alors 7 < o et 7 < o'. Les deux inclusions :
Usr = Upnor — Us
définissent le recollement U, N Uy = Ugyngr.
Exemple 4.1.6. Dans notre exemple, on voit que :
So1noy = Soy + Z>o(—e€]) (cf Figd4) et  Syne = Soy + Z>o(€])
D’ou par (4.2) :

Usinor = {(z,y) €Uy, [ & #0} = {(xfl,afly) eU,, / z ! # 0}
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501 Solﬂog
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Fi1G. 44 -

Lz ly).

Finalement les trois ouverts se recollent de la maniére suivante :

Le recollement U,, N U,, est donné par (z,y) < (z~

Usy & (7,9) (4.3)

T T

Uy, : (x_l,x_ly) (y_l,xy_l) 2 Ugy

On constate que c’est le méme recollement pour les ouverts principaux de
P,. En effet, si on note (1 : t2 : t3) les points de Py et :

Up = {(t1:ta:ts) €Py, /11 £0} =~ C2={(22,12))
Up = {(t1:t2:13) €Py, [/ ta #0} =~ C? :{(%’%)}
Us := {(t1 tto tg) € P27/ t3 # 0} ~ (2= {(%7 ltf_i)}

En posant x = ty/t et y = t3/t1, les trois ouverts de Py se recollent par
(4.3).

Finalement, la variété torique X (A) construite a partir de ’éventail de la
Figure 4.1, n’est autre que la variété projective Py(C).

Action du tore sur la variété torique :

On interpréte certains objets introduits précédemment a 1’aide d’homo-
morphismes de semi-groupes. En effet, les correspondances suivantes sont
naturelles :

un point de U,

)

un idéal maximal de CS,

0

un morphisme d’algébres de CS, — C

)

un morphisme de semi-groupes de S, — C

ou la structure de semi-groupe a considérer sur C est relative a la multiplica-
tion.
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On peut faire les identifications suivantes :

U, = Homgy(S,,C)
T = Homgy(M,C")

L’action d’un élément h € T sur un point ¢ : S, — C est donné par :
h-e:ur h(u)p(u)
Les orbites de T' dans X (A) ont été décrites dans [16] :

Proposition 4.1.7. [16] Pour o € A, on pose O, = Hom(a' N M, C*)
(i) {Oy,0 € A} est l’ensemble des T-orbites dans X (A),
(ii) O, ~ ((C*)COdim(U),

(iii) Oy = <, O-.

4.1.2 Construction a partir d’un polytope

On peut construire des variétés toriques, en partant d’un polytope convexe
rationnel.

Soit P un polytope convexe rationnel contenu dans l’'espace dual Mg, tel
que ses sommets soient des points de M. Voici deux constructions équiva-
lentes :

1°) La premiére construction consiste & associer & P un éventail Ap et de
se ramener ainsi 4 la définition du paragraphe précédent.
Soit F une face de P, notons :

or:={veE€Nr /(W —uwv)>0 pour tout u € F, v’ € P}
11 est clair que ’ensemble o est un céne de Ng, de plus :

Proposition 4.1.8. [16] L’ensemble des cones or, lorsque F parcourt l’en-
semble des faces de P, forme un éventail complet.

On notera par la suite Ap cet éventail, et Xp = X (Ap) la variété torique
associée comme au paragraphe précédent.

Exemple 4.1.9. Par exemple considérons le polytope de R? suivant :

S3 = (0,1)

S1 =(0,0) Sy = (1,0)
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Les cones 01, 0y et o3 associés respectivement aux faces {S1}, {S2} et {S3}
sont ceux représentés Figure 4.5. On reconnait 1’éventail associé a la variété
P> (C).

Les cones duaux et le polytope sont dans le méme espace M. Les cones
duaux se décrivent facilement & partir de la géométrie du polytope. En effet,
si F est une face, le cone o est engendré par les vecteurs v’ — u, ou v’ par-
court ’ensemble des sommets de P et u ’ensemble des sommets de F (voir
Figure 4.5).

Dans 'exemple,

UY = <53—Sl,52—51>
0'5/ = <53—SQ751—SQ>
Ug/ = <51—53,52—53>
| v
o1 oV @
(20 RN 2
P
93 Nr Mg
oy \

F1G. 4.5 — Eventail construit a partir d’'un triangle

2°) La deuxiéme construction possible consiste & associer a P une al-
gebre N-graduée de type fini Ap et a considérer la variété Proj(Ap) (voir par
exemple [12]).

Posons :
Py = {0}
P, = P+P+---+P,neN
n;gis
P, = P,NM

On définit un semi-groupe dans N x M en posant :

F::|_|n><Pn
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On considére 1’algébre de ce semi-groupe :
Ap = CT =P e’ = P (@ cewu)) (4.4
yel neN \ueP,

L’espace Proj(Ap) est une variété torique (voir plus loin la proposition
4.1.11).

Exemple 4.1.10. On reprend ’exemple ci-dessus en partant du triangle :

0.1

(0,0 1.0

La suite des polytopes itérés ressemble & :

___________________

Le semi-groupe I' = | |, .yn X P, associé est engendré par les vecteurs
(1,0,0), (1,1,0) et (1,0,1); il est représenté Figure 4.1.10.

On pose e100) = X L0 — vy ot 10D = Z on a alors CI' =
C[X,Y, Z] et on obtient la variété torique Py = Proj(C [X,Y, Z]).

Proposition 4.1.11. Avec les notations ci-dessus :
Proj(Ap) ~ Xp

Preuve — La preuve consiste a comparer les ouverts affines des deux variétés

et les recollements entre eux. Tout d’abord décrivons les variétés ci-dessus :
-la variété Xp est la réunion des ouverts affines toriques Uz, F parcourant

les faces de P, recollés par Ur NUr = Ucr s, ou < F,F' > désigne la
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FiG. 4.6 — Le semi-groupe I' associé au triangle

plus petite face de P contenant F et F’. Avec les notations, pour F une face
de P :

or = {veNr /W —u,v)>0,VueF, uecP}

oy = {ueMp/(uv)>0 Yveor} (4.5)
S = ornNM

Ur := Spec(CSx)

On rappelle que si F C G sont des faces de P, alors og est une face de or et
il y a une inclusion naturelle :

Ug — Ur
Cette inclusion correspond au niveau des algébres & 1’identité :
CSg = (CSF),u = lelocalisé de CSr en e* (4.6)

ol u est choisi dans M et dans Uintérieur relatif de o N aé.

On peut décrire facilement le cone o et le semi-groupe Sz a partir des
sommets du polytope. On désigne par X (F), resp. X(P) I'ensemble des som-
mets de F, resp. P.

Lemme 4.1.12. Soit F une face de P,

(i) L'ensemble vr = {u' —u, u € X(F), u' € X(P)} est un ensemble de
générateurs du cone 0}.
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(1i) Tout élément x € S s’écrit sous la forme :

x = Z Agg, avec les \g € Q>o et (Z Ag) €N

9gEVF

En effet, d’aprés les définitions (4.5), il est clair que le cone dual o} est
engendré par les vecteurs v’ — u, ou u' parcourt P et u parcourt F. Les
polytopes P et F étant convexes, on peut restreindre u' et w a parcourir
'ensemble des sommets. En effet, notons {u;}; = 3(F) et {u}}; = X(P). Si
u € F et v/ € P, alors par convexité on peut écrire :

u:Zaiui, Zaizl, et u':Zﬁjuj, Zﬁjzl
( i J J

Dot, u' —u =737, ; Bjo;(uj —u;). Ce qui démontre le point (i) du lemme. On
peut donc écrire tout élément de Sy comme une combinaison linéaire a coef-
ficients positifs de vecteurs dans yr. Le fait qu’on peut choisir les coefficients
rationnels provient de la rationnalité du cone o par rapport au réseau M.
Comme 0 appartient & vz, on peut ajuster les coefficients de sorte que leur
somme so0it entiére.

-la variété Proj(Ap) est la réunion d’ouverts affines standards D(f), f élé-
ment homogene dans Ap, recollés naturellement par D(f)ND(f") = D(ff').
Avec les notations :

X := Proj(Ap) = {idéaux maximaux homogenes de Ap}

D(f) = {peX/f¢p}

On sait que :
D(f) ~ Spec(A<f>)

a
ol Apy = {F’ keN, a€ Ap, deg(a) = kdeg(f)}-

Si f, g, h sont des éléments de Ap tels que g = fh, alors il existe un
élément h dans Ay (par exemple h = hdee(f) / fdes(h)) tel que :

Ay = (A(f>)ﬁ = le localisé de A en h (4.7
Ce qui est la version algébrique de l’inclusion :

D(g) — D(f)

Pour démontrer la proposition on procéde en deux étapes :
1°) A toute face F on associe un élément fr de Ap tel que :

Ur ~ D(fr)

2°) On montre que le diagramme suivant, avec les inclusions naturelles décrites
ci-dessus, commute :
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Ug — Ur
| | (4.8)
D(fg) — D(fr)

On traite le point 1) en version algébrique, c’est a dire on explicite un
isomorphisme entre les algébres CSx et As,), pour un fr bien choisi.

Soit F une face de P et {uy, - ,u,} = X(F) 'ensemble de ses sommets.
On pose (voir notation (4.4)) :

fr= elmuttustotur) o Ap (4.9)

Soit x € Sr, on commence par montrer qu’il existe k, € N tel que = +
kyY ;ui € Py, (voir Figure 4.7). Comme z € o)., par le lemme 4.1.12, on
peut écrire x = Y Ny (U —u), avec (3] A\ u)) € Net v’ € X(P), u € X(F).
On note N le nombre de termes dans la somme x = ) Ay (v — u) et on
pose L = (3 Ay u))- On a:

u —u+ g u; € Py
i
car u est un certain wu;. Et par convexité, on a alors :

A(u’,u) ’ A(u’,u)
—(u —u—l—Zui)—i-(l—T)Zui e P,

Ay
=77 ( ), wi

En sommant selon la décomposition de x, on obtient :

Z <%(u’—u)+2uz> € Pnr

(u'u)

En sommant L fois cet élément, on a alors :

1‘+(LN)ZU1‘ € PLNr

Puisque x et les u; sont dans M on peut remplacer Pry, par Pry,, et en
posant k, = LN on obtient :

x—i—kaui € Py,r
7

Notons v, ==z + kg Y, u;.
I’association :

el — ———— =: pr(e”) (4.10)
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L] .\\\\ O\-.}\/\\\ \‘\\\\ [ )
.V \\\. \\\.\x4_\483
0-2 \\\\\ T \\\ \\\\
e ® . 0-3\7 e
e ® ’ . €T
Fi1G. 4.7 -

permet de définir un isomorphisme d’algebres ¢ entre CSx et A,y En
effet, on montre facilement que ¢r(e”) ne dépend pas des choix faits (choix
de la décomposition x = > x,, choix des ky, ...) et que @£ est injective. Pour
(k)
e
k
f7

la surjectivité, prenons un élément dans Ay, c’est a dire qu’on a

v € Pg.. On peut donc écrire :

T k
Y= i, avec vij € Py

i=1 j=1
et donc,
r r k
{0 UED 9 WIS
i=1 i=1 j=1

D’aprés le lemme 4.1.12,(y — k), u;) € a}é, et de plus il est clair que
(v — k>, u;) € M. Donc finalement (y — k), u;) € Sr, et on vérifie que :

elkry)
%

A toute face F on associe donc ’élément fr défini en (4.9) et 'application
pF définie par (4.10) qui donne un isomorphisme :

pr(erhIim) = (4.11)

o7 CSr = Aygy)

Ce qui conclut la premiére étape de la preuve.
Pour la deuxiéme étape, on fixe F C G deux faces de P. On montre la
commutativité du diagramme (4.8), en version algébrique. On note :

U= wptug ot = Y enn U
ti+to+--+ts = Zteg(g)\z(f-)t

|
Il
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Par définition,

fg _ e(r-f—s,ﬂ-l—f) _ e(r,a)e(sf) _ f]__e(sf)
d’on, d’apres (4.7), inclusion D(fg) — D(fr) correspond a l'identité :
Aige) = (A<ff>)er<s,f) Jes(rw)
D’apreés (4.11), o (e"(58) /30y = ¢(rT=5) montrons que :
CSg = (CSF) (ri-sn)
ou de maniére équivalente, que :
Sg = Sr+ Z>o(su — rt)

Ceci a bien un sens car d’aprés le lemme 4.1.12, (rt — su) € Sr.
Le vecteur st — rt est une somme de rs termes du type u; — t; avec
u; € X(P) et t; € ¥(G), donc encore par le lemme 4.1.12 on a aussi :

su—rt € Sg

Donc linclusion Sg D S + Z>o(su — rt) est claire.
Réciproquement, soit x € Sg, on sait qu’on peut écrire :

T = Aw (U — 1) avec v’ € (P),t € 3(G) et 3y py Aw,y =L €N
SiteX(F), (W —t)e Sret (rt— su) € Sr aussi, donc :

(W' —t)— (su—rt) € Sf
SiteX(G)\ X(F), alors :

(v —t) — (su—rt) = u + (rt —t) - ST

somme de rs éléments de S(P) 7S €léments de =(F)

Ainsi on a aussi,
(W' —t)— (su—rt) € Sf

D’ou,

x— L(su—rt) = Z Mgy (W —t) = (su—rt)) €ocr N M =S¥
(w,t)

et donc Uinclusion Sg C Sr + Z>o(st — rt) est aussi vérifiée.
On a donc montré que les identités :

Aigg) = (A<f7-'>)er(sf)/es(ﬂﬂ) et CSg = (CSF)ewi-sn

sont les mémes aux isomorphismes prés et donc on en déduit la commutativité
du diagramme (4.8).

Pour finir, on remarque que Proj(Ap) est recouvert par les D(fs), ou S
parcourt 3(P) (ce qui découle du fait que tout élément de P est un barycentre

a poids rationnels positifs des sommets de P).
O
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4.1.3 Exemples

Dans cette partie on donne des exemples de variétés toriques et des éven-
tails associés.

Les exemples choisis sont des variétés de Schubert et des variétés de Ri-
chardson (voir §1.6) de dimension 2, dans le cas du groupe G = Sps(C). On
fixe dans G' = Spy(C), les sous-groupes usuels 7' C B, ou T est un tore, B un
sous-groupe de Borel. Dans les exemples que nous considérerons, les variétés
seront toriques relativement & 7'.

Pour reconstituer 1’éventail A associé a la variété torique, on utilise 1’ac-
tion de T sur la variété. Tout d’abord on utilise les réseaux :

M =Hom(T,C*), N =Hom(C*,T)
Gréce a la proposition 4.1.7, on a les correspondances suivantes :

{points fixes sous l'action de T'} «— {cOnes maximaux de A}
{courbes T-stables} «—— {arétes des cones de A}

{ vecteurs T-stables,

. — & 0 1
tangents en un point fixe } {arétes du cone dual}

Il nous suffit donc de connaitre les points fixes et les espaces tangents en
les points fixes. Dans le cas des variétés de Schubert pour un groupe de Lie
classique G, Lakshmibai a fait la description de ces espaces, [22], [23].

Nous allons utliser ces résultats. Tout d’abord on introduit quelques no-
tations.

pr:=7B € G/B, TeW

L’ensemble des points de G/B fixés par T est exactement {p,, 7 € W}.

Désignons par T'(w, 7) I’espace tangent en ¢, a la variété de Schubert X,
w, 7 € W, 7 < w. Dans le cas ol w = wy,, la variété de Schubert est la variété
de drapeaux G/B, et on a :

T(w07T) = @ 9-p

BET(RT)

ol les g_p sont les sous-espaces radiciels de g =Lie(G) (voir §1.1).
Posons N(w,7) :={8 € 7(R")/g_p C T(w,7)}, de sorte que :

T(w,7) = EB 9-5

BEN (w,T)

Dans le cas qui nous intéresse, c’est a dire G = Sp4(C), on a la description
suivante :

Théoreme 4.1.13. [23] Soit G = Sps4(C), fizons w,7 € W, 7 < w, et
B € T(RY); écrivons 3 = 7(a) avec o € R™.
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1. Cas o = a1 ou a9 ou 2011 + g -
B € N(w,T) <= w > sgT

2. Casa=oay +ag
(a) T>Tsq = € N(w,T)

(b) TSa > T > TS(2a1+as) OU TSay *
B € N(w,T) <= w > sgT

(c) T8a > T et T < TS(2a,4az) €6 T < TSay :
i SIT < TSay 1 BEN(W,T) &= W > ST 0U TS(20; +as)
i SiT> TS,  BE€NW,T) = W > TSa,5020,+as)

La figure 4.8 représente le systéme de racines ainsi que l'ordre de Bruhat
sur le groupe de Weyl associés a G = Spy(C).

a2 5§1525152
. SN kal + Qo $18251 $951 5
Q': e - 2051 + oo S9281 5189
' | "vdl 51 So

FiG. 4.8 — Systéme de racines et groupe de Weyl en type Co

Exemple 4.1.14. Exemple pour G = Spys(C) et X = X, ,.

Dans ce cas, X est connue pour étre une variété torique pour le tore T de
G.

-quatre points fixes : ©1, Vs, , Psys Psos, -

-quatre courbes T-stables : entre chaque paire de points fixes du type
{¢r, ps.r} (icl @ = aq ou ).
On en déduit que dans ’éventail associé il y a exactement 4 cénes de dimension
2 et 4 cones de dimension 1.

La situation est représentée schématiquenment figure 4.9.

1
"'\> 00
S1 S9 01 02
/ 021
X 6’281 N

F1G. 4.9 — Schéma de X et de son éventail
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On note oy, resp. o1, 02, 021 les cones correspondants aux points fixes (1,
TesP. Ps1y Psay Psasy-

En un point fixe ¢, partent deux courbes T-stables. Les vecteurs tangents
a ces courbes au point fixe, sont T-stables. Les poids de ces vecteurs sont des
éléments de M = Hom(7,C*) qui correspondent aux arétes du coéne dual
0. Ces poids sont exactement les éléments de I’ensemble N(sgs1,7) décrit
ci-dessus.

Grace au théoréme 4.1.13, on détermine les ensembles N(s281,7), T €
{1, 81, 82,8281} :

N(sgs1,1) = {ai, as}, N(sgs1,581) = {—ai, as},
N(s251,52) = {ou+az,—as}, N(sgs1,s251) = {—ag, —oq —as}

VoL

On obtient alors les quatre cones duaux o :

On en déduit I’éventail pour X,s, ( Fig.4.10).

‘
‘

F1G. 4.10 — Eventail de X,,

Exemple 4.1.15. Exemple pour G = Sps(C) et X = X, 5,5, N X 15251,
Pour alléger notons ici w = s15251. La dimension de X est 2. En effet :

dim X > dim X, + dim X* —dim G/B = 2

D’autre part, dim X < 3 car X,, # X™. On sait que la variété X est torique
pour le tore T" de G. Les points fixes sont les ¢, pour wow < 7 < w.

-quatre points fixes : Ps2y Psisas Psasis Psisast

-quatre courbes T-stables : entre chaque paire de points fixes du type
{@r, Psor} (icl @ = oy ou g + a2).
Concernant la variété de Schubert opposée X", on note N~ (w, 7) 'ensemble
des poids des vecteurs 71" stables tangents & X* en .. On a :

N~ (w,7) = wo(N(w,woT))
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On détermine ces ensembles a 1’aide du théoréme 4.1.13. On obtient :

N(w, s2) = {a1, —ag, a1 + as},

N(w, s182) = {201 —ag, —aq, a1 + s},
N(w, s251) = {a1, —ag, —a1 —an},
N(w,s1s281) = {—a1 —ag, —2a1 — a9, —a1},
N~ (w, s18281) = {—a1, g, —a; — as},

N~ (w, s281) = {201+ a9, a1, —a1 — asz},
N~ (w, s152) = {-a, a2, a1 + s},

N~ (w, s2) = {o1+ a2, 201 + a2, a1}

L’ensemble N~ (w,7) N N(w,T) est 'ensemble des poids des vecteurs 7-
stables tangents & X au point ¢;.

FiG. 4.11 — Eventail de X315231

S$18981

4.2 Dégénérescences toriques et semi-toriques

4.2.1 Le probléme

On dit qu’une variété complexe projective X dégénére en une variété Xg
s'il existe une variété X et une fonction réguliere 7 : X — C telles que
77 1(2) =2 X pour tout z € C* et 7~1(0) = Xp.

Lorsque la variété X est une variété torique, resp. semi-torique (c’est a
dire union de composantes irréductibles toriques), on parle de dégénérescence
torique, resp. semi-torique.

On peut construire des dégénérescences de la maniére suivante :
Notons R la C-algébre des coordonnées homogénes sur X. On munit R d’une
filtration croissante (voir plus loin def. 4.2.1) (R,),>0 et on note GrR l'al-
gebre graduée associée. Considérons R = @,>oR,t" C R[t] ou ¢ est une
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indéterminée sur R. On a :
R/tR ~ @&p>oRn/Rp—1 ~ GrR, R/(t—2R~R,VzeC*

Ainsi, en posant X := Proj R, m :=t et Xy := Proj GrR, on a une dégéné-
rescence de X en Xj.

Le probléme qui nous intéresse est celui des dégénérescences toriques des
variétés de drapeaux, variétes de Schubert, variétés de Richardson. On utilise
la méthode ci-dessus. On est ramené & munir les algébres de ces variétés
de filtrations telles que le gradué associé est de type Ap pour un certain
polytope P (voir (4.4)), on sait alors que Proj(Ap) est une variété torique.
Dans certains cas on ne peut associer qu'une union de faces d’un polytope.
On obtient dans ces cas des dégénérescences semi-toriques.

Les algébres des variétés qu’on étudie sont compatibles avec la base cano-
nique introduite au chapitre 3. Les paramétrisations de cette base vont jouer
un réle important pour construire les filtrations.

Tout d’abord rappelons la définition d’une filtration :

Définition 4.2.1. Soit R une C-algébre commutative, et (S, <) un monoide
totalement ordonné. On suppose que ’élément neutre 0 de S est le plus pe-
tit élément. Une S-filtration croissante sur R est une suite de sous-espaces
(Rs)ses telle que :

e 1€ Ry,

o s<t— Rs; C R;

o R.R; C Rert

* R= UsES R
L’algébre graduée associée a une S-filtration est définie par :

GrR =P (RS/ZRt>

seS t<s

4.2.2 Cas de la variété de drapeaux

Considérons la variété de drapeaux G/B et notons R son algébre de co-
ordonnées homogénes.

Soit Ag un poids régulier dominant et v_, le vecteur de plus haut poids
du module V(—Xg). On note G x g Cv_), '’ensemble des classes d’équivalence
dans G x Cv_), modulo la relation :

(gb,zv_x,) ~ (g,2b-v_),), Vg€ G, b€ B,z C

Notons £_), le fibré en droite sur G/B associé.
Rappelons que par le théoréme de Borel-Weil-Bott, on a un isomorphisme
de G-module :
HY(G/B,L2) = V(A) © v,
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A toute £ ® vy, dans V(\g)* ® v),, on associe une section s du fibré, en
posant s(g) = &(guy,)- On vérifie aisément que dans G xp Cv_), on a
(gb, s(gb)v_»x,) = (g,5(9)v_),), ainsi s est bien un élément de H°(G/B, L_), ).

On a alors un isomorphisme de C-algébre :

R~@H(G/B,LZ )= P V(N 2w
neN AeN-Ag

ol N.)\g est le cone des multiples entiers de .
Rappelons que le produit sur Pycy.y, V*(A) ® vy est défini sur deux élé-
ments homogenes £ @ vy € V() @ vy et & @ vy € VF(N) @ vy par :

£ @ ungn
ou & est le produit dans @ V*(\) définit au paragraphe 2.5.

A partir de maintenant, on fixe un poids régulier dominant A\g = A\jww; +
Xowy + + -+ + Ay, Par la suite on identifiera parfois les éléments de N.)\g
avec le n-uplet de ses coordonnées (A1, A2, - ,A,) dans la base des poids
fondamentaux de sorte que l’ensemble N.)\( est naturellement identifié & N™.
On utilise les notations du paragraphe 2.5.

L’ensemble {&,(b*) @ vy, b € B(A), A € N.Ag} est une base de R appelée
base canonique duale. D’aprés la proposition 2.5.1, on a :

(E(0") @ 02)(Eu(0™) @ vy) = Eny (b)) @ Va4

Etant donné un mot réduit i, on paramétre un élément & (b*) ® vy de
la base canonique duale de R par le (n + N)-uplet (A, ¢;(b)) et on introduit

I’ensemble I'; C Z’;};N de tous les parametres :

i = {(\ (b)) € ZLEN, A € N.do, b € B(\)}
En conséquence du théoréme 2.2.5, on a :

Théoreme 4.2.2. [25] L’ensemble I'; est l’ensemble des points entiers d’un
cone rationnel polyédrigue convexe de Rgng.

On utilisera la notation by ¢, oit (A, t) € I';, pour désigner I’élément &, (b*)®
vy de R tel que b € B(\) et ¢(b) = t.

La propriété suivante de multiplication de deux éléments de la base cano-
nique est die a Ph. Caldero :

Proposition 4.2.3. [7] Soient (\,t) et (N,t') dans T;, alors :

baibx i = bxixere + D iy ovbaras

N
SEZZO

avec de ,00,t) #0 = s <t+1t, ou < est l'ordre lexicographique usuel de

)
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Utilisant cette propriété, on construit naturellement une I'j-filtration de
R en posant, pour tout (A, t) € I'y :

%i(%f) =< b,u,sa (,ua 5) < (Aat) >c—ev C R

Notons Gr(r;) R I'algebre graduée associée a cette filtration, et notons BM
I'image d'un by ; dans GrR. Les éléments b, ; satisfont

btbx ¢ = bxpn i

Alors, il est clair que Gr(ry) R = @, yer, Cby = C[T;].

Ceci ne répond pas exactement au probléme de la dégénérescence torique.
Il s’agit de transformer la I'j-filtration de R en une N-filtration. Pour cela on
suit la méthode de [7], en introduisant une forme e : Z&, — N.

D’apres le théoréme 4.2.2, le cone I'; posséde une présentation finie. Notons
dans T :

-les générateurs : (A}, 1Y), i = 1...7,

-les relations : >, mE(NL ) — S nF(NL ) =0, k= 1...p,

On obtient alors une présentation par générateurs et relations de Gr(r,)R.
Notons dans Gr(r,)R :
-les générateurs : b, :=byig, i = 1.7,

. —mp —nk
-les relations :  [[;b, " —[[;0;" =0, k= 1...p,

On peut relever ces générateurs et ces relations dans R. On obtient une
présentation pour R :

-les générateurs :  b; :=byi i, i = 1.7,

-les relations :  [], b;n? - 1L b?f = ec, 1L 0 k= 1..p,

ot les Cj sont des parties finies de N” telles que V p € Ck, >, pit’ <
>, mhktt.

Notons S := Uy Upee, {ZZ mbtt, Zipiti}, c’est un sous-ensemble fini de
zy,.

Lemme 4.2.4. [7] Il existe une forme linéaire e : Zgo — N vérifiant : V s,t €
S, e(s) <e(t)=s=<t

Posons :
Fim =< Hbfi, e(z sit") <m >,m e N. (4.12)
i i
On en déduit :

Théoreme 4.2.5. [7] La suite (F; m)men forme une N-filtration de R dont
lalgébre graduée associée GrR est isomorphe a C[I'].
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4.2.3 Variété de Schubert

Considérons la décomposition cellulaire de Bruhat et son opposée :

G/B= || BuB/B= | ) B"rB/B
weW TeW

La fermeture d’une cellule X, := BwB/B, w € W, dans G/ B, est appelée
variété de Schubert. Il est connu que dim(X,,) = {(w).

Désignons par X7 := wo(X;) = B~ worB/B, 7 € W, les variétés de
Schubert opposées. Notons que G/B = X,,, = X"°.

Pour la suite on fixe deux éléments w et 7 dans W.

L’algébre R,, associée & X,, est un quotient de R par l’idéal I,, définissant
Xy
On utilise les notations de la section précédente ; on fixe un poids dominant
régulier \g et on considére le fibré en droite £_ ), sur G/B associé. On rappelle
que :

Ry= P V(N @y
AEN. X

Autrement dit :
I, = @ VW()‘)J_ @ Uy,
AEN. Ao
ot Vi, (M) est 'orthogonal de Vi, ()\) dans V (\)*.

D’aprés le théoréeme 2.3.2 I’idéal I, est compatible avec la base canonique
duale de R. Plus précisément, ’ensemble {£,(b*) @ va, A € Nodg, b & By(N)}
est une base de I,,.

Notons 7, la projection canonique de R sur R/I, = R,. L’ensemble
{mw (Ex(0") @ v)) ,b € By(A), A € N.Ag} est une base de R,,.

Soit i un mot réduit, on pose :

Iy = {(\ () € ZEN, A € N.Xo, b € By(\)}

L’ensemble I'}” parameétre la base ci-dessus de .
On rappelle qu’un mot réduit i = (i1,42, - ,in) pour wy est dit adapté

a w sl w = 8; 8, 8;, est une décomposition réduite de w.

Théoreme 4.2.6. [25] Sii est adapté a w alors T'y’ est une face du cone T';
. . + _
de dimension p := {(w). De plus, T{" = Ty N (255" x {0}N-P),
En particulier, I'’ est 'ensemble des points entiers d’un cone rationnel
conveze polyédrique de RV,

On fixe i un mot réduit et on utilise la filtration F; construite en (4.12).

Cette filtration induit par restriction une filtration sur I,,. L’algébre gra-
duée associée Grl,, =< BM? (A, t) €T’ > est un idéal de GrR.

D’autre part la filtration J; induit par la projection m,, une filtration sur
R,,, dont I’algebre graduée associée est :

GrR, = GrR/Grl,, =< l_),\,t, (\t) ey >
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Dans le cas ol i a été choisi adapté a w, on a alors :
GrR,, = C[I'{]

Ce qui permet de construire des dégénérescences toriques des variétés de Schu-
bert.

Dans le cas ou i n’est pas adapté & w, on verra au paragraphe suivant
que I'}” est une union de faces de I';. On obtiendra alors des dégénérescences
semi-toriques de la variété X,,.

Concernant la variété de Schubert opposée X7, on désigne par R” ’algébre
des coordonnées homogénes associée; c’est un quotient de I'algébre R par un
certain idéal I7. Ces algébres se déduisent des algébres R, et I correspondant
a la variété de Schubert X, en faisant agir ’élément wq (car ce dernier
change B en B~). Rappelons que I’action de wy sur les modules V' (\)* est
proportionnelle & ’application 7, définie au §3.3.2. Ainsi on a :

I = wo(l;) = EB nA(VT()‘))J_@”}A
AeN. Ao

R™ = wo(Ry) = R/wo(l;) = P m(V-(\)" @uvx
AeN Ao

L’idéal I™ est compatible avec la base canonique de R, car I, et ’application
7\ le sont.
I" =< (V") @ wa, A € Nohg, b € ma(B-(N)) >

Notons 7" la projection canonique de R sur R/I7. Les élements {77 ({x(na(b)*))®
v)), where A € N.)\g, b € B-(\)} forment une base de R™. On les parameétre
par les (n + N)-uplets de I’ensemble :

IT = {(\ () € Z25N, X € Nodo,b € (B-(V)}

On montre dans le paragraphe suivant que f’f est une union de faces de
I;.

4.2.4 Variétés de Richardson

Plus généralement, considérons les variétés X, = X, N X7, w,7 € W,
appelées variétés de Richardson. Puisque G/B = X,, = X"°, les variétés
de Schubert, resp. variétés de Schubert opposées, sont des cas particuliers
correspondant & 7 = wy, resp. w = wp.

Rappelons que si {(w) 4+ £(7) < N alors 'intersection X, est vide, sinon
dim(X7) = ¢(w) + £(1) — N.

Pour la suite, on fixe w et 7 dans W tels que X7 # (), et on fixe un mot
réduit quelconque i.



4.2 Dégénérescences toriques et semi-toriques 77

Notons :
I =1,+1, R], = R/I]

L’algébre R], est ’algébre des coordonnées homogénes correspondant a la
variété de Richardson X7 .

L’idéal I a pour base {{\(b*) @ vx, A € NoAg, b & ma(B- (X)) N By ()}

On paramétre les éléments de cette base par les (n + N)-uplets de ’en-
semble :

Y7 = I¥nIj
= {(\ ) € 22N X € Ndo, b € m(B-(N) N Bu(A)}

Ainsi, I}, =< b\ g (A t) & F;UJ >

Notons 7], la projection canonique de R sur R}, = R/I,. Alors R}, a pour
base :

{mi (Ex(b )®U,\) A €NXo,b € m(B-(A)) N Buw(A)}
= {m},(b (\t) ey}

On fixe un mot réduit quelconque i. On utilise & nouveau la filtration F;
de R, construite en (4.12).
La filtration F;j induit, par restriction, une filtration sur I'idéal I telle
que le gradué associé Grl], ~< B(A,t)’ (A1) €T{"7 > est un idéal de GrR.
D’autre part, F; induit également, par la projection 7, une filtration sur
Ry, telle que :
GrR;], ~ GrR/Grl],

L’algebre GrR], a pour base :
{B()\,t)’ ()"t) € F;Uﬂ—}

On construit une filtration F;""" de R}, en utilisant la filtration 7; de R, en
posant F;'"" = Fi., + I, m € N. L’algebre graduée associée GrR], est le
quotient suivant : GrRy, = GrR/Grlj,. L’idéal Grlj, de GrR est engendré par
{b()\,t)a ()‘7 t) ¢ F;U7T}‘

Proposition 4.2.7. L’ensemble T'’

" est une union de faces de T';.

Cette proposition se déduit du lemme suivant :

Lemme 4.2.8. Soit I'r un cone rationnel conveze polyédrique de RZ ) et soit
I'y un sous-ensemble de I'r. Considérons I' :== I'r N ZZ %o et .= F’ NZ%.
Si IV satisfait les conditions suivantes :

(a) pour tout y €T et 6 €TV, onavy+4d €1,
(b) pour tout vy €T’ et m € N, on a my e T,

alors T est une réunion de faces de T.
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Preuve — Soit v € I et ®g une face de I'g (eventuellement ®r = ' tout
entier) tels que «y est dans U'intérieur relatif de ®g.

Il suffit de montrer que tout élément de ® := ®r N ZZ, appartient a I”,
car alors on aura bien I' = J v (7). -

Prenons 6 € @, et montrons que ¢ € I''. Puisque ~ appartient & l'intérieur
de Pp, il existe un entier m € N tel que v — %5 soit un élément de ®g. Ainsi,
I'élément +' := m~y — 0 appartient & Pr N ZZ, et par conséquent 7’ € I'. Par
I'absurde, si § ¢ I alors par la condition (a) on aura 7'+ & ¢ I, mais par la
condition (b) on aura aussi 7' +06 = m~y € I''. On en déduit que nécéssairement
0 € I'. Ce qui prouve le lemme 4.2.8.

O

Preuve de la proposition 4.2.7 Appliquons le lemme 4.2.8 & ' = I} et
I'" =T}"". En tenant compte du fait que GrlIj = (by,, (A, t) € I'}"") est un
idéal de GrR, on en déduit facilement que I'{"" satisfait a la condition (a) du
lemme.

Montrons que la condition (b) est aussi satisfaite. Pour cela, fixons (A, t) €
I} et m € N, et montrons que (mA,mt) € I';"".

Tout d’abord on peut choisir i’ adapté & w et utiliser application de chan-
gement de paramétres R~} = ¢y (¢;)~!. Ona (A1) € I, dot (\, RT; t) € Ty,
D’une part, comme conséquence du théoréme 3.2.2 ’application de change-
ment de paramétres vérifie R”; (mt) = mRZ; (t). D’autre part, I'}/ est un
cone d’apres le théoréeme 4.2.2. Ainsi, on a (m)\,le(mt)) € I'yy. Dot en
utilisant ’application réciproque Rj/, on en déduit que (mA, mt) € I'}’.

Ensuite on peut choisir i” adapté a 7 et utiliser Rg)* = b(*i,l,)* oc;!. Puis-
qu’en particulier (\,t) € T7, il existe b € B,(\) tel que (\,t) = (A, cima(b)).
Ainsi,

(A R0 = (0 bh (1) = (A, e (1))

ou )y est 'application définie au paragraphe 3.4.2. On a donc :
(O RY ) e Ty,
Et comme )y est linéaire et que I}, est un cone, on en déduit :
(i//)*
(m)\,mei t) € Qi//FiT//

Comme précédemment, par le théoréme 3.2.5 on sait que ng;/)*t = Rﬁ/{)* (mt).
Ainsi il existe b’ € B(mA) tel que :

(mA, RE (mt)) = Qur (m\, e (1))
Autrement dit, on a :
(M, by 0 5 (mt)) = (mX, b ma (b))

D’ou (mA, mt) = (m\, cinma (b)) € TT.
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Au final on a bien (mA,mt) € I'{ N f‘lT = I'{"", ce qui montre que la
condition (b) du lemme 4.2.8 est aussi satisfaite.

En appliquant alors le lemme on obtient la proposition voulue, que I';""
est une union de faces de T.

O
On peut maintenant prouver le résultat principal de ce chapitre :

Théoreme 4.2.9. Toute variété de Richardson X, dégénére en variété semi-
torigue dont les composantes irréductibles toriques sont données par des faces
de T\

Preuve — Par la proposition 4.2.7, il existe des faces I';j, notées <I>f, k=
1---7, telles que I} = J <I>f. On suppose cette décomposition minimale, 4.e.
aucune face n’est contenue dans une autre.

On peut alors écrire GrI7, = (by s, (A1) & Up®F) = Ni(bry, (N, 1) & OF).
Les espaces II' = (by;, (\,t) ¢ ®F) sont des idéaux premiers de GrR =
(brt, (A1) € ;) car ®F sont des faces de I';. Les algébres GrR/IF = C[®F]
donnent des variétés toriques qui sont les composantes irréductibles de la
variété associée & GrR;,.

O

4.2.5 Cas particulier de dégénérescences toriques

Dans le cas ot G = SL,,, on peut construire des dégénérescences toriques
d’une variété de Richardson X pour un bon choix des éléments (w, 7).

Proposition 4.2.10. On fizei= (1,2,1,--- ;n,n—1,---,2,1) le mot réduit
standard. Soit w,T € W tels que i est adapté ¢ w et i* adapté a 7. Alors T';""
est au plus une face de I';.

Preuve — Dans le cas ol i est le mot réduit standard, I'application R, i
est linéaire d’apreés le corollaire 2.3.14. L’application €23+ est toujours linéaire
d’aprés sa définition §3.4.2. Par le théoréme 4.2.6 on sait que I']. est une
face de Ty, ainsi I = (id x Ri_i)Qi*(I’iZ) est encore une face de I';. Ainsi,
[ :=T¥ NTT est au plus une face de T}.

O

4.2.6 Exemple dans le cas A

On étudie ici le cas G = SL3. On fixe \g = w; + wq et i = (1,2, 1).

La figure 4.12représente le polytope Cj(Ag) des paramétres en cordes de la
base canonique B(w + ws).Le cone T est le cone sur ce polytope. La variété
de drapeaux G/B dégénére en la variété torique associée a ce polytope.

Etant donné w,7 dans W,on désigne par C;”7(\g) := Ao x ZY, N I}"7
’ensemble des paramétres en cordes des éléments de la base appartenant 3
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£ 021 (12,9
F

(21,0

A B
(1,0,0)

F1a. 4.12 — Polytope ¢;(B(wy + w2))

Mo (Br(X0)) N By(Ao). Par le théoreme 4.2.9, C;""()\g) est une face ou une
union de faces (voir Fig.4.13 pour les différents cas) de Cj()\g), correspondant
a la dégénérescence torique ou semi-torique de la sous-variété X . Certaine
des variétés X sont déja toriques, leur dégénérescence est triviale.

Décrivons ce polytope plus en détail :

Les sommets A, B, C, D, E, F du polytope correspondent aux points 7-
fixes wB/B de G/B, pour respectivement w = id, s1, $152, S2, S251, S15251.
On peut remarquer qu’il y a un sommet supplémentaire, G, résultant de la
dégénérescence.

Les variétés de Richardson de dimension 1 sont X§,, Xs,, X°', X%2, X152

81827
X321, X552, X251, et correspondent respectivement aux arétes [AB], [AlDQ],
[CF], [EF], [BC], [CD], [DE], [EG] U [BG]. Le point G correspond a l'inter-
section des deux composantes irreductibles de la dégénérescence de la variété
X251 11y a aussi deux arétes supplémentaires, a savoir [AG] et [FG], qui se-
ront interprétées comme les intersections de composantes irréductibles dans
les dégénérescences de variété de Richardson de dimension 2.
Les variétés de Richardson de dimension 2 sont X, s,, X5, X *2%1, X152

et correspondent aux faces noircies sur la figure 4.13.

L’aréte [AG] correspond a 'intersection des composantes irréductibles de
Xs,s1, €t 'aréte [FG| correspond a l'intersection des composantes irréductibles
de X°192,

4.2.7 Exemples dans le cas B,

Dans le cas Bs deux mots réduits possibles pour wy, & savoir i = (1,2,1,2)
et i’ = (2,1,2,1). Il n’y a pas d’automorphisme de diagramme non-trivial,
d’ou i* =i et i’" = i’. On utilise le mot i. A 'aide de[25, §4], on obtient les
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w = 8182 W = S$251
T = Wy T = Wy

w = Wy w = wWo
T = 8981 T = 85152

F1G. 4.13 — Faces C;""(\o) dans le polytope Ci(Ao)

équations du cone C; dans Z4 :

t1 >0 ((I)l)

C. ! ta—t3 >0 (Pg)
st >0 (93)
ty >0 ((I)4)

Fixons un poids dominant A\g = w; + ws. Par [25, §1] le polytope Ci(Ag)
est 'intersection du cone C; et du cone affine ayant pour équations :

ty—ta+2t3—t4 <1 (Pq)
ty—2t3 +2t4 < 1 (®3)
t3—14 <1 (©3)
ty <1 (©4)

Notons ®;, resp. ®;, la face du polytope Cj(\g) déterminée par Iinégalité
(®;), resp. (P;).

La variété de drapeaux G/B dégénére en la variété torique associée au
polytope C;(Ag). Les sous-variétés X dégéneérent en variétés toriques ou semi-
toriques qui sont associées a des faces ou union de faces de ce polytope. On
en décrit quelques unes.
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F1G. 4.14 — Dégénérescence de Xy g,

La variété X, 5,5, est associée & la face ®4. C’est un polytope de dimen-
sion 3, dont les sommets sont {(0,0,0,0), (0,1,0,0), (1,0,0,0), (0,3,1,0),
(2,1,0,0), (2,3,1,0), (0,1,1,0)}. Il est représenté figure 4.14. La variété
X 15291 est associée aux faces ®y U &4, Et la varieté X132l est associée
a la face &4 N ®y. Clest un polytope de dimension 2, dont les sommets sont
{(0,1,0,0), (2,1,0,0), (2,3,1,0), (0,3,1,0)} (c’est la face BCDG de la figure
4.14).

La variété X, s, est associée a la face 3N ®,4. C’est un polytope plan dont
les sommets sont {(0,0,0,0), (0,1,0,0), (2,1,0,0), (1,0,0,0)} (face DEFG de
la figure 4.14). Dans ce cas la dégénérescence est triviale (I’éventail est le méme
que celui de la variété torique Xs,s, de type Cz). La variété X152 est associée
a la face @5 N ®3. Cest un polytope plan dont les sommets sont {(1,3,2,1),
(2,3,1,0), (0,3,1,0), (0,3,2,1)}.



Chapitre 5

Réalisation des cones de Lusztig

Ce chapitre est un large résumé de l’article Realisation of Lusztig cone,
écrit en collaboration avec Philippe Caldero et Robert Marsh. Pour plus de
précisions ou pour le détail des preuves voir [10].

La premiére partie introduit les cones de Lusztig. La deuxiéme partie
introduit la notion d’algébre adaptée et présente des algébres adaptées dites
standard et standard tordues. Une algébre adaptée a pour base une partie
de la base canonique. Dans la troisiéme partie, on calcule les paramétres en
cordes des éléments de la base d’'une algébre adaptée standard tordue par
I'involution de Schiitzenberger. Ces calculs utilisent les résultats obtenus au
chapitre 3. On montre alors que I’ensemble de ces paramétres est un cone de
Lusztig. On obtient ainsi des générateurs explicites pour les cones de Lusztig,
on en déduit que ces cones sont simpliciaux.

5.1 Cones de Lusztig; L;

5.1.1 Monobémes serrés

En général, il n’y a pas de maniére simple d’exprimer les éléments de la
base canonique B en termes des générateurs naturels Fy, Fy, - -- F;, de Uy(n™).
Dans de rares cas on a des expressions simples; cas A1, Ay [26], A3 [39], B
[40]. Les calculs s’avérent extrémement compliqués en général. Cependant,
certains éléments de B sont des monémes en Fi, Fy,--- F,.

Fixons un mot réduit i = (i1,42,- - ,in) de wg. Soit (t1,t2, -+ ,tn) € Z>0’
le mondme :

ﬂ(ltl)ﬂ(th) - E(Isz)
est dit serré, si c’est un élément de la base canonique B. Dans [28], Lusztig
donne une méthode qui permet de construire des monomes serrés. A chaque
mot réduit i, il introduit un céne L; C ngo et montre que, dans les cas Aj,

Ao, A3, le mondme F( )FSQ) . Z(tN) est serré pour tout (t1,ta, -+ ,tn) € L;.

Cette condition est egalement suffisante en type A4 [31] et en type B2 [40], en
revanche elle ne l’est plus en type A5 [35].
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5.1.2 Définition du coéne de Lusztig

Soit i = (i1,42,--- ,in) un mot réduit de wy. Le cone de Lusztig L; est
le sous-ensemble de Z]>V0 des éléments (t1,t2,- - ,tn) satisfaisant : pour toute
paire d’indices p < p’ dans {1,..., N} telle que i, = i,y = i et iy # i pour
tout p<q<p:

tp + 1ty + Z iy iglg < 0.
p<q<p’

Exemple 5.1.1. Dans le cas Ag, si i = (1,2,1), le cone Li9; est défini par
I’équation :
t1—t2+1t3<0

Effectivement, dans ce cas si t; — t3 + t3 < 0 on a bien Fl(tl)FQ(t2)F1(t3) €B
(voir 2.17 pour la description de B).

5.2 Algébres adaptées; A;

5.2.1 Contexte

Les algebres adaptées ont été introduites dans [8] en vu de répondre a la
conjecture suivante, formulée par Berenstein et Zelevinsky : deux éléments de
la base canonique duale B* C U,(n) g-commutent si et seulement si ils sont
multiplicatifs (i.e. leur produit est encore un élément de B* & une puissance
de g prés). A tout mot réduit i, il est associé une algébre A; engendrée par une
partie de B* constituée d’éléments multiplicatifs deux a deux. Ces algébres
sont dites adaptées.

Dans [10], la notion d’algébre adaptée est transcrite sur l'algébre RT =
B rcp+ Vo(A)* ®vy qui on le sait, est compatible avec la base canonique duale.

Définition 5.2.1. Une sous-algébre A de R est dite adaptée si :

1) I'intersection de A et de la base canonique duale de R est une base de A4,
appelée alors base adaptée,

2) les éléments de la base sont multiplicatifs deux a deux.

Afin d’alléger certaines notations, dans la suite de ce chapitre on considé-
rera les algeébres dans la spécialisation ¢ = 1.

5.2.2 Algébres adaptées standard

On considére lalgebre RT = @, p+ V(A)* et sa base canonique duale
B* := {&,(0%),b € B(\), A € P1}, voir §2.5.

Soit 1 un mot réduit. On définit les paramétres en cordes, resp. paramétres
de Lusztig, des éléments de B* en posant naturellement :

a(En(b®)) = ci(b), tesp. by H(Ex(DY)) = by H(b)
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On note by, » 'unique élément de B(A) de poids A —w(A) et on note by,

pour &,( ;fw\)
Posons, pour tout 1 <i < n :

Yi = b;'kd,wi
Soit i = (41,42, -+ ,in) un mot réduit, posons pour tout 1 <k < N :

i, g%

Cr = Siq-e-Sip Wiy,

Pour tout mot réduit i, on désigne par A; la sous-algébre de R* engendrée
par {y;, 1 <i<n}u{c, 1<k<N}. Alors,

Proposition 5.2.2. [9], [10] L’algébre A; est une sous-algébre adaptée de R
et sa base adaptée est donnée par les mondmes en y; et cj..

L’algébre A; est appelée algébre adaptée standard. On va effectuer une
double torsion sur cette algebre.

Soit o l’antiautomorphisme de U(n~) défini sur les générateurs par :
o(F;) = F;, V1 < i < n. On sait que o préserve la base canonique B. Notons
ur le plus petit poids sur de PT tel que o (b ) € B(ug). On pose :

Sip eeSiy Wiy
ey =&, (J(bsn oS Wiy )

Pour tout mot réduit i, on désigne par A{ la sous-algébre de R™ engendrée
par {y;, 1 <i<n}U{c?, 1<k < N}. Alors,

Proposition 5.2.3. [9/, [10] Soit i = (i1,i2,--- ,in) un mot réduit, on a :
(i) Ualgebre A7 est une sous-algébre adaptée de R,
(i) sa base adaptée est donnée par les mondmes en y; et c}f,

(iii) pour tout 1 <i <mn, by *(y;) = (0,0,--- ,0),

(iv) pour tout 1 <k < N, by (%) = (8.4, 1<k ¥ {0} N+,

Enfin, on introduit I’application linéaire ¢ : Rt — RT définie sur la base
par :

P(E(DT)) = Ex+ (P (D))

o ¢y : V(A) — V(X*) est 'application linéaire introduite en (3.14). Rappe-
lons que cette application envoie la base B(\) en B(A\*) et envoie le vecteur
de plus haut poids sur le vecteur de plus bas poids. Par abus de notation, on
note encore ¢, la restriction de ¢ & V/(\)*.

On s’intéresse a I'image de A{ par ¢.

Proposition 5.2.4. [10] Soit i un mot réduit, ¢p(AJ) est une sous-algébre
adaptée de R et sa base adaptée est donnée par les mondmes en ¢(y;) et

(i)
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5.3 Réalisation L; = ¢;o(AJ)

A partir de maintenant on fixe un mot réduit i.

5.3.1 Parameétres de ¢;¢( A7)

Par abus de notation, on désigne par c;j¢(A{) I'ensemble des parameétres
en cordes des éléments de la base adaptée de ¢(A{). Les éléments de la base
adaptée étant multiplicatifs, ils satisfont ¢;(b*b'*) = ¢;(b*) + ¢ (b'*), comme
application de la régle de Leibniz. Donc d’aprés la proposition ci-dessus l’en-
semble c;p(AJ) est engendré par les cid(y;) et les cip(cl).

Les parameétres c;j¢(y;) se calculent facilement en utilisant la proposition
5.2.3 (iii) et les formules (2.8). En effet, par 5.2.3 (iii), y; est le vecteur de
plus haut poids dans B(w;), ¢(y;) est celui de plus bas poids dans B(w]) et
donc d’aprés (2.8) ses paramétres en cordes sont :

Go(yi) = ((wz, Syt Sif'*l(aivf»)lgjﬁN

Le calcul des parameéetres c@(c}f) est plus subtil. Il faut tout d’abord,
connaitre les poids . Ceux-ci sont calculés dans [10], d’aprés une formule
die a [20] et valent :

P = > —(8iy - 80, @iy, ) )T

1<I<n, (s 81), @iy ,)") <O

Ensuite on calcule ci(cl?) = cid,, (ci) en utilisant la formule pour
cidp, bi calculée en (3.20), et la valeur de b; l(c}f) donnée dans la proposi-
tion 5.2.3 (iv). On présente le résultat sous forme matricielle (on ne fait pas
figurer les calculs, ceux-ci se trouvent dans [10] avec les mémes notations) :

e on stocke les paramétres de Lusztig des éléments c}f, 1 <k < N dans
les colonnes d’une matrice V de taille N x N :

1 i< Ce
ij:{ . j._k, si 1 = iy,
sinon.

e on note 7' la matrice de la partie linéaire de I’application c;¢,, b; calculée
en (3.20) (on rappelle que cette partie linéaire ne dépend pas de py :

-1 j=k,
Ty, = <Sij+1 T S Qg O‘;/j> J <k,
0 sinon.

e on stocke les coordonnées c¢i(¢p, (vy,)), 1 < k < N dans les colonnes
d’une matrice P (une colonne correspond ainsi & la partie affine de
I'application c¢j¢,, b;) :

B ) VA /.. . v
P, = E —(Siy 80 @iy ' ) (S5, "'Sllwl’o‘ij>'
1§l§n,<si1~~~8ikwik70¢l\/>§0
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Ainsi, ¢;¢(cl?) est la k-iéme colonne de TV + P.
Le produit TV a une expression simple; TV = —C ou C est la matrice :

\/ .
C'k _ <S’i]‘+1 "'Sikw’ikaaij> J S k7
J 0 sinon.

Par conséquent, on a :

Proposition 5.3.1. [10] L’ensemble c;p(A{) est I’ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients positifs des vecteurs colonnes de la matrice —C+P ainsi
que des vecteurs c;o(y;), 1 <i < n.

En fait on montre que n colonnes de —C' + P sont nulles. On les remplace
chacune par un vecteur ¢;o(y;), 1 < i < n. Plus précisément on introduit la
notation suivante : soit k € {1,2,..., N}, on note k(1) = min{j : j > k,i; =
ik}, 1.e. k(1) désigne la premiére occurrence de iy a la droite de ix dans i. Sil
n'y a pas de telle occurrence on pose k(1) = N + 1.

Proposition 5.3.2. [10] Soit k € {1,2,...,N} tel que k(1) = N + 1. Alors
pour tout j = 1,2,..., N, on a Pj, = Cjy, i.e. la k-ieme colonne de P coincide
avec la k-ieme colonne de C.

On définit une nouvelle matrice X = (Xj;) € My(Z) par :

Xip = <wik7 Siy 0 Sijy (a2\2)>7 k(l) =N +1, (5 1)
’ —Cjk + Pj, sinon. '
I est clair que pour tout i € {1,2,...,n}, il existe un et un seul k €

{1,2,...,N} tel que k(1) = N +1 (k est la derniére occurrence de i dans 1i).
La matrice X est donc la matrice —C + P dans laquelle on a remplacé les n-
colonnes nulles correspondant a un k tel que k(1) = N + 1, par les n colonnes
des coordonnées c;o(yi, )-

On peut donc reformuler la proposition 5.3.1 :

Proposition 5.3.3. [10] L’ensemble c;¢p(A7) est l'ensemble des combinai-
sons linéaires a coefficients positifs des vecteurs colonnes de la matrice X. En
particulier X est une matrice a coefficients entiers positifs.

5.3.2 Générateurs de L;
On définit la matrice L = (Lji) € Mn(Z) en posant :

1 k=jouk=j),
L = Qi iy, J<k<j(),
’ 1 Jj() =N+1, sisip 85, (ag) = gy,
0 sinon.

Vu les définitions, le lemme suivant est immédiat :
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Lemme 5.3.4. [10] Soit t = (t1,--- ,tN) € ZJZVO. Notons r; la j-iéme ligne
de L et rj -t le produit scalaire entre r; et t. Alors,
(1) Uensemble {r;-t>0, j€{1,2,...,N}, j(1) < N} est ’ensemble des
inégalités définissant L,
(it) pour j € {1,2,...,N } tel que j(1) = N+1, Uinégalité r;-t > 0 est sim-
plement Uinégalité t, > 0 pour Uunique k tel que s;, Sy -+~ si,_,(04,) =

Oél'].
Soit t = (t1,---,ty) € ZN, on note t > 0 si on a ¢, > 0 pour tout
ke {1,2,...,N}. D’aprés le lemme ci-dessus, il est clair que :

Li={tezy/ Lt >0} (5.2)
La proposition cruciale pour ce qui suit, est :
Proposition 5.3.5. [10] Soit L et X les matrices définies ci-dessus,
LX =1
ou I est la matrice identité.
On a donc t’' = Lt équivalent a t = Xt’ et donc :

Lt >0 < t = une combinaison linéaire & coefficients positifs
des vecteurs colonnes de la matrice X

D’ou le corollaire suivant :

Corollaire 5.3.6. [10] Soit i un mot réduit. Soit L; le cone de Lusztig associé
aiet (A7) lalgébre adaptée standard tordue associée d i. Soit X la matrice
associée a 1 définie en (5.1). Alors,

(i) le come L; est engendré par les combinaisons linéaires a coefficients en-
tiers positifs des vecteurs colonne de la matrice X,

(i) en particulier L; est simplicial,
(iti) on a Li = c;p(A7).



Annexe A

Formulaire

A.1 Applications f%%/

Ces applications sont définies §3.2.3.

Les formules suivantes ont été calculées dans [3].
(1) Type A1 x Ay :i= 12,1 =21, (p1,p2) = R (t1,t2),
p1=t2, p2 =11 .
(2) Type As : i=121, i = 212, (p1,p2,p3) = BRI (1,12, t3),

t2t3 t1to
t+ tg, b2 1 3, D3 o+ t3

p1 =

(3) Type By : i = 1212, i’ = 2121, (p1,pa,p3,pa) = B (t1,ta, 3, t4),

tat3ty T 2 titats
Prh=——,P2=—,P3=—, P4 = )
T2 T T2 T

ou

T = tity + (t1 + t3)ts, mo =ity + (t1 +t3)%Ls .

(4) Type Gy :i = 121212, i = 212121, (p1, p2, P3, P4, Ps, D6) = Ri (t1, b2, t3, L4, b5, t6),

totstitdts 3 3
pP1 = sy P2 = —, P3 = 5
3 Uy 374
on 3 tytotdtats
P4 = y P5 = —, - )
179 T4 T
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ou
T = titotdty + tita(ts + t5)%te + (t1 + t3)tatits
Ty = 333ty + 33t + t5)3te + (t1 + t3)*t5t3ts
+  titotatite(3tits + 212 + 2tsts + 2t1t5)
3 = Gt3t3ty + 6313 (ts + t5)3te + (11 + t3)3t3tts
+  totatite(3tits + 3t + 3tats + 2tat5)
T = 333t (titat3ts + 2t1ta(ts + t5)3te + (Btats + 3t3 + tats + 2t1ts)tatits)

3
+ 3 (tata(ts + ts)* + (t1 + t3)tat?)” .

On peut également donner une formule en type Co (utile car le type Cy est
le dual de Langlands du type Bs) :

(5) Type 02 ti= 12127 il = 21217 (p15p27p3?p4) = Rgl(tlyt2at3)t4)7

totsts 2 T t1t3ts
P1 = sy P2 = —, P3 = —, P4 = )
™ 79 1 Up)

ou
w1 = titg + (ty + t3)t, o = t3t3 + (to + t4)%t1 .

A.2 Applications Rf

On peut déduire les formules suivantes du théoréme 3.2.2 et A.1.

(1) Type A; x Ay : i =121 =21, (p1,p2) = R (t1,12),
p1 =12, P2 =11 .
(2) Type Ag : i =121, 1 = 212, (p1,p2,p3) = R (t1, ta,t3),
p1 = to + t3 — min(tq,t3), p2 = min(ty,t3), ps = t1 + to — min(ty,t3) .
(3) Type By : i = 1212, i = 2121, (p1,p2, p3,pa) = R (t1, 2, t3,t4),

p1 = to+ts+ty — min(ty + to, t1 +tg, t3+ 1),

pe = 2min(ty + to, t1 + tq, t3 +t4) —min(ts + 2ty, t1 + 2to, t1 + 2tg, t1 +to +t4)
ps = min(ts + 2ty, t1 + 2ta, t1 + 2ty, t1 + to + t4) — min(ty + to, t1 + tg, t3+tg),
Py = b1+ 2te +t3 — min(ts + 2ty, t1 + 2to, t1 + 2ty, t1 + 12 +14) ,

(4) Type Cy : i = 1212, ' = 2121, (p1,p2,p3,pa) = R (t1, 12,13, ),

p1 = to+2t3+ty —min(2ty + to, 261 + tg, t1 + to + t3, 2t3 + ta),
p2 = min(2ty + to, 2ty +ty, 1y +to +t3, 23 +t4) —min(ty +to, t1 + L4, t3+14),
p3 = 2min(t; +to, t1 +t4, t3 +1ts) — min(2ty + to, 2ty +ty, t1 +to +t3, 2t3 +ta),

pe = t1+ta+1t3— min(t1 +to, t1 4+ t4, t3+ t4)
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